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PREFACE 


近年 来 ， 许 多 作者 对 于 高 维 复合 场 理 论 感 兴趣 ， 是 因为 人 们 
已 经 沿 着 统一 场 论 的 方向 做 了 许多 研究 工作 . 人 们 采用 了 规范 场 
的 思想 ,分 解 空 间 几 何 的 思想 ， 超 对 称 的 思想 ， 等 等 ， 按 腿 和 这些 
思想 ， 人 人 和 们 提出 了 诸多 复合 场 理论 方案 .本 书 重点 介绍 了 几 各 有 
代表 性 的 方案 ， 

按照 著名 的 黑洞 无 毛 定 理 ， 所 有 稳 态 黑洞 都 只 由 三 个 参量 叭 
一 确定 ， 这 三 个 参量 就 是 黑 润 的 质量 、 角 动量 和 电 【《 磁 ) 荷 、 上 原 
来 的 物质 分 布 . 电 磁场 分 布 和 诸 密 信息 均 在 形成 黑 润 时 消失 了 . 美 
国 物理 学 家 Bowick 指 出 ,将 阿 贝 尔 规范 理论 推广 到 非 阿 贝 尔 情 
况 时 ,黑洞 除了 具有 上 上述 三 个 参量 以 外 ,“ 是 理 还 可 以 携带 非 阿 贝 
尔 薪 ,例如 QQCD 色 荷 ， 目 前 尚 不 清楚 ”， 书 中 给 出 了 关于 黑 澜 第 
四 参量 存在 性 的 论证 . 

在 经 典 黑洞 热力 学 中 ,黑洞 的 精 与 普通 热力 学 中 的 闹 相 朵 .在 
量子 理论 中 ， 黑 润 的 彤 除了 含 经 典 【 主 级 ) 部 分 了 以外， 还 含有 重 
子 修 正 部 分 ， 书 中 讨论 了 计算 黑 润 量子 精 的 两 类 方法 一 即 亮 
(on shell) 和 离 这 《of shell)y 方法 ， 并 比较 了 各 种 商 亮 方法 《和 砖 
墙 法 ， 顶 角 奇 异性 法 ,， 钝 锥 法 和 体积 截 新 法 1， 冰 明 了 它们 与 即 过 
方法 之 间 的 联系 . 

大 爆炸 宇宙 模型 成 功 池 解释 了 自 t= 二 10'? 秒 ( 轻 核 形成 ) 至 上 
一 108 年 (现在 ) 字 宙 演化 阶段 的 观测 事实 其 中 包括 元 素 的 起 源 

在 。 


[所 丰 度 测量 )， 星系 光谱 的 字 宙 学 红 移 ,3K 微波 背景 辐射 ,星系 
计数 ， 宇 宙 太 尺度 的 均 名 各 向 同性 等 因此， 大 爆炸 宇宙 模型 是 
普 广 被 人 们 所 接受 的 ， 故 称 之 为 标准 字 宙 模型 . 然而 ， 标 准 宇 宙 
模型 也 有 它 的 困难 ,就 是 在 上 一 0( 大 爆炸 奇 点 ) 到 z= 二 10-"* 移 这 一 
极 早 期 演化 阶段 中 的 四 个 问题 : 奇 点 问题 ， 视 界 问 题 ， 平 直 性 问 
题 和 各 单 极 问 题 ， 本 书 中 的 “ 暴 胀 宇宙 学 ”一 章 比较 详细 地 盖 述 
了 20 世纪 80 年 代 诞 生 的 对 胀 宇宙 学 理论 ， 这 一 理论 解决 了 上 述 
四 个 问题 中 的 后 三 个 。 它 已 经 把 我 们 带 到 了 t= 一 10 “和 有 秒 的 字 宙 极 
早期 ， 已 接近 于 宇宙 的 开端 、 至 于 第 一 个 问题 ， 即 宇宙 的 初始 奇 
点 《 字 宙 的 创 生 ) 问题 ， 是 重子 宇 害 党 要 回 巷 的 问题 . 

广义 相对 论 字 宙 学 《标准 字 宙 学 ) 是 建立 在 爱 因 斯 坦 引 力 理 
论 基 础 上 的 .严格 地 说 ， 量 子 宇宙 学 应 该 建立 丁 量子 引力 理论 的 
基础 上 ， 然 而 ， 至 今 尚未 建立 一 个 令 人 满意 的 量子 引 为 理论 。 尽 
管 如 此 ， 人 和 们 仍然 可 以 根据 已 经 了 解 的 量子 引 为 的 某 些 特征 ， 去 
寻找 各 种 途径 。， 党 试 解决 量子 宇宙 学 的 主要 问题 一 一 字 密 的 创 生 
间 题 。80 年 代 初 ， 哈 特 (Hartle)、 替 人 金 (Hawking)}、 人 玲 林 人 金 
(Vilenkin) 等 人 提出， 用 字 害 波 函 数 来 描述 宇宙 的 量子 状态 ， 宇 
宙 动 力学 方程 即 惠 勒 - 德 维特 方程 . 这 样 ， 只 要 确定 宇宙 的 边界 条 
件 ， 俐 可 定 叶 地 研究 宇 害 的 创 生 问 题 了 ， 

对 于 宇宙 波 函 数 的 选择 和 宇宙 边界 条 件 的 确定 , 哈 特 - 咎 金 和 
维 林 念 分 别提 出 了 不 同 的 方案 ， 这 两 个 方案 构成 了 目前 重子 字 审 
学 的 两 个 学 派 . 本 书 比 较 详 细 好 阐述 了 哈 特 -霍金 的 量子 字 宙 学 理 
论 和 维 林 使 的 量子 字 宙 学 理论 ， 并 对 这 两 个 理论 做 了 比较 ， 

由 于 复合 场 理论 、 量 子 黑 洞 和 量子 字 宙 学 理论 要 求 读 者 具有 
广义 相对 论 、 莉 子 场 论 和 微分 几何 的 知识 ， 为 了 让 读者 能 够 独立 
使 用 本 书 ， 书 中 安排 了 广义 相对 论 和 微分 几何 等 基础 内 容 ， 放 在 
前 两 篇 和 其 他 各 篇 的 开头 讲述 ， 

全 所 筷 括 广义 站 对 论 的 数学 基础 ,广义 相对 论 的 物理 基础 、 引 
力 场 和 复合 场 方程 的 解 . 黑 润 物理 .广义 相对 论 字 宙 学 和 量子 宇宙 
学 六 篇 , 书 中 包括 作者 和 国内 外 同行 学 者 们 近年 来 的 研究 成 果 . 为 

和 


了 便 二 阅读 ,先入 了 作者 近年 来 为 研究 生 讲课 的 讲义 中 的 车 于 内 
容 和 一 些 著作 中 的 部 分 内 容 , 后 者 主要 取 自 刘 江 (1987 年 ,1999 
年 ).S., Weinberg (1972 年 }、,M. Carmeli(1982 年 ) .QQ. lvanitzkaya 
《1979 年 ) ,DD. Kramer(1980 年 )、 赵峰 (1999 年 ) 等 人 的 著作 ， 

为 了 便于 读者 阅读 和 选 题 , 书 中 对 于 具有 普遍 意义 的 章节 , 均 
给 出 了 详细 的 推导 过 程 : 对 于 一 些 启 发 性 的 内 容 ， 则 只 给 出 物理 
思想 和 和 数学 技巧 方面 的 要 点 

作者 深 深 感 谢 刘 这 教授 、 DD，Kramer 教授 和 C. Will 苯 授 ,他 
们 曾 对 作者 部 分 论文 的 初稿 提出 过 有 瘟 的 意见 . 

作者 与 合作 者 荆 继 良 教授 ， 余 洪 伟 教授 和 唐 知 明教 授 著 得 了 
两 居 “ 汶 际 引 力 醋 究 荣 誉 奖 ” 和 一 时 国家 教 秋 科技 进步 奖 ， 获 奖 
论文 的 内 容 已 写 入 书 中 . 还 有 骆 宏 懂 、 郭 鸿 钧 、 壮 军 、 吧 君 贾 、 周 
三 庆 、 男 新 炼 、 黄 环 醋 、 特 立 亚 、 张 靖 仪 、 甘 胜 省 、 申 立 、 苏 成 
悦 、 程 立 伟 、 王 世良 、 陈 菊 华 等 诸 同 事 ， 对 书稿 的 整理 付出 了 辛 
贰 的 劳动 ， 作 者 一 并 表示 衷心 的 感谢 ! 


王 永久 
1999 年 5 月 10 日 
于 中 国 科学 院 物 理 所 专 家 招待 所 
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第 图 篇 。 广义 相对 论 
的 数学 基础 


下 微分 几何 


§1.1 拓扑 学 基础 


1. 拓 扩 空间 
定义 设 久 是 一 个 集合 ,5 是 下 的 一 子 集 艇 ,已 满足 
QQ) zt 中 成 员 的 任意 并 仍 属 于 r+, 即 : 阁 G.Er, 则 (JG. er; 


《2) tc 中 成 员 的 有 限 交 仍 属于 rT， 即 : 者 Gi, Gy;ErT; 则 GG 站 
(rz 全 工 ; 

(3) 客 ， 克 属于 = 
则 称 ( 和 ,，z) 为 一 个 拓扑 空间 , F 称 为 芒 上 的 一 个 拓扑 (或 一 个 后 
扑 结 移 ); r+ 中 的 元 床 右 称 为 (X, 7#) 或 多 的 开 集 . 

拓扑 空间 ( 玉 ,， 克也 可 简称 为 “ 芷 是 一 个 空间 ”及 中 的 元 素 叫 
空间 中 的 一 个 点 . 

例如 , 设 关 是 一 个 集 , 则 t= {局 ,天 } 是 苇 的 一 个 朱 扑 ， 称 
。 了。 


为 平凡 拓扑 ; 而 f={| 任 何 GCXX} 也 是 羡 的 一 个 拓扑 ， 称 为 离 
散 拓 扑 ， 可 见 ， 同一 集合 可 有 不 止 一 个 招 扑 . 

设 { 卫 , 是 一 个 拓扑 空间 , Y ITE, 包含 x 的 一 个 开 集 称 为 
z 的 一 个 邻 域 . 

定义 设 关 是 一 个 集合 , 若 映射 p; 关 X 久 一 尺 满 足 

(1) plzs y) 20， 后 

C2) olr, y=ptYy, x): 

(C3) plrs ZEotrs votYyr <), 
则 称 ( 了 ,Pp) 为 度量 (或 距离 ) 空 间 , bp 称 为 全 上 的 度量 (或 距离 ) 阴 
数 ，ptzx,y) 称 为 点 x 和 yy 之 间 的 距离 ,XX 称 为 基础 集合 . 

欧 氏 空间 是 熟知 的 度量 空间 . 

设 aEXR,，3>0， 则 以 a 为 中 心 、 以 为 半径 的 开 球 表 为 
Stas 0)={r|rER, pLTIA) TH), 

设 ( 芝 , 2p) 为 度量 空间 ,5ta, 8) 为 以 a 为 中 心 、3 为 半径 的 开 
球 , 令 

r 二 {G|GCX, 日 YaEG, 3 Sta 8)CG}, 则 易 验 证 + 是 X 
上 的 一 个 拓扑 : 

(1 车 a E【jG., GEr, 则 33>0, 使 Sta, 6)CG,C 


(J6.,; 

(2) 车 aE€Gi 站 Gr, Gl, GzEr: 则 3 ds >0, 使 
Sra,GJICG， Sa FCO, 令 8=min{f, 6,). 则 
Sa 8)TS(a, NS Ca, HY) CO NG 

(3) 显然 络 和 天 属于 = 
故 ( 和 人, z) 是 一 个 拓扑 空间 , 叫做 由 (XX,，p) 诱 导 的 拓扑 空间 . 

对 于 一 个 给 定 的 拓扑 , 可 从 中 选 出 足够 多 的 开 集 , 使 该 拓扑 
中 的 每 个 开 集 都 是 由 这 些 选 出 的 开 集 “生成 ?的 , 这 就 是 拓扑 基 . 

定义 ” 令 ( 了 Y, 朴 是 一 个 拓扑 空间 . 开 集 入 r,={ 吾 -} 是 z 的 一 
个 基 ( 或 空间 总 的 基 )， 如 果 每 个 开 集 都 能 表 为 rz, 中 某 些 元 素 的 
并 , 称 +, 中 成 员 为 “ 基 开 集 ”. 

和 2" 


定理 设 z,C 必 rt 是 一 个 基 ; 则 GCX 是 开 集 全 中 得 ， 
3 BEr,.， 使 得 xE€BCG, 


证 明 之 据 定 义 , 开 集 G =【jB., 其 中 B.€Er.. 故 YxE 
G 二 (JB.,3 a 使 得 x € B,CG; 


二 车”¥ XEG, 3 BErT,; 穗 xEBCG, 则 GG 二 UI{B,|xe 
局 }， 即 GG 为 开 集 . 

因 t 本 里 就 是 一 个 基 , 故 由 定理 给 出 一 个 有 用 的 判断 开 集 的 
方法 : 

和 性 及 是 开 集 命 Y XE 4, 3 的 一 个 邻 域 Gd 即 的 成 员 )， 
全 EGCA. 

设 5X,， rr) 是 拓扑 空间 , YCX. 令 z= 二 {HIH=GN 站 MY, GEr}， 
则 可 验证 (7Y，zr,) 是 拓扑 空间 : 

(Dj =Lj GNY = (6 NY,; 


(C2) HMNMNHs = GNDN (GND = (GN G27)NY; 

(3) SS=ZNY, Y=XNMY. 
故 (Y, r,) 也 是 拓扑 空间 , 称 为 由 (区, +) 诱导 的 子 拓扑 空间 或 相对 
拓扑 空间 ,zt, 称 为 导出 拓扑 . 

显然 , 车 1B,laE .ar)} 是 rz 的 一 个 基 , 则 {他 门 B,} 就 是 7 的 一 
个 基 . 导出 拓扑 的 优点 是 : 子 空间 (Y, z,) 中 的 拓扑 概念 几乎 全 部 
证 以 看 做 原 空 间 中 的 拓扑 概念 限制 在 Y 上 来 考虑 ， 

设 ws=1,， 2,，…,， na，(X。 ro) 是 拓扑 空间 ,GEtz 是 关上 的 


开 集 . 令 和 = Xs 且 GiEr 为 了 的 、 形 如 GiXGsX*…XG, 的 


子 集 的 并 集 , 那么 + 是 天 上 的 一 个 拓扑 , 拓扑 空间 {处 , 5) 称 为 拓 
扑 空 间 (X。， z) (a 一 1，…，n) 的 拓扑 积 , 或 积 空间 
可 以 证 明 , 此 处 构造 的 r 确 是 六 中 的 一 个 拓扑 : 
《1)，(3)? 显 然 满 中 ， 
(2) 设 G,G'Er, 则 G=[GixGsx…… xGG = 6, 
1 二 了 


JE 三 


申 站 三 


XG XX 邻 Goip 二 Gs 站 G5 可 知 G6. ;是 XX 的 开 集 . 
喜 GNMNG = G0 XxX Geop Xe XGp Er 

设 和 是 一 个 空间 , Y 是 一 个 集合 ，p; 和 -7 是 一 个 满 射 ， 称 
一 {GCY|p '(G})CX 是 开 集 } 是 由 户 决定 的 了 中 的 粘 合 拓扑 . 

不 难 验证 , rm 是 了 中 的 一 个 拓扑 . 

设 蕊 是 一 个 空间 , RR 是 关中 一 个 等 价 关系 , 了 X/R 是 商 集 ， 
PP:X—>X/R 为 z->[x] 是 自然 投影 在 商 集 XX/R 中 ， 由 投影 p: 
六 王 症 / 民 决 定 的 XX/R 中 的 粘 合 拓扑 称 鸭 商 拓扑 ，( 蔗 /RR，r,) 称 为 
商 空间 . 

定义 ”4CX 是 拓扑 字 间 的 闭 集 ， 如 果 A4' 一 下 一 A 是 开 集 . 

例如 , 拓扑 空间 ( 芝 , rz) 中 , 们 和 区 既是 开 集 又 是 闭 集 ， 

容易 证 明 : 闭 集 的 任意 交 是 闭 集 ; 际 集 的 有 限 并 是 闭 集 . 

定 沁 设 (X, rt) 是 拓扑 空间 ,ACX, 且 xEX. 车 x 的 在 六 
中 的 任 一 邻 域 G 都 包含 A 一 {x} 的 一 个 点 , 即 GN CA 一 {17}) 夺 疗 
(rz 本 身 可 属于 4, 也 可 不 属于 4}, 则 称 x 为 A 的 在 关中 的 一 个 
聚 点 . 称 4 的 聚 点 的 全 体 为 4 的 导 集 , 记 为 A'. 而 有 =AUA' 称 
为 4 的 在 廊 中 的 闭 包 . 

由 此 , TE ASY GOCz)，GCz) 门 4 夺 彤 ， 

rE AGI (Cr GX) MN A YZ. 

关于 闭 包 , 有 以 下 三 个 定理 成 立 . 在 此 我 们 只 对 其 中 一 个 定 
理 进 行 证 明 ， 其 余 省 略 . 

定理 设 ( 芝 , 必 为 括 扑 空间 ， 则 

CY ACX, ACA:; 

(2) ACX 是 闭 集 全 机 = 4， 

证 明 (1) 的 成 立 很 明显 . 

C2) 全 由 (1)4 忆 过, 还 十 证 4C4, 设 天 和 4 丛 zE4， 邵 
ztE 4 而 4 是 开 集 , 故 3Ctz) 己 4， 即 3 Co 使 CGOzy 门 和 三 
必 , 这 表明 xz 亿 下 , 与 假设 广 盾 ， 所 以 ,， xEA, 即 ACA. 

< 证 明 A 是 开 集 . 设 TEA, 则 全 4 一 二 恋情 GLX) 使 G 

昌 4 


《rr 门 呈 一 当 ， 即 GCT 生机. 喜 机 是 开 集 ， 

定理 所 是 包含 A 的 最 小 闭 集 ， 即 

4 二 人 门 {F|F 是 闭 集 且 Ff 二 A}. 

定理 ” 设 ( 区 ,rz) 为 拓扑 空间 , 则 闭 包 具有 如 下 性 质 ， 

(1) ACB=ACE:; (2) A=) 

(3) AUB=AUB; (4) 好 二 说 

定 忱 ” 设 人 ,zz) 为 拓扑 空间 ，4CX. 4 的 内 部 是 被 包含 在 
凡 中 的 最 大 开 集 , 记 作 Int(C4)， 即 

IntA 一 由 {G|IG 是 开 集 且 GCA}). 

由 此 和 定 必 ， 可 推 证 出 

定理 ” 设 ( 怀 , ) 为 拓扑 空间 ,ACX, 则 有 Int4= 二 (4). 特 
别 地 ， 44 是 开 集 号 A 二 IntA. 

定义 ” 设 ( 芝 , 5) 为 拓扑 空间 ,AACX， A 的 边界 定义 为 34 一 
丰 门 ,有 即 4 的 边界 中 的 点 始 在 4 的 闭 包 中 ,又 在 A 的 余 集 的 闭 
包 中 、 

由 定义 可 知 ， 边界 24 是 闭 集 ， 是 a 与 局 4 是 同一 边界 
[34 一 3a47). 若 zE34,， 则 > 的 任 一 邻 域 必 同 时 包含 4 和 本 中 的 

通过 简单 的 证 明 , 可 得 如 下 定理 . 

定理 设 ( 了 X, 避 为 所 外 空间 , AC 导 久 ， 则 

(1) A=ALUaA; 

(2) 4 为 闭 集 ， 当 且 仅 当 34CA; 4 为 开 集 ， 当 且 仅 当 34C 民 
A 

2. 连续 映射 和 同 有 是 映射 

把 数学 分 析 中 函数 连续 性 定义 推广 到 一 般 上 度量 空间 ,并 用 邻 
域 的 概念 来 叙述 , 推广 到 拓扑 空间 ， 有 如 下 和 定义 . 

定义 ” 设 ( 人 ,mm 和 人性 ，z) 为 拓扑 空间 ，j: XY 是 一 个 映 
射 , aE 了 .车 对 a) 的 任何 邻 域 WCACa))CY, 必 存 在 a 的 邻 域 
U (a)CXX, 使 得 FOU Ga)CVCFCa))， 则 称 在 a 处 连续 . 如 果 
了 在 的 每 点 都 连续 , 则 称 了 为 连续 上 映射. 
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当 Y 了 = 二 R 时 , 了 上 就 是 通常 的 连续 函数 . 

定理 设 (X,rD 和 (7:, r) 是 拓扑 空间 ，F:; 革 一 Y 是 映射 ， 
则 下 面 四 个 条 件 彼 此 等 价 

(1) f 是 连续 映射; 

《2) 了 中 每 个 开 集 在 了 上 下 的 逆 像 是 中 的 开 集 (反射 开 集 ); 

《3) 了 中 每 个 闭 集 在 上 下 的 道 像 是 苇 的 闭 集 (反射 闭 集 ); 

(4) 对 任何 ACX, ACA)CCFCAY. 

证 明 ” 先 证 (1) 坊 (2). 设 Y 是 了 中 任 一 开 集 ， 若 . 广 !C7 二 
帮 ， 则 Yace 六 II)， 有 ya)EY( 开 集 )， 因 了 连续 ,于 是 
3 Ua), 使 得 FICtalCY， 即 下 te)Cr 广 IC 故 广 (7) 一 

【ca) 是 避 中 的 开 集 . 
EC) 

再 证 <2) 二 (03). 由 :YY 一 B)== 了 一 让 1(B) 推 出 . 

再 证 (3) 寺 (4)， 用 反 证 法 ， 车 (4) 不成立, 则 存在 一 个 ACX 
和 一 点 aE 有 1, 使 得 fa)EEFCA). 令 B= 了 ACA)( 它 是 Y 的 闭 集 )， 
上 式 写 为 fla}EB, 即 4aEF'(B); 又 因 fCA)CFCA)=B, 故 
ACA1(B), 于 是 a€ 用 CAB). 由 此 可 见 , x€Ef 0B), 但 又 
a 七 了 1(B), 故 广 '(B) 不 是 式 的 闭 集 , 而 B 是 闭 集 , 这 与 (3) 开 
盾 , 因此 54) 成 立 . 

最 后 证 (4 一 (1)， 如果 (51) 不 成 立 ,， 则 存在 4EX, 与 了 中 会 
f(a) 的 某 个 开 集 WV, 使 得 a 的 每 个 邻 域 都 有 一 点 工头 wa， 其 像 
FOr)EEV, 即 了 (rEY 一 VV, xeEf 7 一 YY) 一 4. 于 是 a 是 4 的 
聚 点 ,因而 aE 有 4. 此 外 ， 显 然 f(a) EY 一 V= 二 (7 一 ( 周 集 ), 又 
因 f(D)= 了 1Y 一 VCY 一 V 导致 了 A)CY 一 V, 所 以 f(a) EE 
了 CA). 综 上 , gE 有 A, 但 f(a)E 4)， 这 与 (4? 了 矛盾 . 故 (1 成 立 ， 

推论 设 (X, rr)，7 了 ,rr 和 (2Z,， nm) 都 是 拓扑 空间 ， 并 设 
六 都 是 连续 映射 , 则 gg。 FR 也 是 连续 胀 射 . 

定义 设 (X, mr 和 (4 了 ,ra) 为 拓扑 空间 . 车 映射 1: XX 一 了 是 
满 单 射 (一 对 一 ， 到 .上 ), 且 及 其 逆 映 射 广 :: 了 一 都 是 连续 
的 ， 则 称 为 同 胚 映射 或 拓 扩 映射 . 
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若 存在 一 个 局 肛 屿 射 /:; X- 一 了， 则 称 拓扑 空间 式 和 了 是 局 
肛 的 , 记 作 及 之 Y. 

关于 同 胚 映射 易 证 下 述 定 理 成 立 . 

定理 设 (X, ri) 和 (CY,， ris) 为 拓扑 空间 , 者 1; XY 是 连续 
的 满 单 射 , 则 下 面 的 任 一 条 件 都 能 推出 了 是 拓扑 映射 . 

(1) 如 果 A 是 六 的 任 一 开 集 , 则 f(A) 是 了 的 开 集 ; 

《2) 如 果 A 是 站 的 任 一 闭 集 , 则 f(A4) 是 Y 的 闲 集 ; 

《3) 对 任意 4CX, 则 (A) 必 fC4) (因而 f(A4) 一 4)). 

拓扑 空间 之 间 的 同 胚 关系 ,实际 上 是 一 种 等 价 关 系 .属于 同 
一 等 价 类 的 空间 ,从 拓扑 学 的 第 度 来 看 , 它们 是 相同 的 , 具有 同 
样 的 拓扑 性 质 . 在 同 脏 里 射 下 保持 不 变 的 性 质 , 称 为 拓扑 性 质 或 
拓扑 不 变量 ， 如 连通 性 、 紧 致 性 等 . 

3. 可 数 性 和 分 离 性 

定义 ”如 果 拓 站 空间 { 革 ,存在 一 个 可 数 丘 护 基 ， 则 称 iX， 
z) 为 第 二 可 数 空间 , 或 说 空间 美 是 第 二 可 数 的 ， 

R" 空间 是 第 二 可 数 的 (中 心 在 有 理 点 、 具 有 有 理 半 径 的 开 球 
构成 可 数 拓扑 基 ). 

定义 ” 设 (X, ) 为 拓扑 空间 ,MCX, 如 果 7 二 {Gs} 是 XX 的 
一 包子 集 , 使 得 

MCI]G., 

则 称 # 为 M 的 在 XX 中 的 一 个 覆盖 ,如果 % 中 的 元 豪 的 个 数 是 有 
限 的 或 可 数 的 , 则 了 分 别称 为 有 限 和 覆盖 或 可 数 覆 盖 ; 如 果 M 一 葡 ， 
我 们 简称 ? 为 区 的 枯 盖 ; 特别 当 所 有 的 G。 为 开 ( 堵 ? 集 时 ,， 称 ? 
为 M 的 在 关中 的 开 ( 闭 ) 覆 盖 ; 如 果 了 CC7 也 是 对 的 在 革 中 的 一 
个 覆盖 , 则 称 ?为 ?的 子 覆 兰 . 

定理 ” 设 (X,，z) 为 第 二 可 数 空 间 , 则 它 的 任 一 开 材 盖 ? 了 有 一 
个 可 数 的 子 覆盖 . 

证 明 设 r, 为 可 数 拓 朱 基 , 又 t 一 {BI|BEr.， BCG, GE 
了 人 Crz, .对 于 每 个 BET， 取 定 一 个 GCB') E73, 使 得 B'C 
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GB 令 7= 人 GCT BEr) 由 于 二 可 数 ,7 是 了 的 可 数 子 
集 徐 . 余下 只 须 证 明了 7 是 ?的 子 覆 盖 . 事实 上 ,对 任何 xEX 必 
有 GE7?Y，rEcC， 于 是 存在 BET ,使 XxEBCG, 从 rt 的 定义 可 知 
BE 战 XEGCB}YEY. 

定 ”如果 拓 扑 空 间 ( 革 , 5 的 任意 两 个 不 同 的 点 有 不 相交 的 
邻 域 ( 即 ; 着 a 主 5; 则 3 EtalErzr VEr, 使 UCDNNV(DD)= 
客 )， 则 称 ( 久 ,rr 为 Hausdorff 空间 . 

任意 度量 空间 都 是 Hausdorff 空间 . 关于 Hausdortf 空间 ， 
有 如 下 定理 成 并 . 

定理 《1) Hausdorff 拓扑 在 同 胚 映 冉 下 保持 不 变 ; 

(2) 设 ( 革 ,Tr} 为 Hausdorf{f 空间 ， 则 它 的 子 拓 扑 空间 也 是 
Hausdorff 的 ; 

(3) 设 (X。、r) 和 (Xs，zr) 为 Hausdorff 空间 , 则 它们 的 积 空 
辣 也 是 Hausdorff 空间 ， 

4. 紧 致 性 和 连通 性 

定义 ”拓扑 空间 (X, rz) 称 为 紧 致 的 ,如果 它 的 每 一 个 开 覆 盖 
?都 有 有 限 的 子 覆 次? ， 

拓扑 空间 (X，zr) 的 子 集 M 是 紧 致 的 ,如果 作为 子 拓扑 空间 
GUY. rw) 是 紧 致 的 . 
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例如 ,RR 中 的 开 区 间 不 紧 致 | 如 (0, 1), 设 7 二 | 广 ， 


2， | ; 但 实数 闭 区 间 [a; 妇 是 紧 致 的 (Heine-Borel 定理 ). 

紧 致 子 集 和 闭 集 的 一 般 关 系 如 下 面 两 条 定理 所 述 . 

定理 ” 紧 致 拓扑 空间 (X, 7) 的 任 一 闭 子 集 Y 是 紧 致 的 ， 

证 朋 设 四 一 {1G. 门 YEzT,|G。E7r) 是 了 的 任 一 覆盖 . 因 了 是 
X 的 闭 集 , 和 一 了 是 开 集 ,， 故 ?一 {C., 和 一 7)} 是 碟 的 一 个 开 覆 盖 、 
由 于 屯 紧 致 ， 必 有 一 个 有 限 的 子 窗 盖 六 一 {G1,， ,Gi}. 于 是 罗 
二 {G 门 YG;:Ew} 是 的 有 限 子 覆盖 . 

定理 ”Hausdorff 空间 (三 ，z) 的 紧 致 子 集 4 是 闭 的 ， 

证 明 ”只 需 证 明芳 一 4 是 开 的 ,对 任何 pp 总 一, 因 X 是 
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Hausdorff 空间 , 帮 Y zE4， 存在 记 p 的 名 域 U(p, zx) 和 x 的 邻 域 
Vr),， 使 得 UCp, 站 V Or) 一 地 显然， {V(xr)|xEA} 是 和 4 的 
在 碟 中 的 一 个 开 覆 盖 , 因 A 紧 致 , 故 有 一 个 有 限 子 覆盖 {1V (xz?)| 
k=1, ,nn}. 


令 Up) = 人 CC zy 知 UCp) 是 记 的 邻 域 , 且 UCP) 门 
一， 


V(r = 太 U NACUON UV)) = UU Vn 
k=1 点 二 1 


VC) 二 加 ,于 是 pp EU(P)C 六 一 4 妈 革 一 和 AA 是 开 集 ; 44 是 
闭 集 . 

答 易 证 明 ， 连续 映射 保持 紧 致 性 不 变 . 

定理 设 ( 生 ,ri) 为 紧 致 拓扑 空间 ，( 了 ，、z5) 为 折 反 空间， 广 : 
天 一 了 连续, 则 A(X) 是 Y 的 紧 致 子 集 ， 

证 明 设 3=!V,) 是 A(X) 的 任 一 开 覆 盖 , 因 f: 区 王 fA(X) 连 
续 , 故 1(V,) 是 XX 的 开 集 . 显然 { 广 !(V.)} 是 的 一 个 开 和 覆盖 . 
因 下 紧 致 ，{ 六 1(V.)} 有 一 个 有 限 子 覆盖 {CVa) | 二 11,“…， 
na}. 因 f VD)=Vos 故 {Vajk 二 1， ,nn}) 是 fA(X) 的 一 个 有 限 
开 和 覆盖 , 它 是 7 的 有 限 子 覆盖 , 故 XX) 紧 致 . 

可 以 证 明 ,， 紧 笋 拓扑 空间 的 积 空间 也 是 紧 致 的 ， 即 有 

定理 <Tychonoff) 令 (Xi， 中) 和 (Xs， rz) 是 紧 致 拓扑 空间 ， 
那么 积 空 间 基 , XXX; 在 积 拓扑 中 是 紧 致 的 . 

上 述 各 定理 应 用 于 R，R”", 有 : 

(1) 一 个 实数 子 集 4 是 紧 致 的 , 当 且 仅 当 它 是 闭 的 且 是 有 挤 
的 ; 

(2) 从 一 个 紧 致 拓扑 空间 (下 ,5) 到 RR 的 一 个 连续 晴 数 f: 世 
一 R 是 有 界 的 且 达 到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 ，; 

(3) R" 的 一 子 集 4 是 紧 致 的 ， 当 且 仅 当 它 是 闭 的 和 有 界 的 . 

例如 , 2 维 球面 5"( 定 义 为 在 R"T' 中 满足 zi 十 十 zo41 二 1 的 
点 的 集合 ) 在 导出 拓扑 下 是 紧 发 的 , 因 它 是 R"+' 的 闭 的 且 有 界 的 
子 集 . 


定义 ”一 个 空间 X 说 是 局 部 紧 的 ， 如 果 对 任何 +E 多 , 存在 
z 的 邻 域 U(r), 使 UCr) 是 紧 致 的 . 

例如 : R" 不 紧 致 但 是 局 部 紧 的 . 

定义 ”拓扑 空间 (X, z) 是 连通 的 ,如 果 它 不 能 表示 为 两 个 非 
空 开 集 的 分 离 并 .一 个 子 集 村 CX 说 是 连通 集 ， 如 果 作 为 子 空间 
CM, rv), 它 是 连通 的 ， 

以 下 命题 等 价 : (1) (X, rr) 是 连通 的 ; (2) X 不 能 表示 为 两 
个 非 空 闭 集 的 分 离开 ; 《3) X 中 仅 有 的 既 开 又 闭 的 集 是 名 和 X. 

定理 ”连通 集 的 连续 像 是 连通 的 . 

定理 ” 设 {4,.) 是 区 中 一 个 连通 子 集 徐 , 且 门 4. 兰 红 , 则 


(4. 必 连 通 . 


$1.2 微分 流 形 


1. 微分 流 形 的 定 疼 

所 谓 流 形 ， 就 是 这 样 的 拓 扩 空间, 就 其 局 部 来 说 为 n 维 欧 氏 
空间 ， 即 它 的 任意 点 都 有 邻 域 局 胚 于 欧 氏 空间 中 的 开 集 . 因此 ， 
在 流 形 上 每 一 点 附近 可 引进 局 部 坐标 系 . 

定安 设 民 是 Hausdorff 空间 . UChM 是 开 集 , yo: 一 
galtU) 性 R” 是 同上 胚 , 则 称 (U， gpw) 是 4 的 一 个 坐标 卡 ， 对 任 一 片 
pEU, 命 T=CpvCpD =1 ;m9), 称 xX( 和 i 守 m) 为 反 2 的 
启 部 坐标 . 

设 (U， gw) 和 (CV, gv) 是 可 上 的 两 个 坐标 卡 , 若 UNNV 六 人 2 ， 
则 gucUNnWD 和 gvlUNWVD 是 R* 中 两 非 室 开 集 , 且 映 里 pv。 
PE!l: pulU 站 VD 一 gv(U 站) 是 这 两 开 集 间 的 同 胚 映射 ， 其 邀 映 
射 是 ww。 pr! 和 用 坐标 表示 时 ,py 。 95 和 pv? Pv 分 别 表 示 为 
欧 氏 空间 开 集 二 的 mr 个 实 函 数 

y=f rly, T= po Wr TY), 
(x TE PU VY): 
» 10. 


r=g (ly, 机 Y= pr 9 Pv Cy "yy 3 
(Cy, “"*y yOIEgGreUNT. 


图 1-1 


两 个 坐标 卡 (U， Po 和 (CY, pV) 说 是 C"- 衫 容 的 ， 如 果 恕 门 
V= 全 ， 或 者 在 UNV 妆 信 时 坐标 变换 函数 产 (zt，…，x") 和 和 
2 Cy Yy") 都 是 的 . 

定义 设 虹 是 Hausdoff 空 间 . 车 存在 一 个 坐标 卡 集 .x 二 
{CU go) (CV, pv)， CW, pw),，……}， 满足 

C1) {UV W,，…) 是 4 的 一 个 开 畔 盖 ; 

《2) .er 中 任 两 坐标 卡 是 C"- 相 容 的 ; 


(3) -ef 是 最 大 的 , 即 : 对 于 M 的 任意 一 个 坐标 卡 (0, ge)， 
如 果 它 与 属于 .sr 的 每 一 个 坐标 卡 都 是 C- 相 容 的 , 则 它 自身 必 属 
于 -er ， 则 称 M 是 一 个 C"- 微 分 流 形 , 而 -x 称 为 M 的 一 个 C" 微 
分 结 枸 ， 属 于 给 定 的 微分 结构 的 坐标 卡 称 为 微分 流 形 M4 的 容许 
的 坐标 卡 ， 

注 ”最 大 性 可 不 必 考 虑 ， 因 为 任何 一 个 满足 覆盖 性 与 相 容 性 
的 坐标 卡 集 都 可 扩充 为 最 大 相 容 坐标 卡 集 ， 

车 在 M 上 确定 了 一 个 C" -微分 结构 , 则 简称 MM 为 光滑 流 形 . 

设 了 是 定义 在 m 维 光滑 流 形 M 上 的 实 丁 数 , p€ M，(7， 
pv) 是 包含 p 点 的 容许 坐标 卡 . 车 函数 f+ pw! 在 点 Pvu(p)ER" 
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是 C™ 的 , 则 称 函 数 广 在 点 pEM 是 0 的. 若 实 图 数 了 在 邮 上 处 
处 是 C 姑 的, 则 称 了 是 开 上 的 C>- 函 数 (或 光滑 函数 ).、M 上 全 体 
光 谓 艾 数 的 集合 记 为 C” CM). 易 证 ,图 数 了 了 在 点 户 的 可 微 性 与 
包含 的 坐标 卡 的 选取 无 关 ， 

定义 设 ff MN 是 从 光滑 流 形 MM 到 NN 的 一 个 连续 映射， 
dimM 一 mdimN = 二 nx。 若 在 一 点 pEAM,， 存在 点 p 的 坐标 卡 (U， 
Pp 中 和 点 A(P) 的 坐标 卡 (V， y%)， 使 得 瞎 庙 由-。 gi: got) 
一 gr 在 点 qrtp) 蚌 CC™ 的 , 则 称 上 映射 六 在 点 是 C* 的 . 车 映 
出 了 在 衣 的 每 一 态 都 是 CC 的 则 称 了 是 从 到 NN 的 光滑 里 里. 


< 


图 1-2 

若 dimM 一 dimN, 且 ff; MN 是 同 肛 , 当 庆 和 大 -都 是 光 靖 
映射 时 , 称 是 可 微 司 胚 , 称 MM 和 NN 的 光滑 流 形 结构 是 同 构 的 . 

实际 上 ,光滑 荡 数 是 光滑 映射 的 一 个 特例 . 光滑 映射 的 另 一 
特例 是 流 形 上 的 参数 曲线 . 

设 必 是 澡 维 C” 流 形 , W=(a, 如是 尺 中 一 个 开 区 间 ， 则 称 
光滑 上 映射 A， (a, 65) 一 MM 为 流 形 M 上 的 一 条 参数 曲线 . 

设 邓 , 六 分 别 为 由 维和 半 维 洛 请 流 形 ， 其 微分 结构 分 别 是 
{CU bea Ca， ay}ae a 则 积 拓扑 空间 MXN 上 由 上 C”- 相 
容 的 坐标 覆盖 

{UX Vas HX) aea, pea 
决定 的 光滑 流 形 结构 使 MMXN 成 为 如 十 维 光滑 流 形 ， 称 为 好 
和 的 积 流 形 . 其 中 贞 射 移交 锰 :UsXVe>R"™" 定 义 为 
申 J27* 


Xatp 9 =A Palg)), (Cp, EU XVg. 

定 流 设 导 与 N 分 别 是 mm 维和 维 光滑 流 形 (m 志 x). 若 有 
光 沸 映射 了 : HN ,使 得 是 单 财 ,， HY pPEM, 有 (rank ff), 二 
mr， 则 称 (CF，ad) 是 六 的 一 个 光滑 子 流 形 或 能 人 子 流 形 . 

设 (f， MM) 是 光滑 流 形 N 的 子 流 形 . 如果 :MFCMDCN 
是 同 胚 映 射 , 则 称 (f,M) 是 N 的 正则 子 流 形 . 

2， 切 空间 

欧 开 空间 中 切 矢 基 定 义 很 直观 , 但 对 一 般 的 流 形 而 言 , 我 们 
需要 一 个 仅 涉 及 流 形 的 内 在 构造 的 切 矢 量 定义 .在 R* 中 , 存在 着 
矢量 和 方向 导数 间 的 一 一 对 应 , 一 个 矢量 关 二 (，…，, 襄 ) 确 定 沿 
此 矢量 方向 的 方向 导数 算 符 ，> (3a/ar), 反之 亦 然 . 方向 导数 


的 特征 是 作用 在 函数 上 时 的 直线 性 和 满足 药 布 尼 兹 规则 . 我 们 将 
以 此 作为 流 形 上 切 和 拓 量 的 定义 . 
设 MM 是 x 维 交 滑 流 形 ,固定 一 点 PEM. 设 了 是 定义 在 点 上 
的 一 个 邻 域 上 的 5- 一 数 ,所 有 这 样 的 函数 的 集合 记 作 CY. 
定义 ”在 流 形 MM 上任 一 点 户 处 ， 若 映射 瑟 :Cz 一 民 满 足 条 件 
(]} XC(af tobe —aRtf) tor(g) (f, EECTas: BER):; 
(2) K(f g)=f Pp Klg)TatpIN( A), 
则 称 三 为 产 点 处 的 一 个 切 矢 量 . 
容易 验证 ， 当 和 证 尽 了 加 法 和 标 蒋 运算 
(XI 十 有 R27 二 并 ff 
(aX}f=a* Xf 
后 , 在 点 处 的 切 矢 量 组 T= 二 {I 为 处 切 矢 量 } 形 成 一 个 天 
量 空间 , 称 为 流 形 M 在 点 处 的 切 空间 . 
定理 设 M 是 一 个 m 维 流 形 . pEM, TT, 为 点 处 的 切 空 
间 、， 则 dimT 了 ,= 二, 
证 明 首先 找 出 mm 个 线性 无 关 的 特殊 矢量 . 设 后 处 局 部 坐 


标 系 为 (U0, 力 或 {zi 二 1，…，). 定义 坐标 矢 (学 标 基 )37，…， 


了 可 


37 7 到， 
Fa 久 》 
dr ee 
显然 满足 : 
2 Aaftbgy yg’| _ Xaf eg) 
£1) 了 《ar 十 上 一 ar i 本 0 
Hog pO are Xergd| _ 
ar 会 六 dr a 9 A 
:| 3 
a* a te ”元 8， 
9 ps _ Ae! | ,A ) 
2) 3 (I8)=— 3 a |g) 3 
0 1 中 ag " 多 ) = 一 是 3 ] 
f 4 ar gp gtp) 2m fp) 
了 
ar 
司 
故 rr 


此 外 , 若 > X 汪 一 0 则 到了 一 开 有 


最 后 证 明 (357，…， | 是 7; 的 基 . 为 此 ， 利用 微 积分 中 结 
论 : 如 果 居 :Re 一 忍 是 人 的 ,那么 对 于 每 一 个 ze 一 (Ca 0， 人 
R"， 存在 C" 晴 数 五 ;， 以 致 对 于 所 有 xER", 有 Fr) 二 (a) 十 


i 


Dx — a)Hir), mi(a) = 3 | 


。 时 一 普 
1 一 | 


» J 


现在 令 下 一 洲 -9 且 a 一 多 p)， 于 是 ,对 于 所 有 9 EU, 有 
f(9) = fp) 十 DL Yl9) — x'o Gp)TH, (9(9)). 


令 XET,, 我 们 希望 给 出 X 是 这 ;的 线性 组 合 . 为 此 , 将 XX 作用 于 
了 ,利用 上 式 ,XX 的 性 质 及 对 于 常数 (例如 .ACp))X 作用 为 零 ， 我 
们 得 到 


Rf = Xf Dro plg) — x Pp), * KOH:e ¥) 
IT: 


十 【再 P|), KLr op— ro gp) = CH, HHIXCr' PD), 
r=1 
aF 
但 由 H.ta) 一 了 _ 知 H.; 


.9(p) 就 是 世态 于 是 ,对 所 有 了 < 
Cs、 有 


下 | _ Se ar 
让 六 二 Xr FP) jf = 2 or 
《其 中 系数 全 二 XC(x'。 7))， 
故 


综 上 ， 二 kt 一 1， 好 是 工 ， 的 一 组 坐标 基 . 


一 旦 选择 不 同 的 坐标 系 , 就 有 不 同 的 坐标 基 . 设 p 处 有 两 个 
局 部 坐标 系 (U,, R&R) ，{ 站 ;Up, )， {3 ). 于 是 在 Us 由 Us 中 , 坐 
标 基 之 间 有 关系 : 


ofA RD SAG a 
dy oy: 全 ; Ar Fy 
SE Of 

(2 3 Bari 


; Adri: dlp) 
rr Bi? 其 中 A 一 习 和 * 
1 ™Y YY 


没 切 矢量 X 在 两 不 同 局 部 华 标 系 下 分 别 表示 为 > 22 和 


中 ji" 


2 
dy 
EE 


所 以 切 矢 量 久 关于 局 部 坐标 系 (x} 和 1y 的 分 量 的 变换 式 为 


在 经 典 的 张 量 分 析 中 ， 逆 变 天 量 是 用 此 式 定 六 的 . 
下 面 讨 论 切 空间 的 对 侦 空 间 . 设 闫 维 流 形 邓 上 靖 点 处 的 切 
空间 为 了 ， 念 
Ti 三 1gla:T, 一 上 是 线性 映射 } 
荐 yardET?, AER, 定义 
Co 二 a} 一 站 十 a 芝 ， 
《ae X=A" aK, XET,, 
则 显然 T? 在 上 述 加 法 和 数 飞 下 构成 一 个 矢量 空间 , 称 为 了 , 的 
对 偶 空 间或 流 形 M 上 请 点 处 的 余 切 空间 :7; 中 的 元 素 叫 对 侦 矢 
量 或 协 变 矢 量 . 
设 {x} 是 上 点 的 局 部 坐标 系 ， 令 dzEeTr， 且 
9 ,_ [1,7=7; 
te | 0, i 
则 可 证 {dx'|i==1,*…,，m} 是 了 ;的 一 个 基 , 因而 了 ;是 mx 维 天 量 
空间 . 
设 记 点 妈 的 两 个 局 部 坐标 系 为 (Us @%)， {Tc} (Up, gp)， 


{y', 在 这 两 个 坐标 系 中 , 协 变 矢 量 2ET; 分 别 写 为 Dad 和 
y ady/. 不 难 证 明 下 述 变换 关系 成 立 ， 
; Oy 
dy = 2 qz ， 


e 了 站 


二 
在 经 典 的 张 量 分 析 中 , 协 变 矢量 是 用 上 式 定义 的 . 
切 空间 了 , 和 它 的 对 偶 空 间 7; 的 对 偶 关 系 是 相互 的 . 定义 
(KX, a=aX, XET,, aET!, 
则 <，}) 是 定义 在 T,XxT* 上 的 实 函 数 , 并 且 对 每 一 个 变量 都 是 线 
性 的 ， 即 
(aXi+bX, oatKi, a) bX,, a), 
1 do Tr a hi ). 
固定 矢量 又 ET 则 ( 匀 ，) 是 TT; 上 的 线性 实 函 数 ;反之 , T; 上 
的 线性 函数 都 可 这 样 表示 . 因此 , 了, 可 看 做 了; 上 的 线性 函数 所 
成 的 矢量 空间 , 即 , T, 是 T; 的 对 偶 空 间 . 
3， 切 英 射 
设 : M>N 是 光滑 映射, p EM, 9 一 (bp). 肌 射 了 诱导 的 
切 空间 之 间 的 一 个 线性 映射 定义 为 


f. :TT,, 
使 得 对 8 点 附近 的 尾 何 C 实 函数 户 有 
fF.XC EKA ND, XET,, 
六 称 为 切 映 射 . 


设 (U, 多, 人 (zj 是 六 点 的 局 部 坐标 系 ，(F， 纺 ，{y} 是 4 一 
f(p) 的 局 部 坐标 系 . 则 
y= r,t 2 ), 1 jn 
设 为 了 上 的 光滑 函数 切 映 射 在 切 空 间 T, 的 坐标 基 | 这] 上 的 
作用 是 


3 一 -2 器 一 0 . 9 “1 一 一 
了 。 Eh 一 1) = a th f°p') 
0 
人 By ar 抒 | Br | 


“了 7PF。 


可 见 ， 切 上 映射 在 了 的 仅 标 基 和 7。 的 坐标 基 下 的 矩阵 怡 是 映射 


y= xl 的 Jacobi 矩阵 | a ， 

设 #1t) 是 导 上 一 条 C“ 则 线 (f 称 汶 曲线 全 的 参数 )， (UU, 9 
{x'} 是 会 c(t) 的 局 部 坐标 系 ， 则 对 于 每 个 1, 确定 了 一 个 沂 so 的 切 
矢量 


声 

设 ot2) 是 对 上 一 条 C" 曲 线 , 站: M>N 是 光 渭 映射 ， 则 

f，o 是 NN 上 一 条 曲线 , 且 

gi | 
故 切 上 映射 ,把 MM 上 曲线 5(f) 的 切 和 拓 量 映射 为 N 上 曲线 六 。a(r) 
的 切 矢量 必 搬 走 ” 切 矢量 )， 

设 和 上: 1 一 入 是 区 滑 映 射 .PEM, g 二 (pp). 切 映射 的 共 轿 有 映 
射 f*” :了 -7 定义 为 

‘RR, fa = tf,X, a), XET,, aET*, 

疗 把 和 NN 上 9 处 的 协 变 矢 量 映 射 为 (" 拉 回 "到 )M 上 点 的 协 变 矢 
量 , 它 是 线性 映射 . 
容易 证 明 , 六 在 学 标 基 {dy ，1 氢 ; 委 中 上 的 作用 是 
f"dy’ = > 2dxt, 
即 产 在 坐标 基 {dy 和 1dx} 下 的 和 矩 阵 仍 是 映射 的 Jacobi 和 矩阵， 

4. C“ 矢 量 场 和 积分 流 形 

流 形 MY 上 的 一 个 切 矢 量 场 卫 是 一 个 映射 , 它 对 每 一 点 疡 所 
导 ， 对 应 着 唯一 的 一 个 了 臣 ,ET,， 即 蚂 上 的 一 个 切 矢 量 场 就 是 MM 
上 各 点 切 矢量 的 一 个 分 配 ， 

设 天 是 光滑 流 形 M 王 一 个 切 矢 量 场 ， 知 对 任意 的 上 上 
Cn， 仍 有 XFEC CM)， 则 称 久 是 流 形 M 上 的 光滑 切 失 
量 场 . 

这 个 定义 可 改写 成 如 下 形式 ， 

站 IS* 


dd) do!ai 
X(t) = oa, | Ey 一 之 一 | af) 


设 是 光滑 流 形 M 上 的 一 oe 苦 对 任意 一 点 pE 


M, 存在 点 p 的 局 部 坐标 系 CU, yg)，{zxi'}, 使 得 站 限制 在 UW 上 可 
以 表示 成 
X Dt 过 
其 中 全 所 i 夺 zm) 是 上 的 光滑 苯 数 ， 则 称 垃 是 光滑 流 形 于 上 
的 光滑 切 矢 量 场 . 
容易 证 明 上 述 两 个 定义 是 等 价 的 ， 


设 基 是 流 形 好 上 的 C 切 灾 量 场 .者 C 曲线 6: (a, 人 一 
满足 


d 
og 二 六 {oe » 


则 称 o 为 切 矢 量 场 蕊 的 积分 曲线 或 流 线 , 关于 积分 曲线 的 存在 性 
问题 , 有 如 下 定理 . 

定理 设 区 是 光滑 流 形 好 的 某 开 集 上 的 光滑 矢量 场 , 户 是 
芯 的 定义 城中 任 一 点 ， 则 对 任何 实数 5,， 存在 + 半 0 利 唯 一 的 7 
曲线 go : (8 一 r,， 5 十 r) >JM， 使 得 at8)=p， 且 5 是 芒 的 积分 曲 
线 . 

证 朋 设 ( 必 ,gqg)， {x 是 p 的 局 部 坐标 系 ,U 包 会 在 苹 的 定 
义 域 中 . 全 


_ 
X= 2 py 
在 UU 上 是 CC 前 数 . 
J 是 六 的 积分 曲线 等 价 于 CE 2 Dg ”dd 他 一 1，…， 2). 记 
TI) 二 x'。o(f)， 则 上 式 可 号 作 
一 1) Gl, mm). 


应 用 微分 方程 的 存在 和 唯一 性 定理 得 到 >0 和 xi(tz)， 使 所 确定 
的 CC 曲线 a 在 指定 的 范围 内 满足 所 要 求 的 性 质 . 
设 流 形 AM 上 给 定 了 两 个 光 洽 切 拓 量 场 和 和 了 了， 则 它们 的 
* 了。 


Poisson 揪 号 积 (或 变换 子 积 ) 定 区 为 
[X,Y]=XY—YX, 
i [XX, YF=X(YA— YN, VY FEC™ OD). 
容易 验证 , [外 ,，Y | 是 流 形 M 上 的 光滑 切 矢 量 场 . 
容易 证 明 ，Poisson 括号 积 移 运算 满足 以 下 规律 . 
定理 设防, Y, 2 是 流 形 M 上 的 光滑 向 量 场 , ff, gEE 
C™~CM)， 则 
《1) [X, Yj]=— [LY, Xj; 
《2) [LX+Y, Z|=[X, Zj+LY, 人] 
(3) [fFX, gY j= (KEIY—g + (YANX+f* gLX, Yj]; 
(4)》 [X, CY, 2Z1J+[Y, FZ, X1]+[2, (KX, Y=0; 


(5) 设 (UV ,zz) 是 MM 上 的 一 个 局 部 坐标 系 , Xlo 一 了 入， 
Yly = DY 旋 , 则 有 


[x, Yl = 2 2 人 一 了 区 | 也 ， 

定义 设 放 是 mm 维 光滑 流 形 ,车 对 任意 一 点 EMM 均 对 应 
该 点 切 室 间 工 , 的 一 个 产 维 子 矢量 空间 元 (pP)， 则 梅 成 这 种 对 应 
关系 的 映射 L* 称 为 M 上 的 有 维 切 子 空间 场 或 及 维 分 布 . 

车 对 任何 EMM， 存在 的 基 个 领域 U 上 的 A 个 处 处 线性 无 
美的 C" 切 矢量 场 和 ，…， 避 ii， 使 得 对 每 点 9E€U，{XX1(9)，**'， 
Xu) 构成 天 (的 基 ， 则 称 工 ' 是 光滑 的 ， 

设 (f,， SS) 是 对 的 产 维 上 C 子 流 形 ,， 且 切 于 这 个 子 流 形 的 切 空 
闻 在 每 一 点 yES 与 CACy)) 一 致 , 则 称 S 是 六 的 积分 流 形 . 奉 
对 于 任意 一 点 pM, 过 点 均 存在 一 个 上 维 的 积分 流 形 ， 则 称 
是 完全 可 积 的 . 

对 于 流 形 M 上 给 定 的 维 光 滑 切 子 空间 场 , 我 们 希望 知 
道 是 否 L* 是 完全 可 积 的 .如果 有 =1， 则 这 个 问题 简化 为 找 一 个 光 
滑 矢 量 场 的 积分 曲线 的 问题 ， 在 前 面 的 定理 中 已 指出 这 样 的 积分 

» 20* 


曲线 总 能 被 找到 . 然而 ,如果 A > 工 不 一 定 完全 可 积 . 
如 果 蕊 完全 可 积 ， 人 户 E 邓 , 存 在 局 部 坐标 系 {U 


z} 及 坐标 矢量 场 ，…， ,使得 在 U 上 


[X,., Xe] = > > 2 |= 


le 

如 果 在 任意 一 个 坐标 域 U 上 , 均 有 [X。 Xs]E, 则 称 必 
是 对 合 揭 . 上 阐 的 叙述 实际 上 已 经 证 明 完全 可 积 的 必要 条 件 
是 :五 是 对 合 的 . 反 过 来 可 证 明 这 个 条 人 凰 也 是 充分 的 ， 这 里 只 作 
为 结论 给 出 . 

定理 (Frobenius 定理 ;天 量 形 式 》 设 玉 是 局 维 C”" 流 形 M 
上 的 C”-h 维 分 布 , 则 在 每 点 p€E MM 具有 积分 流 形 ( 即 完全 
可 积 ) 的 充分 且 必 要 条 件 是 L* 是 对 合 的 , 即 对 任意 苹 , YEI*, 有 
[X,Y|EL', 


0) 一 六 | 总 E Lle. 


$1.3 张 量 


1， 张 量 . 张 量 积 
定义 ” 设 V 是 一 有 限 维 矢量 空间 , V* 是 它 的 对 侦 空 间 , 则 
一 多 重 线 性 映射 
tsV Xm XV XVX XV-rR 
人 人 


rz 个 5 
F(a, "ss 1s hi AX,; 二 el,, 一 
Prat "ry rs 1， wii Ki, es 芒 ,) 十 
HCA , sh 区 1 本 有 有 中 和 了 i 区} 
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(A AERsa my EV Ky, YEVyi=1, *, s) 
称 为 VV 上 的 (r,s) 型 张 量 , > 为 其 遂 变 阶 数 ,，s 是 协 变 阶 数 . 在 流 
形 邮 上 一 点 户 的 切 空 间 了 , 上 ，(1，0) 型 张 量 就 是 切 矢 量 ，(0， 
1) 型 张 量 就 是 其 对 侦 空 间 了 ;* 上 的 余 切 矢量 . 
记 V 上 所 有 (r,s) 型 张 量 的 全 体 为 (1). 设 ,12ETiAV)， 
A 伺 尺 .定义 (rx，s) 型 张 量 的 加 法 和 数 乘 运算 如 下 : 
(十 fj) (Cary rs 这 1 一 
Fa RR ), 
CA CO 
则 TCD 在 上 述 加 法 和 数 乘 下 形成 一 个 矢量 空间 , 称 为 关于 下 的 
‘r， 5) 型 张 量 空间 . 
设 tETI(V), gE€ TCV), 定义 张 量 积 运 算 为 ， 
因 :， TIVO XTEOI TH VY) 
(tft, £)—10dg, 
tog a, “, Gr rr Ls “, 演 , + 一 
ta os a Kis KR) 
Xe his Rs 


BA LY rs A rs 
其 中 心 会 站” ,有 ,EV., 
根据 此 定义 ， 知 张 量 积 运算 满足 以 下 规律 ; 
(tt Og = e+e, 
10O{ 818) = tg tig, , 
OAD = Ag), 
(OBE CO Sr eA) —100g00n. 
但 张 量 积 一 般 不 满足 交换 律 ， 即 rzOg 关 gO 


设 流 形 M 上 疡 点 处 的 局 部 坐标 系 是 人 ， PD) {zx}. 记 上 点 处 
切 空间 了 ,上 (x, 5) 型 张 量 的 全 体 为 TCp). 工 ， 的 坐标 基 汪 6 
T3(P)， 对偶 基 dzET?(p), 根据 张 量 积 的 定义 ，j 汪 四 … 四 入 6 


TID， 页 dr ETI(Cp). 
本 22 Lj 


定理 设 {iz'} 是 m 维 流 形 M 上 pp 点 处 的 局 部 坐标 系 ， 则 
{dx Codxr |1AAi， "* i 是 7%(p) 的 一 组 基 ， 故 T?(p) 
是 mx!’ 维 空间 . 


证 明 若 > jdem 因 …@dr =0, 则 
i 
0 ~ O09/ari, wy， HA) 一 


人 六 dr @ de 
让， mil 

CAAT OAT) = 
>, A CD AT, dr) * (9/ ax, dr 


i "=! 


OAT , dx':) 一 一 


《1 
元 {dz8OrmCoOdx' 1， isi | 这 线性 无 关 ， 
及 , 设 tETI(p)， 则 


[ >) Er 因 dz| 
和 


Fm 


CQ/ aT, 本 /axra ) 一 > tC/ ri ， 机 Qa. 
i 


G0 = tO, ar), 


5 


故 = dr dr 


一 


即 1d 太 因 ……Bdrr11<a， im) 是 T?(p) 的 一 组 基 . 其 中 
ti tA/ ar 和 ddr') 
称 为 张 量 + 关于 局 部 坐标 系 {zx’) 的 分 量 . 
类 似 地 , 可 证 (3/2x@*…@3/ar"@drn@…@dz/ 1 
太 m| 是 Ti(p) 的 一 个 基 , 因此 T;(p) 是 m"' 维 矢量 空间 . 关于 这 
* 237+ 


个 基 , z€T;(p) 可 表示 为 (利用 爱 因 斯 坦 和 式 约 定 } 
ft 一 让 Har a ard ri 60dr’ 
| (lS i i fAM), 
其 中 =i(dxh ,dziri0/ dr 2 O/B) 
称 为 张 量 :关于 坐标 系 1z'} 的 分 量 ， 
设 流 形 M 上 了 镑 点 处 两 局 部 坐标 系 分 别 为 (Cr， 网 ，1z 和 (7 ， 
四 ，{y'jCUNV 关 0@); 张 量 1ETi(p) 在 两 坐标 标 下 的 分 一 分 别 表 
示 为 上 和 到 则 有 
一 td， daa 19/9) = 


4 氏 Dd az 9 和 az a 


de yarn’ ? dy A 加 


这 
ay Ay ,A 


一 


3xz5 ar ”By dy 3 
这 是 经 典 张 量 分 析 中 7， 5) 型 张 量 的 定义 . 
2. 对称 和 反对 称 协 变 张 量 
记 上 自然 数 {1,，2,…,;} 的 置换 群 为 300). 设 置换 oJE€57 (08), s 
阶 协 变 张 量 :ET;(VD). 定义 
OR i EV. 
定义 设 tETs(VD). 阁 对 任意 的 o€ (ls), 者 有 


oft, 
则 称 是 对 称 的 * 阶 协 变 张 量 . 若 对 任意 的 o€ sts), 都 有 


则 称 是 反对 称 * 阶 协 变 张 量 . 
定理 设 1:ET(V), 则 1 是 对 称 协 变 张 量 的 充 要 条 件 蚌 ; 它 
的 分 量 关 于 各 指标 是 对 称 的 ;t 是 反对 称 协 变 张 基 的 充 要 条 件 是 
它 的 分 量 关 于 各 指标 是 反对 称 的 . 
证 明 设 V 的 坐标 基 为 ie }, 则 当 * 为 对 称 张 量 时 ,对 任意 = 
(ts) 有 
。24 。 


上 -一 be 第 呈 自 时 er) 一 上 tire 里 机 er ) 一 
; es 1 一 了. 。 四 
i Ce ely » 】 下 


反之 亦 然 . 若 上 是 反对 称 的 , 则 对 任意 vcE Se(s) 有 
二 一 Sna， die we 一 
SKIT * t; 

肥 之 羡 然 . 
对 任意 的 :ETI(V), 命 
S(t) = 六 > or, 


" HE Sr 


1 
过 (一 加 >， spgnd 。 of, 


"HE ets 


则 SG， ACDETIO). 线 性 映射 5S,，A, 分 别称 为 s 阶 协 变 张 量 
的 对 称 化 算 子 和 反对 称 化 算 子 .可 以 证 明 , 张 量 对 称 化 的 结果 是 
对 称 张 量 , 反对 称 化 的 结果 是 反对 称 张 量 : 设 tET?CV), 则 对 三 
意 rEFls) 有 


eCS,(2)) = 二 rl) = SC)， 


a ay 


" HES te) 
rd = 二 >, sgnI * TCIT(E)Y = 
Ey 
SENT * 了 > Sgn{(T 0) + rsdtt) = sgnr * A,(t). 
* gE Ss) 
st 和 有 4,02) 在 坐标 系 中 的 分 量 CS,02007 ;和 (CAC70); .i 常 写 


成 to i} 和 Eri) 根据 以 上 所 述 和 有 
下 一 《有 一 二 > 下 st 


Fit 一 CA ED i ee 2) SENG » 六 


上 面 关 于 对 称 协 变 张 量 和 反对 称 协 变 张 量 的 讨论 同样 可 用 于 
道 变 张 量 . 
3. 张 量 场 
车 流 形 M 上 各 点 均 给 定 了 一 个 (7r，5) 型 张 量 ,， 则 说 给 定 了 一 
个 张 量 场 . 
。25 ， 


Cr， 5s) 型 张 量 场 1 称 为 C™* 的, 如 果 对 于 所 有 C" 协 变 和 拓 量 场 
Ry 及 CC“ 道 变 矢量 场 六 | Fe 
XX) 是 C 函数 (这 等 价 于 + 的 各 分 量 局 性 是 C* 函数 ). 

流 形 M 圭一 切 (r，s*) 理 张 量 的 全 体 记 为 三 = 二 【T(tp) .在 


Tr 中 引进 拓扑 , 使 它 成 为 有 可 数 基 的 Hausdorff 空间 :进而 可 在 
177 上 定义 C“ 微 分 结构 , 使 它 成 为 一 个 光滑 流 形 . 光滑 流 形 了 称 
为 流 形 M 上 的 (r,s) 型 张 量 从 , 而 本 上 的 一 个 (r,s) 型 C™ 张 重 
场 称 为 张 量 从 T 的 一 个 光滑 截面 . 当 > 一 1，* 一 0 时, 张 量 从 称 为 
流 形 M 上 的 切 从 , 记 为 TUM), 切 从 的 截面 就 是 M 的 切 天 量 场 ; 
当 * 一 0, s 二 1 时 , 得 到 流 形 用 上 的 余 切 从 , 记 为 了 "(MM), 余 切 
从 的 截面 称 为 M 上 的 一 次 铀 分 式 . 


St4 外 微 分 


1， 外 积 
设 了 为 只 维 矢 量 空 间 . 记 YY 上 * 阶 反 对 称 协 变 张 量 的 全 体 为 
A:， 显然 它 是 T? 的 一 个 子 矢量 空间 . 两 个 反对 称 张 量 w€ A 
z?E 入 "的 张 量 积 wozy 通常 不 是 Cr 十 s) 阶 的 反对 称 协 变 张 量 ， 即 
wD7 忆 A 我 们 定义 一 个 新 的 乘积 ， 叫 外 积 ( 或 尖 积 ). 
定 尽 设 wEAn" 7EA， 定义 映射 
A:A'XA>A" 


(wy Dw A AAC)y), 


六 s! 


显然 mA 人 7 是 Cs 十 让 阶 反对 称 协 变 张 量 , 称 为 w 和 的 外 积 ， 

根据 外 积 定 义 易 证 外 积 适 人 台 下 列 运算 规律 ， 

(1) 分 配 律 
fo 十 is) An=w NAT Ns 
弛 丰 《 及 十 他) 一 四 大 六 十 电大 天 

(2) 反 交 换 律 
由 7 二 (一 17 ”Aw 其 中 必 EE A', WE 大- 

» 2f. 


特别 当 aa, 7 都 是 一 阶 反 对 称 协 变 张 量 时 ( 即 r 一 :一 12?， 用 六 ?一 


—¥Aw, wh w=—0. 
(3) 结合 i 
(ww A AB—=oA CAD, wE A', FE A', HE A', 扑 
wA 太 AA6 与 作 外 积 的 次 序 无 关 . 


设 对 为 赔 维 流 形 , 点 户 E 邮 处 的 余 切 空间 为 ,pp 处 局 部 坐 
标 票 为 {xz}, dx!l,… dz) 是 了 的 一 个 基底 ,根据 外 积 定义 ， 
dri A Adri—=s] A(dridd moOdr:), 
li 
根据 外 积 反 交 换 律 ,只 有 当 ，…，, i 各 不 相同 时 ,dz A 六 dz 
才 不 为 零 , 尤其 当 s 汪 mr 时 , 它 必 为 零 . 
定理 设 T; 为 m 维 流 形 上 点 处 的 余 切 空间 ， {dx'|i==1， 
为 Ti 的 一 个 基 , 则 
{dx A A dr | li 
为 A'(p) 的 一 个 大 , 因而 A'(p) 为 C; 一 -一 维和 撩 量 空间 . 


s1 【一 8 


证 明 设 wEAMPCTIP), 则 w= > wdr" 
i rm 
Co dre', 
二 站 (Cw) 一 > 的 dr bo 一 
和 


] Ht 
sl > osdza A A dr’ = 
$1 fl 

>, ,i dr 站 让 dr, 
1 


于 是 {dx A Adzxr |1 委 让 之 下 之 1 守 m} 张 成 线性 空间 A'tp). 故 


一 方面 , 若 
> A dT A A dx = 0, 
1 二 站 
则 当 记 之 … 之 二 时 有 
0 一 | YD) hdrr A Adrs) (Hari ,Bar) = 
1 


+ 27 。 


5 dd) 


[| 


(9 Ath ,0 A As) 一 
> XD) sgnoldr' 因 … 因 dz) 


1 OE Ss 


CA/Arinn ,ty, 和) = 
> A det (A/ar’, 则 zip 一 


1 
i 
> A = hi 


lr 


1， 当 鹿 ，…*, 也 不 相同 , 县 {人 ,sy 2 是 人 :J 
的 偶 排 殉 时 ; 
一 1 ， 当 二 ， ,1 互 不 相同 . 且 tii ， 和 起 } 是 { 放 和 ， 访 } 
的 奇 排列 时 ， 
0， 其 他 情形 . 
故 1dzn 站 生态 [1 扫 站 拓 < 六 矢 下)} 是 线性 无 关 的 . 综 上 , 它 是 
A'{ 思 ) 的 一 个 基 . 
2. 外 微分 
定义 设 以 是 mr 维 C” 流 形 ,U 是 MM 中 的 开 集 ,w 是 UU 上 的 
s 阶 C“ 反 对 称 协 变 张 量 场 , 则 称 包 为 UU 上 的 5 次 的 CC 外 微分 式 ， 
当 s 二 人 0 时 , 乌 是 六 下 的 C7 了 数 ; 当 :5=1 时 ; ww 也 称 为 CC 的 pfaff 
形式 ; 当 sm 时, w= 9, 
记忆 上 上 全 人 恒 了 次 外 搬 分 式 为 AD， 其 直 和 页 代 门 三 六 CD 门 
十 十 太 "(0D.U 上 的 每 一 个 外 微分 式 可 表示 为 
本 一 加 十 约 填 -十 加 
其 中 心 是 :次 外 微分 形式 ， 
定义 设 导 是 mw 维 冰 滑 流 形 . 车 上 映射 dd :AM)-> TOM) 
满足 下 列 条 件 
(1) 对 任意 ;wsEATMD), 有 dm 十 由) 一 da 十 da 
(2) 设 台 是 > 次 外 微分 式 ， 则 
本 2 


ditwA7—=dwAn+ Ct—1) wh dy: 

(3) 着 了 是 MM 于 的 光滑 晒 数 , 即 FS AOD， 则 df 愉 好 是 
了 的 微分 ， 

(4 车 feEAMIAMD, 则 did 让 二 0， 
旭 称 跌 射 d 为 外 微分 .可 以 证 明 , 光滑 流 形 上 存在 唯一 的 一 个 这 
样 的 外 微分 . 

设 FE AM wE A AM) ,ss 空 1， 则 根据 定 闵 ,在 局 部 坐标 
系 CU， 中，{z 中 有 


dw = | >》 or A A dx | 一 


1 区 f < 0 


de A dz dz: 一 


= Aw oP 
gy A dr A wm A drs. 


1 让 莹 下 m i 二 ] dr 
定理 (Poincaré 引 理 ) ”对 于 任意 的 外 微分 式 ww， 有 dow 一 
dtdwm}=0. . 
证 明 因为 d 是 线性 算 子 , 所 以 只 要 取 w 是 单项 式 就 侣 了 . 


设 
好 一 Fo A Adr':, 
夏 da—dF Adri A Adr’, 
dtde)—~dtdF}Y Adzi A Adxrr—df Ad(dr) A 
内 QT 十 一 


在 $1.2 节 未 所 讨论 的 Frobenius 定理 可 以 用 外 微分 式 重新 
. 描述 . 设 L' 是 x 维 光滑 流 形 Mf 上 的 上 维 光 滑 分 布 .在任 一 点 ppEE 
M，I*(p) 是 蕊 空间 TT, 的 上 维 线 性 子 空间 . 设 wE 了 了; ， 且 对 任何 
玉 记 LI(p) 有 
{RR 0 ， 
则 满足 此 条 件 的 {wo} 是 了; 的 tm 一 ) 维 子 空间 .反之 ,TY 的 一 个 
Cm 一 万 ) 维 子 空间 按 ( 革 ,，w)}) 二 0 确定 一 个 工 , 的 维 子 空间 .在 任 
和 20* 


意 一 点 的 一 个 邻 域内 ， 存 在 (一 上 个 处 处 线性 无 美的 一 次 微分 
式 wil， was 它们 在 该 邻 域 的 每 一 点 户 ， 张 成 满足 条 件 ( 匡 ， 
一 0 的 了 的 tm 一 A) 维 子 空 间 . Frobenius 定理 说 , 光滑 分 布 I 
完全 可 积 的 充 要 条 件 是 

[X,, RjEL', le, Ph. 
因 对 任意 的 久 EL, 有 ( 久 , @) 一 0, 故 L' 完全 可 积 的 充 要 条 件 又 
可 写成 

([X,, Ra], tw.} =0. le EAR A 二 ls 和 m 
可 以 证 明 , 此 式 等 价 于 : 


其 中 几 是 一 次 微分 式 ， 

3. 外 微分 式 的 积分 

把 流 形 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 联 系 起 来 的 最 简单 的 方式 是 外 
微分 式 在 流 形 上 的 积分 . 为 此 , 先 讨 论 流 形 的 定 后 问题 及 单位 分 
解 定理 . 

定义 ”m 维 光 滑 流 形 对 称 为 可 定向 的 , 如 果 在 M 上 存在 一 
个 连续 的 .处 外 不 为 零 的 mx 次 外 微分 式 . 若 在 M 上 给 定 了 这 样 一 
个 外 微分 式 m, 则 称 M 是 定向 的 . 如 果 给 出 M 的 定向 的 两 个 外 微 
分 式 彼 此 差 一 个 处 处 为 正 的 函数 因子 , 则 称 它 们 规定 了 对 的 同 
一 个 定向 ; 故 可 定向 流 形 有 两 个 不 同 的 定向 ， 

设 流 形 MM 是 由 外 微分 式 名 定向 的 . 设 (U ;x ) 是 MM 的 任 一 个 
局 部 坐标 系 , 则 dr' 入 … Adzx” 与 wjr 差 一 个 处 处 不 为 零 的 固 于 . 
如 果 它 们 是 差 一 个 正 因子 , 则 称 {U ;x ) 是 与 M 的 定向 相符 的 坐 
标 系 . 显然 在 定向 流 形 上 可 取 定 向 相符 的 坐标 覆盖 ， 对 于 任意 两 
个 相交 的 坐标 域 , 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 处 处 取 正 入 . 反之 ， 
可 以 证 明 ; 如 果 流 形 M 上 存在 一 个 容许 的 坐标 覆盖 ,对 其 中 任意 
两 个 相交 的 坐标 域 , 坐标 变换 的 Jacobi 行列 式 处 处 取 正 值 , 则 好 
是 可 定向 的 ， 

定义 设 了 : MR 是 MM 上 的 实 函 数 , 孙 数 了 的 交集 是 指使 

sO 


三 取 非 零 值 的 点 集 的 万 包 ,， 记 和 必 
supD = {pIEM, fp)AO. 
若 名 是 避 议 外 微分 式 ， 则 的 支 集 是 
suppw—= {pl EM, wp) 0}. 
很 明显 ， 支 集 suppa 的 杯 集 从 是 并 中 使 w=0 的 最 太 开 子 集 . 

我 们 不 加 证 明 写 出 单位 分 解 定 理 ， 

定理 ” (单位 分 解 定理 ) 设 王 是 光滑 流 形 4 的 一 个 开 和 覆盖 ， 
则 在 M 上 存在 一 族 光 滑 辐 数 {gs.}， 满足 下 列 条 件 : 

(1) 对 每 一 个 wa，0<sgos1， 支 集 supppgs 是 紧 致 的 , 并 且 有 
开 集 W;:EZ, 和 使 suppgs 寺 Wi; 

(2) 每 一 点 pE 好 有 一 邻 域 忆 , 它 只 与 有 限 多 个 支 集 suppg。 
相交 
(3) Sg = 1. 

由 于 条 件 人 2), 在 任意 一 点 pE MMM, 条 件 (3) 左 边 只 有 有 限 多 
项 不 为 零 ， 故 和 式 是 有 意义 的 . 函数 族 {eo} 称 为 从 属于 开 覆 盖 六 
的 单位 分 解 . 

设 作 是 x 维 定向 的 光滑 流 形 ,ww 是 民 上 的 mr 次 时 微分 式 ， 
且 有 紧 致 的 支 集 suppw. 下面 定义 ww 在 MM 上 的 积分 . 

” 任 取 困 的 一 个 定向 相符 的 坐标 覆盖 5 一 {W,), 设 {g,) 是 从 属 
于 的 单位 分 解 ， 则 
ww 一 | > gw 一 Ze + ty}, 
显然 ,文集 supp(g。*， %}Csuppg, 忆 某 个 坐标 域 WW; 内 ， 所 以 可 以 
定义 


| “2 | 机 
式 子 的 右 端 理解 为 普通 的 黎 此 积分 ， 即 ,如 果 g.* 关于 Wi 中 的 
坐标 系 T'，…:，x” 表示 为 

pe w= fr sy dr A A dar", 
则 | 有 名 一 | fle, 2 "dr dr™. 


37 。 


容易 证 明 ， 这 个 积分 与 W; 的 选择 无 关 , 所 以 定义 | g. .二 
| 全 :是 有 意义 的 . 另外 , 因 suppw 紧 致 ， 故 此 积分 值 有 限 . 全 


| 一 > | . om， 
上 述 的 和 式 中 实际 上 十 只 有 有 限 项 可 能 不 为 零 ， 这 是 因为 suppw 紧 
致 , 根据 单位 分 解 定 理 的 条 件 (2)》 ，suppw 只 与 有 限 多 个 支 集 
suppgs 相交 ， 对 于 每 一 个 从 属于 王 的 单位 分 解 1g。}， 上 和 式 右 边 是 
完全 确定 的 . 容易 证 明 , 积分 与 单位 分 解 {1go} 的 选取 无 关 . 
定义 设 履 是 mn 维 定 问 的 光滑 流 形 , 是 M 上 有 紧 致 支 集 
的 x 次 外 微分 式 . 由 


所 定义 的 数值 | w 称 为 外 微分 式 w 在 M 上 的 积分 . 
车, mw，w 都 是 M 上 有 紧 致 支 集 的 mm 次 外 微分 式 , 则 根据 
定义 有 
| “名 二 ‘| (ec €R). 


定义 了 外 微分 式 在 流 形 上 的 积分 后 , 现在 来 讨论 一 个 重要 的 
定理 -一 -Stokes 定理 , 它 研究 一 个 区 域 上 的 积分 和 它 边 界 上 的 积 
分 之 由 的 关系 .在 Ra 和 R: 中 , 这 种 关系 是 我 们 热 悉 的 , 在 R 中 ， 
有 Green 公式 

mm a 
| Paz + Qdy ~ | 过 一 守 ]dzdy, 
在 RR 中、 有 Gauss 公式 
| Pdydz 十 Qdzdzr 十 Rdzxdy = 
‘aPp RR 
| Ee 十 Ee 十 守 | drdydz 
,32. 


及 Stokes 公式 


_fR 

| Paz + Qdy + Rdz = 中 > dyde + 
ap _ oR a 

| En dzdzx 十 | 条 | dzdy 


式 中 3D 是 有 界 区 域 DD 的 边界 ,， 绽 是 有 问 曲 面 的 边界 ;边界 
《了 肋 ， 亚 ) 的 定向 是 由 区 域 (D、>) 的 定向 诱导 的 . 如 果 在 三 个 公式 
中 分 别 命 

wo Pdr+i+ Ady; 

w= Pdyhdz+Qdz Ndr Rdr A\dy: 

w= Pdr+Qdy+ Rdz, 
则 三 公式 用 外 微分 记号 具有 统一 的 形式 


[oJ 


下 面 所 要 叙述 的 Stokes 定理 企 是 上 述 公 式 在 流 形 上 的 推广 . 

设 财 是 癌 维 定向 流 形 , DD 蚌 诗 中 的 带 边区 域 . 可 以 证 明 , DD 
的 边界 吾 蚌 Cx 一 1) 维 正则 嵌入 的 闭 于 流 形 , 且 吾 也 可 是 问 ， 

我 们 可 用 MM 的 定向 来 诱导 B 的 定向 . 对 于 任意 一 点 pE€ BC 
,选取 与 好 的 定向 相符 的 适用 举 标 系 (U ;x )， 即使 UN 站 B= 
{gleEUyx"(g)==0), 则 (zx1，…, zx”) 是 BB 在 点 户 的 局 部 坐标 系 . 
以 

C—1lY' dr Adr™! 

纵 出 边界 吾 在 点 的 坐标 域 U 门 B 上 的 定向 ; 称 为 让 回流 形 好 
的 带 边 区 域 五 在 其 边界 互 上 的 诱导 定向 .将 有 诱导 定向 的 边界 B 
记 和 作 3D. 我 们 不 加 证 明 给 出 

定理 《Stokes 公式 ) 设 也 是 mx 维 定 向 流 形 M 中 的 带 边 区 
域 , wm 是 上 有 紧 致 支 集 的 严 一 1 次 外 微分 式 ， 则 


| dw = | Er 
BD 3 


车 3 二 他 ， 则 规定 右边 的 积分 是 和 专 . 


-393+ 


$1.5 黎 蛙 流 形 


1. 仿 射 联络 

仿 射 联络 是 加 在 微分 流 形 上 , 为 使 我 们 能 对 张 量 场 进行 “ 福 

设 邓 为 天 维 光 请 流 形 ，A 上 的 切 从 为 了 Ga) ,TCT TCM)) 是 
切 和 并 (az 的 光滑 截面 ( 即 村 上 的 光滑 切 矢 量 场 ) 的 集合 . 

定义 ” 流 形 M 上 的 仿 射 联络 是 一 个 从 切 矢 量 场 到 (1，1) 型 
张 量 场 的 映射 

了 (或 万 ) :PT CMROT (07 )， 
它 满足 下 列 条 件 ， 

C1》 对 任意 名, YET(TCM)), 有 

V(X+Y)= VR-YY: 
(2) 对 YEP CA) 及 任意 的 JEC GD2， 有 
VAY)=d rfVY. 

命 VxY=(X,， VY), 
其 中 记号 ‘,}) 是 指 TCM) 和 全 * (MM) 之 间 的 配 舍 ; 则 VxY EE 
TOM)), 称 为 切 和 拓 量 场 Y 河 切 矢量 场 民 的 绝对 微 商 (或 协 变 导 
数 ). 

设 久 ,了 ,ZEDCTCMD),， EC” Gd) ,根据 定 头 ， 有 

(1) VxiyZ= VxZ+ VyZ; 

(2) Vrx2Z= YZ; 

3) Vr(Y2Z)= Vx? Vx: 

C4) 有 xf 一 (站 了 十 了 YY， 
可 以 证 明 , 流 形 M 上 的 仿 射 联络 总 是 存在 的 . 

在 局 部 上 , 联络 是 由 一 组 一 次 微分 式 给 出 的 . 设 吉 是 型 的 一 
个 坐标 域 , 局 部 坐标 是 zz; 1 过 i 和 mr 其 从 TOD 在 UU 上 的 mw 个 处 
寻 线 性 无 关 的 光滑 截面 13/3r1, 1 志 j 扩 mm} 称 为 T(tM) 在 UU 上 的 
一 个 局 部 标 架 场 . 显然 在 每 一 点 pt€U， {drea/ar, 1<i, jm1 

申 | 


构成 张 量 空间 了 T; OT 的 基底 ， 
根据 仿 射 联络 的 定义 , 命 ( 本 节 采 用 和 式 约定 ， 所 有 指标 取 1 
到 m 的 整数 值 ) 
9 _ mj a 
V a= dr CO 1.5.1) 
其 中 让 是 UU 上 的 光滑 卫 数 , 称 为 联络 VY 关 于 局 部 坐标 x 的 系 
数 . 记 


wi = hdrt. (1. 5. 2) 
则 C1. 5.1) 成 为 
a jd 
Vi = (1. 5. 3) 


由 元 素 wi 组 成 的 方 阵 w, 称 为 联络 方 阵 , 它 依赖 于 标 架 场 的 选 
取 . 设 C ,YY) 是 好 的 另 一 局 部 坐标 系 ， 可 以 证 明 ，, 在 区 门 克 天 让 
时 ， 有 
w=d| 浅 | 臣 3 gg， 
ay ar Ay Br 
i 人 
其 中 必 != 二 id. 式 (1. 5. 4 说明 门 不 是 MH 上 的 张 量 场 ， 所 以 联 
络 系 数 在 一 点 为 付 并 不 具有 不 变性 . 即 ,， 有 可 能 存在 使 联络 系数 
在 一 点 为 零 的 坐标 系 . 
定义 0 二 de 一 名 Aw 加 收 联络 VV 在 UU 上 的 曲率 方 阵 , 
di — wt A wi — 


dz Adr— TTidr Adr:= 


' 2 | ， 

六 2 dx*: Adr's ‘1. 5, 5 

故 0 一 到 Rdz A dzt, (1. 5. 6) 
A A . 

其 中 点 二 二 了 一 本 人 二 一 了 和 {1. 5. 7) 


易 证 Ri 在 坐标 变换 时 遵从 (，3) 型 张 量 的 分 量变 换 规 律 . 因此 
+ 35s 


.9 . 
R= Rins dr dr dr “1]. 5, 8) 


不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 , 称 为 仿 射 联络 Vv 的 曲率 张 量 . 
联络 系数 惧 不 适合 张 量 的 变 斤 规律 , 但 车 记 


t= Ti Th: 《1. 5. 9) 
则 由 (1.5$. 47 式 得 
17 一 了 了 9 a 3 
了 办 一 PA Dy DA 【1. 5. 10) 
， 疗 . 
所 以 T=Th Od Od (1.5. 11) 


是 人 ,2) 型 张 量 场 , 称 为 念 射 联络 V 的 挠 率 张 量 . 由 (1. 5. 9) 式 可 
知 ， 挠 率 张 量 了 的 分 量 关 于 下 指标 是 反对 称 的 , 即 Th= 一 Th 

定义 ” 若 仿 射 联络 Y 的 挠 率 张 量 是 零 ， 则 称 该 联络 是 无 挠 
的 . 

无 挠 仿 射 联络 总 是 存在 的 . 

我 们 定义 矢量 场 的 绝对 微分 . 设 蕊 是 Af 上 的 光滑 矢量 场 ， 
它 用 局 部 坐标 表示 是 


= 2 


aT 
根据 定 尽 ,有 
VX= (dx 十 zu) 四 二 = 
wdrG (1. 5. 12) 
其 中 w= 9+ Ty (1. 5. 13) 


我 们 称 们 及 为 了 的 绝对 微分 . (1.5. 13) 式 正 是 经 典 意 义 下 道 变 天 
量 关于 之 求 协 变 导 数 的 公式 . 关于 协 变 矢 量 及 (rs 型 张 量 的 绝 
对 微分 公式 见 第 二 章 . 

定义 ” 设 C :zr 二 xi(1) 是 流 形 M 上 一 条 参数 曲线 , 区 () 是 定 
义 在 C 上 的 切 矢 量 场 , 表 成 


XW XA | ， 《1.5- 147 


ci) 


es I" 


称 蕊 5 拉 沿 曲线 C 是 平行 的 , 如果 它 沿 曲 线 CC 的 绝对 微分 为 零 ， 
即 


VR_ 
-可 一 tl].5.15) 


车 曲线 C 的 切 矢 量 沿 C 自身 是 平行 的 , 则 称 C 是 自 平行 曲 
线 或 测 地 线 (短程 线 )， 
| 5. 人 


+X hE = 二 必 ， 《1.5。 168) 


因此 在 曲线 C 上 任意 一 点 给 定 一 个 切 矢 量 苇 , 则 它 在 C 上 产生 一 
个 平行 的 切 矢量 场 ， 这 个 切 矢量 场 称 为 蕊 沿 曲线 C 的 平行 移动 . 
如 果 5C 是 测 地 线 , 则 5 的 切 矢量 


x 和 9 到， 
沿 曲 线 C 是 平行 的 ， 所 以 测 地 线 局 应 满足 方程 
d? x’ drzdz _ 
tg a oe: 《1, 5.17) 
这 是 二 阶 常 微分 方程 组 , 所 以 过 流 形 M 上 任意 一 点 恰 有 一 条 测 
地 线 在 该 点 与 任意 给 定 的 已 知 切 拓 量 相 切 ， 
2. 获 遇 流 形 
定义 ” 若 在 mr 维 光 消 流 形 M 上 给 定 一 个 正定 的 ,对 称 的 交 


滑 二 阶 协 变 张 量 场 G, 即 对 任何 和 ,了 ,，ZET CO)，C 二 阶 协 变 


张 量 场 G 满足 ; 
(1) GX, X)0, A G(X, XI)=0OX=0) ‘正定 性 ) 
(2) GX, Y=G(Y, X). 《对 称 性 ) 


则 称 MM 是 黎 曙 (Riemann) 流 形 , G 称 为 葡 曼 流 形 M 的 基本 张 量 
或 度量 张 量 ， 
在 局 部 坐标 系 (U， x 下， G 可 表示 为 
G= gdrCodr’, 1.5.18) 
其 中 gj 二 gj 是 U 上 的 C0 函数 . 设 X,Y 了 ET,(M), X=X 2 
量 了 


7 了 = 六 二, 则 X 与 了 的 内 积 定义 为 ， 


XY=G(X, DD=gisAY, cl. 353.19) 
切 矢 量 的 长 度 、 同 一 点 的 两 个 切 矢 量 的 夹 角 此 时 都 有 意义 ， 
天 | 一 vgsXY, (C1. 5.20) 
四 
COS CX, 了) 一] 祥 | . 1¥1? (1].5.21) 


故 黎 曼 流 形 实际 上 就 是 在 每 一 点 的 切 空 间 上 指定 了 正定 内 积 的 微 
分 流 形 , 并 且 要 求 从 一 点 到 另 一 点 变化 时 内 积 是 光滑 的 ， 即 :车 
,YEDOTCOMD), 则 工 < 了 EC”a). 因此 黎 另 流 形 是 欧 氏 空间 
的 推广 . 
二 次 微分 式 

ds’— gdzx' dr (1, 5, 22) 
称 为 度量 形式 或 黎 虹 度量 , 它 与 局 部 坐标 系 x' 的 选取 无 关 , ds 从 
是 无 穷 小 切 矢 量 的 长 度 , 称 为 弧 长 元 素 . 设 各 : 一 工人 ， 丰 三 ES 
ti 是 M 上 一 条 连续 的 分 段 光滑 曲线 , 则 C 的 弧 长 定义 为 


人 dz’: dx! 
S 一 | gy Te dr. (1. 5. 23) 


可 以 证 明 , 在 王 维 光滑 流 形 M 上 必 有 获 坚 度量 . 
定义 设 (M, G) 是 m 维 葵 坚 流 形 ， VYV 是 MM 上 的 仿 射 联络 ， 


如 果 ” 
wt 二 0， {1. 5. 过 和 


则 称 六 是 歼 曼 流 形 CM，G) 的 容许 联络 . 


。 切 从 上 的 仿 射 联络 在 对 偶 雁 上 请 导出 一 个 联络 ( 仍 记 作 Y)， 其 定义 为 
di 二 (二 (Wr, 
其 中 EE 了 TMD aE TT" (CMD). 
投 1aar} 是 切 全 的 局 部 标 架 场 ， 对 避 局 部 标 巢 场 是 idr},， 则 由 上 述 定 多 可 推 得 
We dz 一 一 好 的 dm 
证 el.os 后 了 Ta 他 
Vate) = Yatdat a ee, 
则 在 二 阶 协 变 张 景 从 上 确定 了 一 个 联络 ,， 称 为 在 其 上 的 话 畦 联络 ， 


* 


设 联 络 V 在 局 部 坐标 系 x' 下 的 联络 矩阵 是 w= 二 《wi)， 则 


VGO= (dg — upgr— wg Cdr odd’, {1.5.25) 
所 以 (1. 5.20) 式 等 价 于 
dg 一直 8 十 cg ‘1.5.26) 
或 用 矩阵 记 成 
dG =w* GHG + iw, ‘1. 5,. 27) 
其 中 
号 11 Bm 
(7 一 : |， (1. 5, 28) 
Bm ” Emm 
ol 
0 一 1.5.29) 
克 史 
容许 联络 表示 度 规 张 量 关于 该 联络 是 平行 的 , 它 的 几何 意义 
是 平行 移动 时 保持 内 积 不 变 . 


定理 ( 整 曼 几何 的 基本 定理 ) 设 克 是 天 维 黎 坚 流 形 ， 则 在 
M 上 存在 唯一 的 无 挠 容许 联络 .该 联络 称 为 袭 总 流 形 M 的 Levi- 
Civita 联络 , 或 黎 达 联络 . 

证 有 骨 ( 唯 一 性 ) 设 V 是 村 上 的 Levi-Civita 联络 , 在 局 部 上 坐 
标 过 下 联络 矩阵 为 mw 二 (wy)， 则 有 


dgj= wg Wig, (1. 5. 30) 
Th = Ti. (1. 5.31) 
令 Tina= gu Wa= gi 1. 5. 32) 
则 由 (1.5, 30) 和 《1. 5. 31) 得 到 
B= Tat Ti 《1.5. 33) 
Tin = Ds. (1, 5, 34) 
轮换 (1, 5. 33) 的 指标 , 得 
dp 
= + Ts, (1]. 9 35) 


* 0: 


加 . 
= Tt Ths (1. 5. 36) 
由 (11.5.35) 十 (1.5.36) 一 01.5.33), 并 利用 (1. 5. 34),， 得 
_1|i% ,Br YB 
Tu 一 了 | 2 + 2 | ， (1.5.37) 
sl wl , Bi 
= 让 弛 + 识 一 癌 ] (5.38) 


可 见 ，Levi-Civita 联络 由 度量 张 量 唯一 确定 . 

(存在 性 ) 反 之 ， 由 (1.5.38) 定 义 的 弛 在 局 部 坐标 变换 时 满 
足 联络 系数 变换 公式 , 故 它们 在 好 上 定义 了 一 个 仿 射 联络 \， 且 
由 计算 训 知 如 此 定义 的 天 满足 (1.5.337 和 (1 5.34)， 故 立 是 旭 
上 的 Levi-Civita 联络， 


$1.6 李 导 数 


现在 我 们 换 一 个 角度 来 考虑 光滑 流 形 M 上 的 矢 重 场 . 
定 尽 设 训 是 mm 维 光 滑 流 形 ， 若 有 区 滑 上 映射 p: RX MM， 
对 任意 的 (1,5) ERXM, 记 
(p= pit, ps 
它们 满足 下 列 条 件 : 
(1) mp)= pi 
(2) 对 任意 的 实数 *， tf， ?R= 
则 称 由 是 作用 在 财 上 的 单 参 数 可 微 变 换 群 . 
显然 , 甸 是 好 到 自身 的 可 微 同 且 ， 设 PE AM， 令 
一 经 ( 疡 )， 
则 ” 是 af 上 通过 点 的 一 条 参数 曲线 , 叫 单 参数 变换 群 有 过 后 
p 的 轨 线 ， 
若 用 部, 表示 雪线 7 在 点 p( 即 t==0) 的 切 矢 量 
人 | 
4 一 人 0 Ar 
因为 是 光滑 的 ， 所 以 映射 和 定义 了 M 上 的 一 个 光滑 切 天 
"AD +* 


量 场 闵 , 它 称 为 单 参 数 可 微 变 换 群 呈 在 对 上 诱导 的 切 矢 量 场 . 轨 
线 六 是 切 矢量 场 的 积分 则 线 . 

反之 ， 若 在 矿 上 给 定 一 个 光滑 的 切 矢 量 场 码 , 是 否 存 在 籽 
的 单 参数 可 微 变 换 群 g, 使 大 是 员 所 诱导 的 切 矢 量 场 ? 下 述 定理 
回答 这 个 问题 . 

定理 设 XX 是 定义 在 M 上 的 光滑 切 矢量 场 , 则 在 任意 一 点 
pM 存在 一 个 邻 域 U 和 作用 在 U 上 的 局 部 单 参 数 变换 群 4， 
jz 一 s， 使 得 买 je 恰 是 虽 在 避 上 所 诱导 的 切 矢量 场 . 

用 切 矢 量 场 的 这 个 变换 的 观点 , 下 面 的 定理 给 出 [X, 了 ] 的 
几何 解释 . 

定理 设立, 了 是 流 形 M 上 任意 两 个 光滑 切 矢 量 场 . 若 义 
生成 的 局 部 单 参 数 变换 群 是 gg， 则 


YC— CR CY 
i i ” 


设 六 是 单 参数 可 微 变 换 群 8 的 过 2 点 的 胃 线 . 因为 g' 把 
7, 上 的 点 g 二 7,(2) = 二 gCp) 映 到 点 ,因此 (gy ') .建立 了 切 空 间 
TM 到 了 ,CM) 的 同 构 . 车 了 是 流 形 对 的 定义 在 轨 线 了 ,上 的 切 
矢量 场 , 则 (经 .了 i; 是 切 空 间隔 ,CM) 中 的 一 条 曲线 . 上 述 定理 


说 表 ， [证 , Yj], 正 是 这 条 曲线 在 上 一 0 处 的 切 矢 量 ， 所 以 它 是 切 和 天 
量 场 了 沾 X 的 轨 线 的 变化 率 . 通常 把 算 子 lim 全 一 一 一 称 为 
矢量 场 了 关于 总 的 可 导数, 记 作 LxY. 于 是 定理 可 写成 
LxY=[X, YF|. 
李 导 数 的 概念 可 以 推广 到 六 上 任意 的 张 量 场 ， 实际 上 , 时 射 
《8) "建立 了 余 切 空间 Ti CM) 到 了 ; (C34) 的 同 构 , 它 和 {gr 1) .一 起 
在 张 量 空间 之 间 可 定义 如 下 的 同 构 二 :TiCR(p)) 一 一 Ti(p), 使 
得 对 任意 的 Xi， …， XX,ETocnCMD, 及 am， WETYIn(M), 有 
(ae 一 
(gD). NO) .XD Dg ae. 
这 样 ，(r， 3 型 张 量 场 了 关于 蕊 的 李 导 数 x3 定义 为 
+: dl”* 


DF} 一 7 
一 


7 一 [im 
显然 ， Lx? 仍 是 (7， 5 型 张 量 场 ， 


数量 场 /关于 切 矢量 场 苹 的 李 导 数 工 ,了 规定 为 关于 XX 的 
方向 导数 ， 即 


Lxf = Xf, 
在 局 部 坐标 系 下 ,上 ,Y 可 写作 
;1 7 9 
LxY =[ 闫 ， 区 |] 一 了 Eri Ew 了 


(XIT 一 PKD 二 ， 
由 上 涉及 数量 场 李 导数 的 定 儿 和 莱 布 尼 兹 规则 可 确定 对 偶 矢 量 场 
二 wdx' 的 李 导 数 ， 
LxtoY) = CY) XR Aw) ,= 
WY, ;TT Ys 
为 一 方面 ， 
Lx{twY )=Y Lxwt+o[lX, Yl], 
比较 以 上 二 式 , 得 
了 一 十 oj 
类 似 地 ， 可 得 到 度量 张 量 8ij 尖 于 下 的 李 导 数 ， 
Lxgi—= i, ,ji 
其 中 KX;— gu XN". 

当 和 拓 量 场 & 的 生成 局 部 变换 群 是 等 中 变换 群 时 ， 划 $ 称 为 
Killing 矢量 场 . 由 上 述 可 知 , 上 是 Killing 场 的 充 要 条 件 是 它 满足 
Killing 方程 

é,, ;+ é, ;=0. 
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已 ” 米 量 分 析 


$2.1 坐标 变换 


在 Minkowski 空 - 时 中 , 一 组 坐标 确定 一 个 四 维 矢 量 . 两 个 
坐标 系 之 间 的 变换 为 Lorentz 变换 ,在 一 般 的 Riemann 空 -时 中 ， 
任何 四 个 独立 的 变量 x*Cx 二 0, 1, 2, 3) 都 可 取 作 这 一 四 维 空 -时 
中 的 坐标 . 与 Minkowski 空 - 时 不 同 , 黎 昌 空 - 时 中 的 一 组 坐标 不 
能 确定 一 个 西 维 矢量 ,只 能 确定 Riemann 空 -时 中 的 一 个 点 . 

设 坐 标 系 x* 和 坐标 系 x'* 之 间 存 在 着 下 面 的 变换 式 


一 (2. 1.1» 
只 要 Jacobian 

Tr /rED, (2, 1. 2) 
四 个 函数 x "= 二 x (x) 就 是 独立 的 , 且 存 在 逆 变 换 

Xxxr'). (2. 1. 3) 


在 Riemann 空 - 时 中 任 一 点 ， 引 人 人 坐标 系 Cx" 和 (x'*) ,在 坐 
标 系 人 z")? 中 可 以 确定 一 个 矢量 dx*. 设 同 一 矢量 在 另 一 坐标 系 
cx*) 中 表示 为 qz， 而 两 坐标 系 之 间 的 变换 为 (2.1.17) 一 
《2. 1.3). 此 时 有 


Br 


可 区 天 一 站 六 3 ai dr 站 C2, 1,， 41) 
严 
dzre 一 邮 ， dr = (2. 1. 4b) 


按 爱 因 斯 坦 惯 例 , 4,B* 二 > 4,B*, 省 略 取 和 号 三 如 无 特 


" 13* 


殊 声 明 , 希腊 字母 取 值 0, 1, 2，3; 拉 丁字 和 母 取 值 1，2，3. 
由 (2. 1. 4) 可 得 
gz 一 人 ,af' dix’, 
故 人 (2. 1. 5a ) 
同样 可 得 a a = 二 6Y. (2. 1,5b) 
式 中 况 是 Kronecker 符号 . 如 果 把 a*' 看 敌 矩 阵 ， 则 性 就 是 它 的 
道 矩 阵 . 因此 ， 变换 的 Jacobian 满足 


[el * la'|=1. 《2 ] .日 ) 
1， 逆 变 矢 量 
如 有 个 函数 4* 的 集合 ,在 坐标 变换 下 A* 和 dz” 一样 变 换 
A'*=ar’&, C2.1.7) 
则 集合 A4* 称 为 弟 变 矢量 ,， A” 和 4” 分 别称 为 道 变 矢 量 在 两 个 坐 
标 系 中 的 分 量 . 
2. 标量 
旭 果 量 &z 在 坐标 变换 下 按 下 式 变换 : 
区 (ze = (Cx), (2. 1. 8) 
则 量 gz 7 称 为 标题 ， 或 水 变量 . 由 上 式 可 得 
名 -一心 首 ， (2. 1. 9) 
3、 协 变 矢 量 
由 (2.1.9) 可 知 , 算 答 学; 的 变换 规律 为 
如 | 
A C2, 1. 10) 


如 果 有 四 个 函数 4, 的 集合 , 在 坐标 变换 下 4, 按 (2.1.10) 式 变 


换 ; 
二 C2. 1.11} 


则 集合 4, 称 为 协 变 矢量 、 4, 和 A, 分 别称 为 证 两 个 坐标 系 中 内 
变 矢量 的 分 量 . 显然 . 标量 晒 数 的 梯度 滨 /ar* 是 协 变 天 量 . 
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$2.2 张 量 


如 果 有 16 个 函数 的 集合 了 mw 和 了 ”在 坐标 变换 下 按 下 式 变 换 ; 
了 (2.2.1) 
则 称 集 全 了 .为 二 阶 协 变 张 量 ,7 为 二 阶 逆 变 张 量 . 
类 似 地 ,如果 有 16 个 函数 区 组 成 的 集合 , 7 在 坐标 变换 下 
按 下 式 变 换 ; 
了 和 一 of agT,, (2.2.2) 
则 称 集 合 TT 为 二 阶 混合 张 量 . 混合 张 基 是 一 阶 协 变 一 阶 逆 变 
的 . 高 阶 张 量 的 定义 可 由 上 面 的 定义 推广 得 到 ， 如果 有 一 组 阴 数 
7 组 成 的 集合 . 了 >… 按 下 式 变 换 : 
TH a a vasay Ta, 《2. 2. 3} 
则 称 集 合 了 2 为 (十 中 阶 张 量 ， 其 中 闫 阶 道 变 和 关 阶 协 变 .这 
一 张 量具 有 4 "个 分 量 . 
1， 张 是 代数 
对 张 量 所 施加 的 运算 分 为 代数 运算 和 微分 运算 ， 相应 的 两 部 
分 数学 内 容 分 别称 为 张 量 代 数 和 张 量 分 析 . 这 里 先 讨论 张 量 代 
数 . 
(1) 同类 张 基 的 线性 组 合 , 在 同一 点 确定 一 个 新 的 同类 张 
量 . 例如 ， 如果 4. 和 8B。s 基 两 个 二 阶 协 变 张 量 , 则 它们 的 线性 组 
合 确 定 一 个 新 的 二 阶 协 变 张 量 ， 
Te 一 4.4.p 十 5 (2. 2. 4) 
式 中 a 和 5 是 两 个 标量 , 很 容易 证 明 了 .为 二 阶 协 变 张 量 : 
Tg—=aA' witbB' = 
aas ey A bas ar Ba— ot orT ,py. 
对 于 任意 阶 张 量 均 可 类 似 地 证 明 . 
(2) 一 个 mx 阶 张 量 和 一 个 nw 阶 张 量 的 并 积 , 在 同一 点 产生 一 
个 新 的 (十 42) 阶 张 量 例如， 一 个 二 阶 执 变 张 基 和 一 个 逆 变 天 量 
的 并 积 产 生 一 个 新 的 张 量 : 
a A" 


TAB (2. 2.5) 
在 坐标 变换 下 有 

Ty—A'sB =atar A B=otaya’ Th, 
因此 ,Tas 为 三 阶 混合 张 量 . 

《3) 一 个 于 阶 混 合 张 量 进行 盎 并 (eceontractionl， 可 以 产生 一 
个 新 的 (x 一 27 阶 张 量 . 所 谓 缩 并 ,， 即 一 个 协 变 措 标 和 一 个 闭 变 指 
标 按 四 个 值 权 和 . 例如 ,一 个 四 阶 混合 张 量 缩 并 后 产生 一 个 新 的 
张 量 : 

了 一 了 bp， (2. 2. 6) 
由 于 在 坐标 变换 下 有 

了 一 了 一 ‘ga ab 一 一 5 
因此 :了 ss 是 二 阶 苏 变 张 量 . 

二 阶 沪 合 张 量 了 3 缩 并 后 得 到 的 标量 Ts 称 为 张 量 Ti 的 迹 
(trace) ,一 个 道 变 矢量 4" 和 一 个 协 变 矢 量 Bs 的 并 积 ， 纵 并 后 得 
到 的 标量 4 号 。 称 为 二 矢量 的 标量 积 . A“B, 是 标量 , 这 一 点 可 直 
接 证 明 ， 

A"B' ,=a om AB,=—=H A'B,— A"B,, (2, 2.7) 
反之 ， 如果 知 道 量 4*B, 是 标量 , 且 知 道 其 中 一 个 (如 4 是 矢量 ， 
则 可 断定 另 一 个 (B,) 为 先 量 . 

狼 ronecker 符号 名 在 弯曲 空 - 时 中 和 在 平 直 空 -时 中 一 样 是 
六 : 

8 一 | (2. 2. 8) 
Kronecker 符号 可 以 作为 一 个 混合 张 量 的 分 量 . 而 且 在 坐标 变换 
下 保持 不 变 : 

一 《2. 2, 9) 

2. 六 量 的 对 称 性 

张 量 的 对 称 性 和 反对 称 性 是 张 量 的 重要 性 质 ， 如 果 交 换 张 量 
的 两 个 协 变 指 标 ( 或 两 个 道 变 指 标 ) 时 张 量 的 数值 不 变 ， 则 称 这 个 
张 量 对 这 两 个 指标 是 对 称 的 ， 如 果 交 换 上 述 两 个 指标 时 张 量 的 值 
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改变 正 负 号 ， 则 称 这 个 张 量 对 这 两 个 指标 是 反对 称 的 . 
张 量 的 对 称 性 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 . 设 在 坐标 系 x* 中 有 


Ti 一 人 (2. 2. 10) 

es (2. 2. 11) 
种 在 坐标 系 x'* 中 有 

T= Ts 《2. 2, 12) 


A = A 
对 于 两 个 道 变 指标 的 对 称 性 , 与 此 类 似 . 
任何 一 个 二 阶 协 变 张 量 均 可 写成 一 个 对 称 部 分 和 一 个 反对 称 
部 分 之 和 : 
了 8 一 了 (了 [ap6]。 
式 中 Tp = (Tst Tn), Co. 2,13) 


Tig = (Tg— Te). C2. 2. ]4) 
二 阶 道 变 张 量 的 情况 与 此 类 似 . 对 二 阶 张 量 的 对 称 性 和 反对 称 性 
的 讨论 可 以 推广 到 高 阶 张 量 . 例如 , 由 三 阶 张 量 Tp 可 以 构成 一 
个 全 对 称 张 量 : 

Tap Tewt Tot Tigt Towt Tagt Tres). 


(2.2.15) 
这 一 张 量 工 (ww, 对 于 任意 两 个 指标 都 是 对 称 的 . 同时 , 还 可 构成 一 
个 全 及 对 称 张 量 ， 


Ti = (Tet Tepet Tg— Tp —T wp— Trp). 


{2.2.16) 
张 量 Tim 对 于 任何 两 个 指标 都 是 反对 称 的 ， 逆 变 张 量 的 情况 与 
此 类 似 . 
如 果 张 量 Sw 是 全 对 称 的 , 则 有 
Sag = Oar C2 2. ]77 
如 果 张 量 4uw 是 全 反对 称 的 ， 则 有 
+ dr 


Atsg] = Agr. (2. 2. 18) 
上 面 由 已 知 云 阶 张 量 构 成 全 对 称 张 量 和 全 反对 称 张 量 的 方法 
可 以 推广 到 高 阶 张 量 . 对 于 高 于 4 阶 的 张 量 , 按 上 述 方法 构成 的 
全 反对 称 张 量 便 等 于 零 . 内 此 , 全 反对 称 张 量 的 最 高 阶 数 是 四 . 
以 A 表示 4 阶 全 反对 称 张 量 , 它 的 不 等 于 零 的 分 量 都 是 由 所 os 
将 其 脚 标 重新 排列 构成 的 , 这 就 是 说 ,Aww 的 所 有 不 等 于 零 的 分 
量 只 能 等 于 Ass 或 者 一 1zs，4 阶 全 反对 称 张 量 只 有 一 个 独立 分 
量 , 好 像 一 个 标量 .这样 的 张 量 常 称 为 性 标量 . 
三 阶 全 反对 称 张 量 所 -pr 内 有 4 个 独立 分 量 1 0a, 全 0 TE 
3. 度 规 张 量 
微分 几何 中 一 个 基本 概念 是 流 形 , 一 群 元 素 组 成 的 集合 ， 如 
果 集 合 中 每 一 元 察 可 以 和 各» 个 连续 可 微 函 数 一 一 对 应 ， 则 此 集合 
构成 一 个 地 维 微分 流 形 . 如 果 在 流 形 中 定义 一 个 不 变量 (长 度 或 
度 规 }: 
ds: gdrdx', (2. 2.19) 
则 流 形 人 恒 成 为 度量 空间 . 此 空间 称 为 及 iemann 空间 . gm 称 为 度 规 
张 量 .我 们 可 以 把 gw" 写成 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 之 和 : 
gm gp Hg 
其 中 gD=g2, EA 二 一 gi 
于 是 有 ds: 一 gudx'dx' 二 gdridr. 
其 中 gg 对 ds 无 贡献 因此, 对 于 Riemann 几何 总 可 认为 gw 是 
对 称 的 . 
不 难 证 明 g% 是 -一 个 二 阶 协 变 张 量 , 由 (2. 2.19) 有 
p' dr "dx "= gd rdr’, 
而 dr*=atdz’”, 于 和 一 ar 人工 
于 是 得 到 g'sdx' "dr 一 gas aydr'"dr’ "=gpor rdr "dr ". 
所 以 一 kanos 
即 ge 为 二 阶 协 变 张 其 . 
由 于 g 闫 0, 所 以 矩阵 gw 的 逆 一 定 存在 , 我们 定义 gw 为 gm 的 
有 


2 人 = (2. 2. 20} 
或 者 。 二 全 二 8 
式 中 A 是 元 素 gm 的 余子 式 . 容易 证 明 , g” 为 二 阶 逆 变 张 量 . 令 
A gudr", 则 有 
A.g"=gg "dr =ddr=dr', 
类 似 地 有 4 :8 一 dr 
又 因为 A 一 a A,, dr" 二 a dra! g*A,s 
于 是 有 oar g'"A,~—a! gd,, 
由 4, 的 任意 性 得 
一 
即 8 一 ao 8 
所 以 g”" 是 二 和 阶 邀 变 张 量 . 
根据 (2. 2. 20)， 可 以 用 度 规 张 量 来 开 ( 降 ) 任 一 张 量 的 指标 : 
了 8 名 一 7 了 一 了 
因此 ,两 个 和 拓 量 的 标量 积 可 和 替 示 为 
A.B'~— gap dB. 
4. 纯 空间 度 规 
在 Minkowski 空间 中 , 两 事件 间 的 空间 距离 (长 度 ) 通 常 表示 
为 
df =dX" +dX* +dX’ =:dX'dX:. (2. 2. 21) 
及 ' 为 一 直 前 坐标 的 空间 分 量 . 在 弯曲 空间 中 , 取 坐 标 系 x*， 度 规 
为 gw， 二 事件 的 纯 空间 距离 (长 度 )》 也 只 能 用 同样 方法 定义 ， 这 样 
才 具 有 测量 的 意义 ， 即 在 给 定点 建立 一 个 局 部 党 伦 兹 系 X*, 使 
XX" 平行 于 x*, 于 是 有 
2 一 0， 35 天 0， 
对 于 两 个 事件, 按 (2.2.21) 定 义 纯 空 间距 离 : 
df =dXdX'— Do ded (2. 2. 22) 


" AH" 


。 _ XxX" aX? . | 
由 度 规 张 量 的 变换 式 &e 一 元 本 "Ya 为 Minkowski 度 规 张 
量 ) 得 到 


EM 
BH dr Br x! rT 
KK QNX® aX 
Bm gr HB? 有 一 了 
将 上 式 代 人 (2. 2. 22), 得 到 


d22 一 udzidzr4， 
起 中 。 Y= 人 才 
称 为 纯 空 间 度 规 ， 

s.. 空 -时 坐标 分 离 定 理 

自 惯 性 系 习 " 一 (ceT XX') 蛮 换 至 任意 坐标 村 x*==x*(X')，, 设 


Jacobian 不 为 零 . 欲 使 坐标 x* 中 的 x" 表示 时 间 坐 标 ， zz 表示 空 
间 上 坐标 ,其 充分 且 必 要 条 忻 是 


(2, 2, 23) 


(2. 2. 24) 


Bo Bol 


B10 B11 
goo B01l Bo 


Bio EH B12 0 gO. 
B30 Bol Be 


证 明 由 (2.2.23)2， 根 据 高 等 数学 中 二 次 型 df? 一 Ydzidx’ 
正定 的 充 要 条 人 忻 ， 直接 得 到 


Bo 0 < 


(2. 2. 25) 


和 y 
yu>0,| |>o, 
2 Ys 
YY Yi; 
Yo Ya YY | 0. (C2. 2.26) 
LE 


将 此 式 代 入 (2. 2. 24), 便 得 到 2,2, 25) 中 的 后 三 个 不 等 式 . 为 了 
证 明 gw 六 0, 我 们 考 虚 x 二 x*(K') 系 中 一 个 空间 固定 点 号 (和 一 


const)， 对 懒 性 系 Xr 的 速度 ww， 注意 到 dz 一 0， 有 
硬 5 


yd. 计 / 药 ， 
dT ar axr" 
9 
而 > 宇 = 葵 要/ 委 营 ， 
代入 度 规 张 量 的 变换 式 , 注意 到 dz 一 0， 得 到 
OX” A aN aN aX dX’ 
Bo Fo Em i A 元 5 全 0， 
式 中 yp 二 diag (ll, 一 1], 一 1]， 一 1)， 是 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 空 
间 的 度 规 张 量 . 
当 gn 一 0( 时 和 间 轴 与 空间 轴 正 交 } 时 ， 由 (2. 2. 26) 可 得 


£ [D3 8 四 


B23! Ba B23 
至 此 , 定理 已 证 完 . 

在 闵可夫 斯 基 空 间 中 , 向 隔 可 写 为 

de 一 dz 一 dr 一 dz 一 dz ， 


度 规 张 量 


一 了 ) ， 

此 时 我 们 说 度 规 的 符号 为 (十 ;一 ,一 ;一 ), 或 者 说 导 差 为 (一 2). 
黎 曙 空间 度 规 是 闵可夫 斯 基 空 间 度 规 的 推广 ， 仍 可 类 似 地 选取 度 
规 张 量 的 符 导 , 即 ( 十 , 一 , 一, 一)， 或者 号 差 为 (一 2). 按照 ds 
的 符号 ,可 把 间隔 分 为 三 类 ， 

ds220 类 时 间隔 ， 

二 一 站 和 雯 间隔， 

* S51» 


dsz<-0 类 空间 隔 . 
$2.3 张 量 密度 


如 采 一 个 集合 -oz 在 坐标 变换 (2.1. 1) 下 按 下 式 变换 
LE 《2. 3. 1》 
则 集合 .多 纺 叫 作 张 量 密度 , 式 中 < 为 坐标 变换 的 雅 可 比 行列 式 : 
5 一 | 所 | ~—detar ， 
w 是 一 个 正 的 或 负 的 整数 , 叫 作 张 量 密度 的 权 , 可 见 张 量 密 度 的 
变换 规律 和 张 量 的 只 差 一 个 因子 e*, 前 面 讲 的 张 重 是 张 量 密度 的 
特殊 和 情况 ( 权 为 零 ). 
一 阶 张 量 密度 叫 作 矢量 密度 , 零 阶 张 量 密度 叫 作 标 量 密度 . 
标量 密度 的 一 个 例子 是 二 阶 张 量 了 的 行 询 式 ， 由 了 -的 变换 
式 
T' ,=aad Tp (2, 3, 2) 
可 以 得 到 
det 了 7 .一 asdetT pr ， (2. 3. 3) 
因此 ,二 阶 协 变 张 量 的 行列 式 是 权 为 2 的 标量 密度 ， 
将 (2. 3.3) 用 于 度 规 张 量 ee， 在 坐标 变换 下 有 


g' =atg. 《2. 3.44) 
另 一 方面 , 对 于 4 维 体 元 dtz, 在 坐标 变换 下 按 雅 可 比 的 定义 有 
和 4 一 QQ， (2.3. 5) 
由 (2. 3.5) 和 《2. 3. 4) 丁 知 有 
WwW 一 8 dix = v—gdix. (2, 3. 6) 
所 以 , d= 二 v 一 gd'x 是 4 维 标 最 体 元 - 
由 (2. 3.4) 可 得 


一 
于 是 (2. 3.1) 可 写 为 
+ Dm 


Cg) Ye mpg) io al eg, (2. 3.7) 
由 此 可 见 , 张 重 密度 敢 以 (一 g) "有 妈 量 (一 g) ”ez 入， 具有 和 
普通 张 量 A 相同 的 变换 规律 ， 这 就 是 说 , 权 为 ww 的 张 量 密度 乘 
以 因子 (一 g) ”就 变 为 权 是 零 的 张 量 密度 ,， 换言之， 一 个 张 量 ， 
乘 以 《一 8)2 2 就 成 为 权 为 蔬 的 张 曹 密度. 特殊 地 ， 张 鞭 习 以 


v 一 8， 就 是 权 为 1 的 张 量 密度 ， 

可 以 证 明 ， 用 度 规 张 量 升降 张 量 密 度 的 指标 时 不 改变 它 的 
权 . 

Levi-Civita 张 量 密度 sea 在 计算 中 是 经 党 用 到 的 , 它 的 定义 
是 :sos 一 一 1， 若 四 个 指标 中 有 两 个 相同 则 等 于 0, 交换 任意 两 个 
指标 时 则 改变 符 导 . 下 面 我 们 证 明 sw 是 张 量 密度 , 任 一 张 量 了。 
的 行列 式 工 按 定 义 可 写 为 


TE rma— Fopyed ou tT rd oar (2.3. 8) 
由 (2. 3. 8)，(2. 3.2) 和 (2. 3. 3) 得 到 
Ea = Ca) la’ age a esss (2. 3. 9) 
即 sa 是 权 为 一 1 的 张 量 密度 . 
ese" 定义 为 
eo—(— pg)p "gi gg "Eg (2. 3. 10) 


同样 可 以 证 明 s%" 是 权 为 十 1 的 张 量 密度 , 它 的 分 量 e 一 十 1， 
张 量 密度 ee 和 sm 有 一 个 很 有 用 的 性 质 , 它们 的 分 量 在 坐标 
变换 下 保持 不 变 ;:E 一 名 E2023) "*"s 根据 {2. 3.8) 
很 容易 证 明 这 一 点 . 
我 们 还 可 以 用 Levi-Civita 张 量 密度 定义 两 个 张 重 ; 
eg) em, 
tm (—g) TE. (2. 3. 11) 
根据 g 的 变换 起 可 直接 证 明 它 们 是 张 量 ,通常 用 这 两 个 张 量 定义 
对 偶 张 重 , 设 了 = 和 F” 是 反对 称 张 量 ， 则 张 量 


六 二 co (9. 3.12) 


叫 作 ss 的 对 偶 张 量 . 同样 有 
» S59. 


P= ch. (2. 3. 13) 


$ 2.4 ”联络 和 克 里 斯 托 菲 符号 


由 上 度 规 张 量 gw 和 8g7" 可 以 构成 两 个 函数 
P(g pia sg) (2,4. 1) 


Te—g"Tw sa"(g r+ Bir, vr gor, 1， (2. 4. 2) 


式 中 符号 ”, ”表示 普通 微 商 ;4,。 圭 34/3x"， 孙 数 Ts 叫做 第 一 类 克 
里 斯 托 菲 符 号 ,让 叫 做 第 二 类 交 里 斯 托 非 符号 , 由 定 关 可知, 它 
们 对 于 指标 vr 是 对 称 的 . 由 上 二 式 还 可 得 到 
Bop. p=T og tT go — Bes Bo Bea op. (2, 4. 3) 

在 歼 坚 几何 中 , 克 里 斯 托 非 符 号 就 是 仿 射 联络 ", 通常 把 克 里 
斯 托 菲 符号 记 作 {4, vt} 和 位 }. 在 非 黎 曼 几 何 中 ,表示 仿 射 联 
络 ， 它 对 于 指标 vr 是 非 对 称 的 , 因此 在 非 黎 蝇 几 何 中 ,站 不 等 于 
克 里 斯 托 菲 符号 作 }、 本 书 除 个 器 章节 外 均 属于 广义 相对 论 ， 空 - 
时 几何 为 黎 曼 几何 , 所 以 二 位 }， 在 非 黎 曼 几 何 中 , 在 那里 5 
郑 , 基 Tf. gg 隆 0， 称 为 空 -时 撞 率 . 在 歼 曼 几何 中 , 空 -时 是 无 
岳 的 . 下 面 我 们 限于 和 歼 曼 几何 的 情况 ,因此 认为 仿 射 联络 就 是 
克 里 斯 托 菲 人 符号 {4}， 

在 n 维 空间 中 ,有 n(x 十 1)72 个 独立 分 量 , 在 我 们 所 研究 
的 4 维 窄 - 时 中 有 40 个 独立 分 量 . 

由 定义 (2. 4.1) 和 2.4.2》, 可 以 得 到 克 里 斯 托 菲 符号 的 变换 
式 : 


T=a oliasT 十 om- {2.4.4) 
Err Ft ht i Ar re 


3 


可 “ 江 
ia sada Th og sor- (2. 4.5) 


* 即 31,5 中 的 联络 系 瑶 . 
有 


证 明 按 和 定 兴 有 
F 1 f " 
Lm ste Pe pr = 
5 3 [a (hog) Tes gg) — 


Jr Gwar gm) | 一 


1 ,a a a 
+ 
| a+ Fe oe) jew 
(2. 4. 6) 
土 式 右 问 第 一 项 给 出 
pC to —adac a ) EE 3 
最 后 这 个 表达 式 经 过 交换 指标 ， 可 写 为 
可 age Ags 
误 力 Ce + 了 党 一 | 一 o carl pr {2, 生 。 ?7) 
式 (4. 6) 右 端 第 二 项 为 
1 Pr? Fr" x 
3 Or 
os pe “ er Tt os x" | 
Ar "Ar 7 A A “Hr Ar 是 有 
1 Fr 
pm (2. 4. 8) 


将 (C2. 4.7) 和 (2,4.8) 代 入 (2. 4,6)，, 便 得 到 (2. 4. 4). 
对 于 第 二 类 克 里 斯 托 菲 符号 , 按 定 义 有 
T=~g ”TT ~ 
A ye 地 | 下 a dr 一 
tw dg rr rl sp Ch 


， EE 
ar Be gp a 


a 二 二 


" Jo 


由 !2. 4.4) 和 f52.4.5) 可 避 ， 克 里 斯 托 菲 符 导 不 是 张 量 . 
$2.5 协 变 微分 


本 节 中 我 们 研究 如 何 将 微分 运算 推广 到 黎 甸 空间. 
1. 矢量 的 协 变 微 分 
设 坐 标 系 x* 中 有 一 个 道 变 矢量 A*， 它 在 x'“ 系 中 为 4'*, 我 
们 有 变换 式 
A* 二 lA， t= 


将 上 式 对 x 微分, 得 到 


dA 


2 一 的 o td TA, (2. 5. 2) 


由 (2.1.9) 式 可 知 ， 慰 量 的 导 才 是 一 个 黎 曙 空间 中 的 协 变 拓 
量 , 由 上 式 可 以 发 现 ， 一 个 矢量 的 普通 导数 在 歼 曙 空间 中 不 是 一 
个 二 阶 张 量 . 我 们 设法 构成 一 种 微分 运算 , 使 得 一 个 矢量 的 导数 
为 一 个 二 阶 张 量 ,， 从 而 将 普通 微分 运算 推广 到 黎民 空间 ， 上 自然 ， 
这 种 新 的 微分 运算 中 的 导数 ， 当 空间 趋 于 平 直 时 , 应 该 等 于 普通 
导数 . 

由 克 里 斯 托 菲 符号 的 变换 法 则 可 以 得 到 

Fr 


RT 
Dr 


‘2.5.1) 


rma-ara Ty, 《2. 5. 3} 
代入 (2. 5.2) 得 

So | + A"| — TE A”. C2. 5. 4) 
此 式 最 后 一 项 可 用 (2. 5. 1 简化 为 

wT A'= Ta. (2, 5. 5) 
由 (2. 5,2) 一 (2.5.5) 得 到 

| 入 +T%47| =asap s+ TA | (2.5. 6) 
我 们 构成 了 一 个 二 阶 张 量 C45 十 A ， 称 为 天 量 4 的 协 变 导 


数 , 记 作 
* hp 


A 二/sA 二 A 十 了 A" (2. 5.7) 
这 样 ，(2. 5. 6 表示 为 

A = estab A',. (2. 5. 8) 
当空 间 趋 于 平 直 时 ,一 0，A 生 二 Ap. 协 变 导 数 由 两 项 组 成 ,第 
一 项 为 普通 导数 ;第 二 项 纯粹 是 由 于 空间 的 弯曲 引起 的 ,对 应 于 
矢量 A* 由 x 点 平 称 至 十 dx” 点 所 产生 的 变化 (在 平 直 空 间 中 
这 一 变化 等 于 零 )， 

用 ato", 乘 (2.5.8) 式 ,我们 得 到 

一 (2, 5. 9) 
由 (2. 5.8) 和 (2.5.9) 可 知 , 道 变 矢量 的 协 变 导数 为 二 阶 混合 张 
量 . 类 似 地 可 以 定义 协 变 矢量 4. 的 协 变 导数 ， 


A,s= VaAs=A, oO— Th. (2, 5. 10) 
同样 可 以 导出 4 的 变换 式 ， 
一 的 《2.5.11) 
Ans=ar 只 生 oua (2. 5. 12) 
即 协 变 矢量 的 协 变 导数 为 二 阶 协 变 张 量 . 
2， 张 量 的 协 变 微分 


上 述 协 变 微 分 的 概念 可 以 推广 到 任意 阶 张 量 ， 
TS" =T + PT + TT 
Tj a= Ta Th we — Th Te # 


TH y= TE g++ THT TT 一 {2.5.13) 
协 变 微 分 法 则 与 普通 微分 法 则 相同 .例如 
(CABD) AmpeB' TAB,,, (2.5.14) 
(A.B’) ,= AnB’ AB = (AB’), ss C2.5.15) 
3. 张 量 密 将 的 协 变 微分 
设 x? 是 权 为 w 的 北 变 矢量 密度 ， 
gpg) A’, {2.5.16) 
则 (一 g) “2? 二 A* 是 道 变 矢 量 , 于 是 有 变换 关系 
(Cp eg er , (2.5.17) 


取 上 式 的 偏 导数 , 与 前 面 导出 4 的 协 变 导 数 的 过 程 类 似 , 我 们 
» 7 a 


得 到 矢量 密度 .x* 的 协 变 导数 的 表达 式 : 


LE 一 二 (2. 5.18) 
用 同样 的 方法 可 以 得 到 张 蜡 密度 的 协 变 导数 ,例如 权 为 ww 的 
二 阶 逆 变 张 量 密 度 了 ”的 协 变 导 数 为 
二 (2.5.19) 
由 此 可 得 权 为 十 1 的 二 阶 逆 变 张 量 密度 的 协 变 散 度 
FHF TT ". (2. 5. 20) 


4. 一 些 有 用 的 公式 和 推导 方法 
《1) 度 规 张 量 的 协 变 导 数 等 于 零 
= Emr—=0, gr 0. 2,5, 21) 
由 协 变 导数 和 克 里 斯 托 菲 符号 的 定义 式 可 直接 证 明寺 式 ， 
(2) Kronecker 符号 (8- 符 号 ) 的 协 变 导数 等 于 零 


= To — T= TI =0. (2, 5. 22) 
《3) 标量 函数 的 协 变 导数 等 于 普通 偏 导数 
$B =, [a 2. 5. 23) 


(4) 协 变 导 数 指标 和 其 他 张 草 指标 阿 样 用 g2” 或 gs, 升降 
Fs 一 A 9 Fe i ' 
g* T=T, geal =Tt.,. 《2. 5. 24) 


1 1 
(5) T= g” Toy DE Bm, “十 玉生 (ge, :Epa :二 


38". . (2. 5, 25) 
下 面 我 们 将 .用 另 一 个 形式 给 出 ,由 行列 式 的 展开 规则 可 得 
A (2. 5. 26) 


dg ,» 
式 中 24” 是 行列 式 g 中 元 素 gs 的 余子 式 . 根据 求 行 列 式 的 道 的 规 


虽 和 逆 变 讼 规 张 量 8 的 定义 ，(2. 5. 26) 可 写 为 
:五 一 ggm， C2.5, 27} 
内 和 而 有 dg 二 gg”dgw=— gg nd", 
后 一 等 式 由 dl(gwmga”) 一 0 得到. 由 上 式 可 得 
,58* 


Ea BE Bn, so—=— EEmB' o。 (2. 5. 28) 
将 (2. 5.28) 代 人 (2,.5. 25) 得 


T%= 一 让 Rg s= {ln vo—g),s. (2, 5, 29) 
《6) 由 (2. 5.29) 可 将 矢量 的 协 变 散 度 A% 瑟 为 
1 
Pr 一 4 十 一 一 -一 (4 vg).,, (2. 5. 30) 
鼎 vp 
《7) 由 52,.5,.29) 可 将 二 阶 张 量 的 协 变 散 度 写 为 
1 
了 4 一 一 一 一 07”v —g).,+ToT™, 《2.5. 31) 
V8 
T=— TT, VE TT. (2. 5. 32) 
—g 
如 果 张 量 FR”* 是 反对 称 的 , 由 《2, 5. 31) 得 到 
1 
Fe = (Fe vg)y,,. (2.5. 33) 
W 一 号 
如 果 S< 是 对 称 的 , 则 由 (2. 5, 32) 得 到 
， 1 ve， 一 1] oa 
,一 J vO—g),, 3 pop, a: (2. 8. 34) 
C8) 矢量 4. 的 旋 度 . 由 协 变 导 数 的 定 闵 可 得 : 
由 一 同一 有 ,一 迪 ， rn" C2. 5， 35) 


此 式 表 明 ，4,, 一 A 的 充分 且 必 要 条 件 是 A 一 大， 式 中 名 为 让 
的 一 个 标量 旺 数 ， 
(9) 如 果 Fr 是 反对 称 的 , 则 有 


Ft Fe Fwy = Fw rt hy,st Fry, (2.5.36) 
如 果 下, 是 某 一 矢量 A 的 旋 度 : 

FaoC— A A 【2. 5. 37) 
则 有 Fs Fs FO= 0. C2.5, 38) 


以 上 诸 式 均 可 由 协 变 导 数 的 定义 和 克 里 斯 托 菲 符号 的 对 称 性 予以 
证 明 . 
《10) 式 (2,5.38}) 可 以 用 ,的 对 偶 张 量 (2. 3. 12) 表 示 


Fr 3 Fs, Fo—0. (2. 5. 39) 


@ 三 划 


《11) 由 定义 可 直接 证 明 
Eo nT— 0, EO, {2.5.40) 


$2.6 短程 线 坐 标 系 


根据 克 里 斯 托 非 符号 的 变换 性 质 (2.4.5), 可 以 证 明 一 个 定 
理 :在 空间 中 一 点 总 可 以 选择 一 个 坐标 系 , 使 得 克 里 斯 托 菲 符 
导 的 所 有 分 量 在 pp 点 都 等 于 零 . 这 一 坐标 系 叫做 短程 线 坐 标 系 . 

下 面 我 们 证 明 这 一 定理 . 假 俊 在 茶 一 坐标 系 x* 中 , 在 给 定点 
声 克 里 斯 托 菲 符号 不 等 于 零 ， 引 人 坐标 变换 


zr pera (2.6.1) 


式 中 标记 p 表示 在 给 定点 p 的 值 , 此 式 给 出 zf 二 0 对 于 一 般 的 
变换 系数 有 


oa = ora) ,=0, 


即 a ba 一 一 ae 了 
由 此 得 a 二 0 a 二 二 (2. 6. 2) 
az ”arr 

克 里 斯 托 菲 符号 的 变换 式 为 (2.4,5) 

DA=at oa Ti — at a re. (2.6.3) 
把 (2. 65.2) 代入 (2. 6.3), 得 到 

T=at (a vor a Ty). (2. 6. 4) 
(2.6.1) 对 x" 求 偏 微 商 , 得 到 

a Tp)a (x — x?) = 人 Br, (2. 6.5) 
此 式 再 对 z+ " 求 偏 微 商 , 然后 代入 点 的 值 , 得 到 

oar cp Iarar 一 站， (2.6.6) 


将 (2. 6.6) 代 人 人 (2,6.4), 得 到 x(p) 一 0， 定理 证 毕 . 
根据 广义 相对 论 中 的 等 效 原 理 , 引力 场 的 局 部 动力 学 效应 与 
惯性 力 场 等 效 , 而 引力 场 就 是 度 规 张 量 场 . 因此 , 在 引力 场 中 一 
点 声 可 以 和 惯性 力 场 中 一 样 引入 一 坐标 变换 ， 变 至 “自由 落下 " 参 
考 系 zx“ 在 zx* 系 中 ,引力 场 不 存在 ， 空 -时 是 平 直 的 . 这 一 参考 
» BO" 


系 叫 做 局 部 惯性 系 ， 这 就 是 寺 述 短程 线 坐 标 系 的 物理 意义 ， 
$2.7 曲率 张 量 


1. 黎 要 曲率 张 嘲 的 定 浆 
在 平 直 空间 中 有 4 二 A,, 在 区 曼 空 间 的 一 般 情况 下 
用 式 中 A% 三 A4z. 我 们 计算 上 述 两 个 张 量 的 差 , 这 个 差 
应 反映 空间 弯曲 的 性 质 . 
由 (5. 7) 可 得 
dd) 十 4 一 1 一 
A 二 


TAD— ITA, 《2. 7,1) 
= A 二 AA 十 
TAD— TS A. C2. 7. 2) 
由 此 得 到 A 一 A 二 一 RA". (2. 7. 3) 
式 中 RT ,TEE TD, (2.7,. 4} 


称 为 歼 易 曲率 张 量 ， 可 以 直接 证 明 它 符合 张 量 的 变换 法 则 ， 同 
样 ， 对 于 协 变 矢量 有 
A sO— A = RA,. 《2. 7. 5) 

可 议 证 明 ,，R% 是 仅 依 束 于 联络 及 其 一 阶 导数 且 对 一 阶 导 数 
为 线性 的 唯一 一 个 四 阶 张 量 . 

对 于 一 平 直 空间 区 域 , 因为 度 规 张 量 gw 为 常数 ， 所 以 曲率 张 
量 等 于 零 . 如 果 在 这 一 区 域 进行 坐标 变换 , 由 于 R$. 的 张 重 性 质 ， 
变换 后 , 它 的 所 有 分 量 仍 等 于 零 ， 由 此 得 出 结论 ;空间 为 平 直 的 
必要 条 件 是 曲率 张 量 的 所 有 分 量 不 等于零. 反之 ， 如果 R# 处 处 
为 零 ， 则 1 由 (2.7.3) 可 知 A 二 4 告 ; 所 有 的 克 里 斯 托 菲 符号 了 2 处 
处 为 零 , 度 规 张 重 gw 的 所 有 一 阶 导数 也 处 处 为 零 . 因此 , 空间 为 
平 直 的 充分 且 必 要 和 条件 是 曲率 张 量 的 所 有 分 量 RE 处 处 等 于 零 ， 

将 (2.4.1) 一 (2,4,2) 代 人 (2.7.4) 一 (2.7,5)， 得 到 Rw 的 另 

再 在 了 本 


Raa guR = Tg. +g a 
gam) gaat TIS THT), (2, 7. 6) 
2. 曲率 张 量 的 性 质 
(1) 对 称 人 性 质 . 由 定义 式 (2.7.4) 和 (2.7.5? 可 以 直接 得 到 曲 
率 张 量 的 下 列 对 称 性 质 ; 对 于 前 后 两 对 指标 对 称 ， 即 


Rn= Rw, Rea= Ra’. (2, 7. 7) 
对 于 前 两 个 指标 反对 称 ， 即 

Roa — Ru R= — Ri. (2.7, 8) 
对 于 后 两 个 指标 反对 称 ， 即 

Ra — Ro RS ~— RN. (2. 7. 9) 


(2) 里 青 (Ricci) 恒 等 式 ， 由 (2.7,.6) 一 (2,.7.9) 可 以 证 明 ， 对 
于 曲率 张 量 的 后 三 个 指标 轮换 取 和 ，, 结果 等 于 零 ， 即 


RR 十 RR 十 RS 二 0. (2. 7,10) 

《3) 毕 安 基 {Bianchj) 恒 等 式 ， 由 $2.6 可 以 证 明 一 个 重要 的 
微分 伍 等 式 : 

Ra RE RY:=0, (2.7,11) 


这 一 等 式 的 证 明 很 简单 ,在 空间 中 某 一 点 p 引信 短程 线 坐 标 系 ， 
则 在 p 点 克 里 斯 托 菲 符号 等 于 零 , 于 是 由 (2. 7. 4) 得 到 
Ri = Te — Dh {2,7,12) 
由 此 便 得 到 (2.7.11).， 此 式 左 端 为 张 量 ， 只 要 它 在 某 一 坐标 系 中 
所 有 分 量 都 为 零 , 那么 在 任意 坐标 系 中 它 的 所 有 分 量 量 然 也 为 
零 ; 即 (2,7, 11) 对 任意 坐标 系 均 成 立 . 此 式 称 为 绎 安 基 恒等式 . 
3. 里 奇 张 量 
对 曲率 张 量 降 阶 而 构成 的 二 阶 张 量 
R,=R, = Tt TT To (C2, 7,13) 
称 为 里 麻 (Ricei) 张 量 . 由 定义 式 可 知 ， 里 奇 张 量 是 对 称 的 ， 
RO— Ro,,. (2.7.14)} 
对 里 坷 张 量 降 阶 构成 的 标量 
R= RK, 
* BA2* 


称 为 曲率 标量 
将 (2.7.11) 缩 并 , 得 到 
R’ a Re Rs,:—0, (2.7,15) 
即 Rr — Rrat Ress—= 0, 
乘 以 g“ 并 注意 g*=0， 得 到 
R,.— R%.— Re,—=0, 


"lwpl 一 
即 [用 358|。 0， 
或 者 写 为 GZ 一 | R" 一 二 sg”R| 一 0， (2.7.16) 
式 中 Ge 二 Re 一 总 geR (2.7, 17) 
称 为 爱 因 斯 坦 张 量 . 
张 量 

Se 一 Re 一 二 RE (2.7.18) 
称 为 零 迹 里 奇 张 量 ， 容易 证 明 它 的 迹 等 于 零 ， 

SS 一 gwS =0. (2.7.19) 


式 (2.7.16) 是 由 华安 基 恒 等 式 导 出 的 了 唯一 的 协 蛮 微分 守 异 定 
律 。 由 于 G*= 二 G*， 加 上 (2.7,16) 的 限制 实际 上 G” 只 有 6 个 独 
立 分 量 . 


$2.8 短 程 线 


在 黎 总 室 间 中 , 连接 空间 两 个 给 定点 的 曲线 长 度 表 示 为 
I= | 一 | geazrdzow - | giz) nda (2. 8. 1) 
满足 条 件 
37 一 S| (gi dA 一 0 (2. 8. 2) 
的 曲线 称 为 短程 线 ， 即 黎 曼 空间 中 连接 两 个 给 定点 的 最 短 的 线 . 
式 中 这 =23，4 为 沿 着 短程 线 的 某 一 参量 ，(2. 8. 2) 对 应 的 拉客 
53. 


半日 郴 数 为 


也 一 (8 和) ， 《2. 8, 3) 
取 4 一 *tds 天 0)， 则 褒 短 程 线 有 世 一 1， 此 时 拉 覆 朗 日 方程 
A (2.8. 
给 出 dg 一 工 g 人 计 (2. 8. 5) 
ds ** 世人 
此 即 短程 钱 方程 


短程 线 方程 还 可 以 写成 较为 对 称 的 形式 , 把 (2. 8. 5) 改 写 为 
gal’ git tg 
式 中 z==d?x"/ds?， 上 式 即 
gr' 十 元 (Dg, — Pw, pr'x' =0. 《2. 8. 6) 


注意 到 
gi vi I po, tt Bur, s) LY, 
[2. 8. 人) 可 改写 为 


gr’ TT ni = 0, (2. 8. 7) 
或 乘 以 a 得 到 
dir” drdr 
ds ti de 0 2. 8, 8) 
这 就 是 常见 的 较为 对 称 的 短程 线 方程 . 
引入 切 矢 量 ww*, 还 可 将 短程 线 方 程 写 为 另外 的 形式 ， 切 矢量 
i 定 光 为 
一 C2, 8. 9) 
> 由 Ad 
由 和 定 兴 有 zt az 一 Sm qd 一， (C2. 8.10) 
短程 线 方程 (8- 8) 可 改写 为 
ws + Ta 0. 2.8.11) 
在 惯性 系 "中 ， 自 由 粒子 的 运动 方程 为 欧 几 里 得 直线 ， 妈 
闵可夫 斯 基 空 间 中 的 短程 线 


* HA" 


jd =6| KX) rd = 0, 


fat) 一 六 9 RK, 
按 广 义 相 对 性 原理 , 变 挽 到 加 速 系 x* 中 , 自由 粒子 运动 方程 应 该 
蚌 广义 协 变 的 ， 即 为 (2.8.5) 式 . 根据 等 效 原 理 , 加 速 场 即 引力 
场 ， 因 此 引力 场 中 自由 粒子 的 运动 方程 也 应 具有 形式 (2. 8. 5). 
这 就 是 说 ,弹力 场 中 的 自由 粒子 沿 短程 线 运 动 . 
在 黎 曼 空间 中 , 满足 条 件 


jd — 0, d=0 C2. 8. 12) 


的 曲线 称 为 零 短 程 线 , 由 于 Gs 二 0， 所 以 在 (2. 8. 1 一 (2.8.2) 中 不 
能 取 4 一 s, 4 应 为 男 一 参量 , dX 了 0， 此 时 方程 (2, 8. 12) 可 写 为 
和 + =0， 
godtx"dx’ = 人 0. 《2. 8. 13) 
此 即 零 短程 线 方程 . 
在 引力 场 中 , 静止 质量 为 和 零 的 粒子 (如 光子 ) 沿 零 短 程 线 运 
动 . 


$2.9 共 形 曲率 张 量 


1， 共 形变 换 
设 在 同一 个 流 形 上 由 度 规 
ds = gd’dr 
和 
ds:= gdrrdr (2. 9.1) 
确定 两 个 黎 曙 空间 了 和 六,, ds? 和 dw 之 交 存 在 变换 关系 
由 各 一 etc9d52 有 ,=e” pg, (2. 9. 2) 


变换 (2. 9. 2) 称 为 共 形 变换 , 空间 V, 和 玉 , 称 为 共 形 空间 . 
+ D+ 


在 流 形 中 任意 一 点 p, 两 个 方向 dx* 和 re 之 间 的 详 角 在 空 
间 ,中 表示 为 
dr’Sxr’ 
COSOT Bw ds Be 


Hodr’dr (Cprdr dr) 于 (Err) 到 : 


在 空间 六 , 中 表示 为 
cosa 一 > Sr 一 
ds Bs 
pmdi*Br' (goadrdr) (pdr Br) . 
将 (2. 9.2) 人 代入, 得 到 
cosa 一 COsga- 
所 以 共 形 变换 又 称 保 角 灾 挤 . 
2，Wevyl 张 量 
由 则 率 张 重 和 各 度 规 张 量 攀 成 一 个 具有 重要 性 质 的 张 量 Cw， 
称 为 共 形 张 量 , 或 外 尔 (Weyl) 张 量 ; 它 的 定义 为 


1 
Cp Rp 一 -a (gioRw— BusRvp— BrpRpa tt 


ga) —E (guRw— geR)R. {2 9, 3) 


下 面 我 们 讨论 外 尔 张 量 的 一 系列 重要 性 质 . 
外 和 尔 张 量具 有 和 曲率 张 量 相同 的 对 称 性 : 


Cu 一 一 Cu 一 一 Cn， (2.9. 4) 

Cs 一 Co， (2, 9, 5) 

Cat Cnet Cm—0, (2. 9. 6) 
外 尔 张 量 对 任意 二 指标 缩 并 都 等 于 零 , 所 以 是 无 带 的 ， 

Co 一 gmCoe 一 0 (2.9.7) 


在 一 维 . 二 维和 三 维 空间 ， 外 尔 张 量 恒 等 于 零 ; 在 玛 维 空间 ， 
它 有 10 个 独立 分 量 . 
下 面 我 们 证 明 , 在 共 形 变换 下 外 和 尔 张 量 保持 不 变 


Ce 一 Ce (2.9.8) 
。 6r 


由 {2. 9. 27? 可 得 
一 of 上 PP 


8 一 e 折 
于 是 得 到 死 里 斯 托 非 符 号 的 变换 关系 


Tm =e Tt pg. Bd. vv Ed a ' 


P=—g* Tm To. Bta,,— geg"o.,. 


由 此 可 得 


Mw 


A ] .~ A ~ 
Ran 一 了 (8 呈 十 下 <. Ea Br A, pr ) 十 
goa TF — sd) = 
eT Rn 二 (gd Enoa™ ErrdvA 
Bu ) tt (gag — Borla) (0a0'")], 


陈 中 
Go 一 gd 一 了 
TI 一 虽 Pe dnG，。 
里 闸 张 量 的 变换 式 可 由 上 式 得 到 : 


Rg hs, = Rs— 20,— (EF lat 2a po) pg, 9 


[La 一 ai 一 8 av。 
从 而 得 到 曲率 标量 的 变换 式 : 

R=g"R,—e “(RR— 8L le— 60), 
由 (2. 9.15) 和 (2.9.17) 得 到 


(2. 9.9) 


(2, 9. 10) 
{2.9. 11) 


(2. 9. 12) 


《2.9. 13) 
(2. 9. 14) 


(2, 0. 15) 
(2.9.16) 


(2.9,17) 


i 了 工 (让 一 一 工 co or 
Ga 一 2 (KR, Rn) to (Kg. Rg ) 2 《an } gp 


(2.9.18). 


把 C2. 9.12) 中 指标 4 升 高 ; 然后 将 (2. 9.18) 代 人 , 便 得 到 


Te 
CO 


《2.9. 19) 


即 在 共 形 变换 下 外 尔 张 量 保 持 不 变 . 还 可 以 证 明 , 常 曲率 空间 的 
外 尔 张 量 恒 和 等于零， 这 表 骨 常 曲率 空间 和 欧 几 里 得 空间 是 共 


形 的 - 


a 全 了。 
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第 了 篇 广义 相对 论 
的 物理 基础 


三 义 相 对 论 的 基本 原理 


$1.1 等 效 原 理 


考虑 一 局 部 空间 中 的 一 个 假想 实验 , 如 图 所 示 ， 一 封闭 实验 
室 中 的 观察 者 发 现 , 其 中 一 物体 对 弹 繁 秤 的 拉力 为 ' 
mg，, 方向 向 下 . 他 无 法 区 分 所 在 的 参考 系 属于 下 列 
两 种 情况 中 的 哪 一 种 : (1) 系 统 正在 太空 中 , 远离 任 
何 一 个 引力 体 ; 实验 室 以 加 速度 g 向 上 运动 . 此 时 这 
一 局 部 空间 中 存在 一 惯性 力 场 , 物体 m 受 一 虚构 的 
力 (惯性 力 )mg 的 作用 .(2) 系 统 停留 在 一 永久 引力 
体 的 表面 , 其 局 部 永久 引力 场 的 场 强 为 g. 此 时 物体 
受到 真实 力 ( 引 力 ymg 的 作用 . 图 21 
这 一 假想 实验 的 结果 表明 , 在 局 部 空间 区 域 , 不 可 能 将 虚构 
的 惯性 力 场 和 真实 的 引力 场 区 分 开 来 ; 二 者 的 动力 学 效应 之 间 存 
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在 着 局 部 等 效 性 . 

对 于 大 的 空间 区 域 , 一 般 不 存在 上 上 述 等 效 性 . 例如 地 球 的 引 
广场 ,在 充分 大 的 空间 区 域 中 其 力 线 是 辐射 状 的 , 所 以 不 存在 一 
个 非 惯 性 系 ， 其 中 的 惯性 力 场 能 够 等 效 于 这 一 辐射 状 的 引力 场 . 

爱 因 斯 坦 把 上 述 等 效 性 作为 新 理论 的 第 一 条 基本 原理 一 一 等 
效 原 理 , 表述 为 : 惯性 力 场 和 引力 场 的 动力 学 效应 是 局 部 不 可 分 
辨 的 . 

在 爱 因 斯 坦 提 出 等 效 原 理 之 前 ， 人 们 无 法 处 理 真 实力 和 虚构 
力 之 闻 的 关系 , 无 法 承认 物体 的 引力 质量 重 等 于 惯性 质量 这 一 事 
实 是 自然 的 . 千 顿 认为 真实 力 和 虚构 力 是 不 同 的 . 前 者 依赖 于 产 
生 它 的 系统 的 物理 性 质 , 后 者 则 是 由 于 过 小 到 加 速 系 所 产生 的 ， 
惯性 力 ( 惯 性 离心 力 . 克 里 奥 利 力 等 ) 具 有 特殊 的 性 质 ; 它 可 以 使 
物体 产生 加 速度 , 且 此 加 速度 与 被 加 速 的 物体 的 性 质 无 关 ( 由 于 
这 类 力 可 以 借助 于 适当 的 坐标 变换 消除 ,所 以 称 之 为 虚构 的 力 )， 
在 这 种 意义 上 上 , 绝对 空间 可 以 由 选 定 的 一 特定 参考 系 表征 , 在 这 
一 参考 系 中 不 存在 虚构 的 力 ， 只 有 真实 的 力 f 物理 定律 具有 自然 
的 表述 形式 . 牛顿 曾 以 著名 的 水 桶 实验 来 证 明 绝 对 空间 的 存在 . 

图 2-2 中 的 两 幅 图 分 
别 表示 桶 开始 转动 .水 未 被 
带动 和 稳定 转动 后 桶 突然 
静止 的 情形 ， 自 上 向 下 看 ， 
第 一 种 情 癌 是 水 相对 于 桶 
道 时 针 转 动 , 此 时 水 面 是 平 
面 ; 第 二 种 情况 是 水 相对 于 图 2-2 
桶 顺 时 针 转 动 , 此 时 水 面 是 自 上 向 下 着: 水 对 桶 逆 时 针 转 动 时 水 面 为 
凹 面 ， 显然 , 水 的 转动 对 液 ”平面 ;水 对 桶 师 时 针 转 动 时 水 面 为 目 面 
面 形状 的 影响 不 能 以 桶 做 为 参照 物 , 因为 两 种 情况 下 水 相对 于 桶 
都 做 转动 .两 种 情况 的 差异 ( 液 面 平 与 四) 必 决 定 于 第 三 物体 (或 
物体 组 ). 牛顿 认为 这 第 三 物体 就 是 绝对 空间 . 当 水 相对 于 绝对 
静止 的 绝对 空间 做 绝对 运动 (转动 ) 时 ,水面 是 轩 面 ; 当 水 相对 于 
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绝对 空间 绝对 静止 时 , 水 面 是 平面 ， 马 南 反 对 这 种 绝对 空间 的 概 
念 . 他 指出 , 设想 桶 变 得 很 大 , 大 得 与 恒星 系 有 相同 的 线 度 和 质 
量 ， 相 对 转动 对 于 水 面 形状 不 起 作用 , 则 遥远 的 恒星 不 再 能 作为 
“第 三 物体 ”, 绝对 宣 间 在 哪儿 呢 ? 

在 牛顿 力学 中 , 动力 学 定律 是 相对 于 绝对 参照 系 而 建立 的 
(多 许 相 差 一 个 均匀 平移 ， 即 关于 伽利略 群 的 不 变 人 性》, 对 远 恒 星 
的 唯一 影响 是 改变 转动 桶 附近 的 引力 势 . 因此 马赫 认为 这 种 效应 
(在 经 典 力学 范围 内 ) 是 无 法 理解 的 . 

赫兹 和 马赫 都 不 同意 牛顿 的 绝对 空间 的 概念 ,他们 试图 从 另 
外 的 想法 出 发 引 人 惯 性 力 . 

赫兹 希望 把 一 年 虐 离 上 的 电磁 作用 归结 为 接触 作用 ， 对 于 引 
力 , 他 也 想 这 样 居 ， 惯性 原理 确定 一 自由 质量 作 勾 速 直线 运动 . 
有 惯性 为 时 运动 的 区 别 是 由 于 其 他 质量 的 存在 所 引起 的 ， 物体 的 
轨迹 可 由 高 斯 的 最 小 偏离 原理 确定 : 真实 的 运动 以 最 小 的 可 能 程 
度 偏 高 匀速 直线 运动 . 因此 ,， 悍 性 原理 是 最 小 偏离 原理 的 特殊 情 
况 ， 它 对 应 于 不 存在 力 而 存在 隐藏 质量 的 情况 . 

马赫 认为 ， 局 部 空间 的 惯性 效应 (惯性 力 场 ) 是 由 于 远 距 质量 
的 存在 所 引起 的 ， 如果 没有 远 距 迷 星 (例如 , 在 空间 中 只 有 地 
球 ;， 则 所 有 的 参考 系 都 是 等 效 的 , 并 且 都 是 惯性 系 . 

爱 因 斯 坦 吸取 了 马赫 的 上 述 思 想 , 提出 了 等 效 原 理 , 并 建立 
了 新 的 引力 场 方程 . 

等 效 原理 退 辑 简 洁 地 ,统一 地 处 理 了 惯性 力 场 和 局 部 引力 场 
的 联系 ,自然 地 得 出 了 物体 的 惯性 质量 恒 等 于 引力 质量 的 结论 ， 
即 自然 地 解释 了 落伍 实验 和 厄 告 4Eatv6s) 实 验 的 结果 . 

根据 理论 研究 的 需要 ， 有 了 时 将 等 浆 原 理 区 分 为 弱 等 效 原 理 和 
强 等 交 原 理 两 种 . 上 面 所 表述 的 {惯性 力 场 和 引力 场 的 动力 学 效 
应 局 部 不 可 分 办) 是 弱 等 效 原理 . 它 还 可 以 这 样 表 述 : 物体 的 引 
力 加 速度 与 被 加 速 物体 的 成 分 和 物质 结构 无 关 , 显然 ， 弱 等 效 原 
理 是 直接 为 E56tv6s 实验 所 支持 的 ， 

将 诡 等 效 原理 中 的 "动力 学 效应 ”推广 为 “任何 物理 效应 ”, 便 
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得 到 了 强 等 效 原理 ,这 一 原理 表述 为 : 在 强力 场 中 一 自由 落下 的 
《 非 转动 的 ) 实 验 室 里 ,局 部 物理 定律 具有 同一 数学 形式 ,与 实验 
室 的 空间 位 置 无 区 . 或 者 表述 为 : 在 引力 场 中 任 一 时 空 点 引入 一 
局 部 惯性 系 , 则 物理 规律 的 数学 形式 是 洛 仑 兹 协 变 的， 强 等 效 原 
理 是 弱 等 效 原 理 的 推广 , 它 没有 直接 的 实验 支持 . 这 一 原理 是 广 
义 相 对 论 的 基础 , 它 的 正确 性 只 能 由 它 的 各 个 推论 是 否 与 实验 符 
合 来 检验 . 

等 效 原理 指出 ， 当 空间 某 一 范围 存在 引力 场 时 ‘这 是 普遍 情 
况 )， 就 不 能 引入 和 采用 惯性 系 . 因为 在 惯性 系 中 ,惯性 力 等 于 
零 , 而 引力 却 不 为 零 , 这 与 等 效 原 理 矛 盾 . 因此 , 在 引力 场 中 只 
能 引信 局 部 低 性 系 ， 
”在 广义 相对 论 中 , 由 于 不 存在 相互 敌 色 速 直线 运动 的 慑 性 
系 , 从 而 使 加 速度 的 概念 不 再 像 牛顿 力学 和 狭义 相对 论 中 那样 是 
绝对 的 ,而 是 相对 的 了 . 

下 面 讨论 作为 爱 因 斯 坦 引 力 理论 (广义 相对 论 ) 基 础 的 第 二 个 
原理 一 一 广义 协 变 原理 ,或 称 上 三 义 相对 性 原理 . 


§ 1.2 广义 协 变 原 理 


几乎 在 所 有 的 物理 现象 中 , 都 有 引力 的 参与 . 这 就 是 说 ,在 
研究 物理 现象 时 必须 考虑 引力 场 的 存在 . 在 前 节 的 讨论 中 已 经 说 
明 , 当 引 力 场 存在 时 ， 不 能 引 和 人 统一 的 惯性 系 . 因此 ， 人们 必须 
在 非 惯 性 系 中 描述 物理 现象 .狭义 相对 论 只 在 一 时 空 点 的 邻 域 内 
成 立 . 这 样 ， 就 应 该 将 狭义 相对 性 原理 延 拓 到 引力 场 存 在 的 情 
况 . 换言之 , 真实 的 物理 规律 不 仅 在 惯性 系 闻 的 党 伦 兹 变换 下 是 
协 变 的 (狭义 相对 性 原理 )， 而 且 在 任意 坐标 变换 下 都 应 该 是 协 变 
的 ， 这 就 是 广义 协 变 原 理 , 或 称 广义 相对 性 原理 . 

广义 协 变 原理 可 以 用 下 列 形式 之 一 表述 : 

1. 对 于 描述 物理 规律 ,所 有 的 坐标 系 都 具有 同等 资格 , 不 存 
在 任何 一 个 优越 的 坐标 系 . 
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2. 描述 牧 理 规律 的 方程 中 各 项 应 是 四 维 黎 曼 时 空中 的 同 阶 
张 量 . 

3， 描述 物理 定律 的 方程 在 所 有 坐标 系 中 应 具有 相同 的 形式 . 

可 以 发 现 , 以 上 三 种 表述 形式 不 是 完全 等 价 的 . 但 是 从 这 些 
表述 中 不 难看 出 , 根据 广义 协 变 原理 , 在 爱 因 斯 坦 引力 理论 ( 广 
义 相 对 论 ) 中 ， 坐标 只 是 用 来 标记 时 空 事 忻 的 适 记 系统 而 已 ,不 
含有 比 这 更 多 的 内 容 . 物理 学 结论 和 结果 应 不 依赖 于 获得 结果 所 
采用 的 特殊 坐标 系 . 通常 ,只 有 坐标 变换 下 的 不 变量 才 具 有 物理 
意义 ， 

广义 协 变 原 理 对 于 推导 物理 定律 和 建立 场 方程 具有 指导 意 
义 . 例如 通常 在 建立 场 方程 时 ,首先 选择 一 个 由 同 阶 张 量 构成 的 
标量 泛 函 作为 作用 量 ， 理 应 用 变 分 原理 获得 场 方程 ， 这 一 方法 款 
是 以 广义 协 变 原理 为 指导 的 . 又 如 , 当 我 们 试图 把 物理 定律 从 狭 
义 相对 论 形式 推广 到 广义 相对 论 形式 (把 引力 场 包 括 进去 ) 时 ， 这 
原理 是 最 有 用 的 . 它 指导 我 们 将 狭义 相对 论 中 的 麦克 斯 威 方程 推 
广 到 广义 相对 论 中 .在 这 一 过 程 中 常常 以 协 变 导数 代替 普通 导 
数 . 当 引力 被 去 掉 时 它们 应 加 到 平 直 时 空中 的 原 有 形式 . 
等 效 原 理 和 广义 协 变 原理 是 整个 广义 相对 论 的 基础 ， 和 任何 
其 他 的 物理 学 原理 一 样 , 它们 不 可 能 由 已 知 的 理论 .原理 证 明和 
推导 出 来 ; 在 新 理论 建立 时 , 它们 只 能 作为 假定 提出 来 原理 的 
正确 性 只 能 由 它 的 和 整个 新 理论 的 各 个 推论 是 否 与 实验 相符 合 来 
检验 ， 

爱 因 斯 坦 引 力 理论 逻辑 十 分 简 洗 ,只 需要 这 两 个 原理 就 够 
了 . 由 这 两 个 原理 出 发 ， 导致 了 引力 场 的 几何 化 , 即 用 黎 螺 几何 
描述 引力 场 . 这 一 描述 是 如 此 成 功 . 如 此 漂亮 , 致使 人 们 称 这 两 
个 诛 理 是 理论 物理 中 最 大 的 个 人 成 就 ， 


和 


已 ”广义 相对 论 中 的 空间 和 时 间 


§ 2.1 非 哆 几 里 得 几何 的 引入 


早 在 1913 年 , 爱 因 斯 坦 就 意识 到 引力 场 和 惯性 力 场 的 等 效 
性 应 导致 空间 几何 性 质 的 改变 ,他 假设 我 们 生活 的 空间 是 非 欧元 
里 得 的 . 但 当时 还 不 知道 引力 定律 以 什么 形式 种 歼 曼 空间 的 结构 
条 件 相 联系 . 

新 的 引力 理论 是 建立 在 黎 曼 空间 概念 基础 上 的 . 在 叙述 新 的 
引力 定律 之 前 , 我 们 希望 能 够 闹 明 非 欧 几 里 得 几何 的 空间 概念 是 
怎样 引入 的 , 即 引力 场 和 惯性 力 场 的 等 效 性 以 及 任意 吉 速 参考 系 
的 等 效 性 是 怎样 导致 空间 的 非 欧 几 里 得 性 质 的 . 

爱 因 斯 坦 的 广义 协 变 原 理 要 求 引力 定律 的 数学 形式 在 任何 参 
考 系 中 都 是 相同 的 . 这 样 , 新 的 引力 场 方程 必须 是 由 非 欧 几 里 得 
空间 量 构成 的 方程 ,下面 我 们 将 看 到 ， 上 述 空间 量 就 是 时 空 的 曲 
率 张 量 ; 同时 , 引力 场 由 各 质点 的 世界 线 (即时 -空中 的 短程 线 》 
给 出 . 在 这 里 ， 动 力学 问题 归结 为 运动 学 问题 ， 而 运动 学 问题 是 
和 时 空 儿 何 概念 相 联系 的 ; 这 几何 概念 又 等 效 于 引力 场 的 概念 . 

在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 中 ,引力 场 是 几何 化 的 ， 即 假定 存在 非 
欧 几 里 得 空间 , 受 引力 场 作 用 的 质点 凤 鸭 此 空间 中 的 自由 奈 戌 . 
根据 惯性 定律 , 这些 质点 的 轨迹 应 该 是 欧 几 里 得 直线 的 推广 在 
这 空间 中 , 两 点 间 的 最 短 距 离 是 其 间 的 短程 线 . 因此 , 赫兹 理论 
中 的 隐藏 质量 和 马 替 原 理 中 的 选 远 恒星 所 产生 的 效应 都 表现 为 使 
时 空 弯 曲 ， 从 而 使 质点 在 这 弯曲 时 空中 沿 短程 线 运 动 .， 引力 场 和 
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惯性 力 场 的 等 效 性 葛 定 了 世界 纺 构 几何 化 的 基础 ， 物 质 分 布 的 影 
响 不 表现 为 力 的 作用 , 而 表现 为 时 空 的 弯曲 . 至 于 欧 儿 里 得 空 
间 ， 则 是 没有 物质 的 世界 . 

这 样 ， 引 人 非 欧 几 里 得 空间 , 便 可 将 相对 性 康 理 推 到 加 速 
系 和 由 任意 弯曲 标 架 所 确定 的 参考 系 . 换言之 , 物理 定律 的 形式 
不 仅 对 于 洛 伦 兹 变换 是 洲 变 的 , 对 于 任意 坐标 变换 都 是 协 变 的 . 

在 欧 几 里 得 空间 中 , 可 以 确定 任意 的 坐标 系 , 也 可 以 引信 任 
意 的 坐标 变换 . 但 是 应 该 指出 , 对 于 整个 空间 ,两 种 表述 是 等 效 
的 . 与 此 相反 . 邵 速 系 和 惯性 系 的 等 效 性 只 具有 局 部 性 质 . 在 非 
欧 几 里 得 空间 中 , 这 一 局 部 等 歼 性 导致 这 样 的 绪论 : 仿 射流 形 的 
小 区 域 可 以 用 切 于 流 形 某 给 定点 的 欧 几 里 得 空间 来 代替 . 

非 欧 几 里 得 空间 的 引入 ， 准确 地 给 出 了 等 效 原理 的 含义 和 它 
的 适用 范围 . 


$2.2 爱 因 斯 坦 转 盘 


考虑 两 个 同一 平面 内 的 同心 转盘 S 和 5S。S。 为 其 利 略 系 (如 
实验 室 坐 标 系 ),，S 绕 中 心 轴 相 对 于 5。 以 恒定 角速度 w 转动， 在 
So 系 中 , 空间 是 欧 几 里 得 的 . S 系 不 再 是 惯性 系 , 导致 洛 伦 兹 变 
换 的 狭义 相对 论 基本 假设 不 再 适用 . 标准 尺 和 标准 钟 都 要 受到 惯 
性 力 场 的 影响 . 

设 5' 系 是 在 所 研究 的 时 刻 固 连 于 杆 di 的 惯性 系 . 我 们 假定 ， 
S 系 和 So 系 中 对 应 的 杆 长 df 和 duis 的 比值 等 于 3 系 和 So 系 中 对 
应 的 比值 . 这 样 , 沿 同一 圆周 放置 的 标准 尺 都 有 洛 伦 兹 收缩 . 

采用 柱 坐 标 (r, ). 在 S 系 中 隘 无 限 近 的 点 tr, 内 和 (x 十 dr， 
8 十 d9) 之 间 的 距离 ,在 S。, 系 测量 , 其 值 恒 为 

dl? =dr’+ridg, : (2. 2. 1) 

在 S。 系 观测 , S 系 中 党 径 向 放置 的 斥 等 于 单位 长 人 二 0,， 无 
洛 伦 兹 收缩 ); 垂直 于 半径 放置 的 尺 则 长 度 变 为 v1 一 wri/e*. 鸯 
此 , 在 S 系 中 测量 上 述 两 邻 点 的 距离 时 , 其 值 为 
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d=dr tT re (2. 2, 2) 
特殊 地 ,， 如果 在 驴 系 中 测量 一 J r 的 圆 的 周 长 ， 则 得 
a S 
SS 一 |d{ = dB = 
| A I 
C2. 2. 3) 
周 长 与 直径 之 比 (S 系 测 得 ) 为 
3 > ->x (2. 2. 4) 
5 系 测 得 圆 的 面积 为 
fr rd 如 加 2 ZA 
s=] i 1 一 o 
《2 2. 5) 


如 果 v 二 wr 之 c, 则 有 
Srr| 1 二 | (2. 2. 6) 

用 加 速 系 (转动 系 S$} 的 标准 尺 所 进行 的 一 切 测量 ,都 将 得 到 
《2. 2. 2 一 (2.2.6)， 而 加 速 和 又 中 的 观察 者 认为 只 有 这 样 的 标准 尺 
才 是 自然 的 , 因此 ,对 于 加 速 系 中 的 观察 者 , 由 测量 所 构成 的 几 
何 学 是 非 欧 几 里 得 几何 学 他们 得 到 的 结论 是 : 由 于 存在 引力 场 
(等 效 原 理 ), 司空 间 几 何不 再 是 欧 几 里 得 几何 . 

对 于 上 述 转动 参考 系 中 的 惯性 力 场 , 由 式 (2.2.4)? 可 知 ， 离 
中 心 越 远 的 地 方 ( 引 力 场 强 越 强 ) 与 网 几 里 得 几何 的 偏离 越 大 . 

下 面 我 们 讨论 转 刘 上 的 “直线 "(短程 线 ). 在 轩 连 于 转盘 的 5 
系 中 , 空间 的 几何 性 质 由 其 中 的 线 元 


dii=godrdx” (1, j=1, 2) (C2. 2. 7) 
确证 . 设 x' 二 r， x'=9， (2. 2. 8) 
由 (<2. 2. 2) 得 

了 

1 一 |， Ba we (2. 2. 日》 

Ei: = pal 一 站 {2. 2.10) 

如一 全 一 1， #1 (2. 2. 11) 
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Ag 一 中 《2. 


代入 看 的 表达 式 , 得 到 其 不 为 堆 的 分 量 ， 


一 天 


了 
Te 8 gu Ce 
1 


a 1 
DoD se Be pT ay (2， 


式 中 4 ,1 二 39. 将 (2. 2.13) 代 入 短程 线 方程 


dix 加 区 < 红字 

dl 2 (2 

dtr r ' da: 
得 到 | | 二 DD， 《二 

中 2 好 2 drde 

dE FA 一 ozr2ycsydedr 一 小 《2 
2， 2.167 即 

器 rr dp 

| Ta | 一 ‘2 

| rr dn 

积分 得 1 ord * 2, 
将 上 式 代 人 (2. 2,4) 得 

dr 7 dP xe? mir? 

亚 | | =1—7| ee |， (2. 

Cc 

drdo drei,y erriy xe” wr 

或 者 写成 短路 六 [1 下 “十 Y1- 每 [1 一 符 -| 
C2. 

如 果 积 分 常数 =0， 则 由 (2. 2.19) 和 {2, 2. 18) 可 得 

号 

=1, 等 ~ 0. 《2. 


这 就 是 说 , 转盘 上 的 短程 线 是 曲线 9 一 const， 即 盘 的 半径 . 
若 & 关 0, 短程 线 方 程 (2. 2. 20) 可 写 为 


dr rz 1 人 一 1 而 2 kis . 
6 一 圭 去 | “| lt 人 
2 
令 p 一 并 六 (2.2 


《2. 2. 22? 可 写 为 
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2. 14) 
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. 16) 


" 17) 


.18) 


.19) 


- 20) 


.21) 


。77， 


1 dp krwi/e: 1 dp 
7 id 十 1 十 6 (2.2, 24) 
性 
, | ki /es ,s 
积分 得 ”cos™'ip ! 二 土 (8 一 名) 十 一 VC 一] 《2.2,.25》 
1 十 -到 
取 饥 一 0， 我 们 得 到 
时 
0== 土 cos“' 依 干 各 re A (9. 29,26) 
[Ml 
式 中 《2. 2. 27) 


图 2-3 中 的 三 条 短程 线 AOA', 4B 
和 号 4 构成 一 三 角形 、 其 内 角 和 显然 介 
于 0 到 之 间 . 考虑 由 三 条 短程 线 构成 
的 另 一 三 角形 OHA. 04 和 OE 沿 径 
向 ，4 互 沿 短 程 线 ,将 (2.2.11) 代 人 两 
曲线 间 夹 角 的 表达 式 ” 


图 2-3 


* 上 了 导出 式 42.2. 1) ,我 们 考 虚 三 维 欧 玖 空间 中 的 一 个 二 维 明 面 . 欧 氏 空间 中 的 
直 骨 举 标 以 二 1,2,3) 亦 太 , 曲 而 上 的 高 斯 坐标 所 x27(a 二 1,2) 表 示 . 此 时 曲面 方程 
可 写 为 


X=X = 1 2), CAI) 

曲面 上 两 点 -cr 和 "十 dx? 之 问 的 中 离 为 
| A A 
ds?= 2 dXidX'= | > | dd CA) 
_ TY dr a 

令 gu 一 之 3 CAs) 
其 tA 表示 为 

dre = gusdr dr’ {fast =12). ALY 
郧 一 方面 ,两 个 方向 qxa 利 ga 之 间 夹 角 的 余弦 等 于 

Cos = 二 守 5 对， [二 


而 ds 一 。 / 了 dxidx ， Bs=a | SEN'BX'. 《AS 


特 tAs1 一 4 扩大 ,得 到 
gabdte Bu 2 


dis WE da gard dr 
式 中 drbred er f=1,2, 


a Pe 


Ai) 


eos = 


Cos 有 一 Eu 
式 中 df{: ~ gdridr’, {2,. 2. 20) 
1 =— gudrdr’, 
3 和 dd 分 别 表示 沿 两 条 曲线 的 增 量 , 我 们 得 到 
dr Sr mr dd989 


(es 二 1]， 22. {2 过 2 和 4) 


cosg 一 末 亲 一 [2. 2. 30) 
1 一 了 
考虑 到 (2.2.18) 和 (2.2.19)， 可 将 (2. 2. 30) 写 成 
Pe 
| Ki | 1 
人 
coOs 节 一 rr 
(2.2. 31) 


式 中 和 和 妈 分 别 表示 与 | 竺 ， 特 | 和 | 喜 ， 家 | 对 应 的 积分 常数 


现在 计算 短程 线 三 角形 OHA 的 内 角 和 . 首先 求 出 党 三 条 过 


的 x 值 . 对 于 OH 和 4， 和 一 0， 故 扣 二 已 一 0， 


对 于 本 4, 在 五 点 有 和 一 0， 由 《2. 2.19) 得 


b=, r=ON. (2. 2. 32) 
wr 
1 一 2 
将 此 式 代 入 (2, 2. 18) 得 
1— 
do ct | __ wr 
到 | = sr ] 本 《2.2. 33) 
代入 (2,2.31)， 对 于 点 如 有 
TFs 下] 一 站 k=， 
_ wrh 
EE 
元 
cos#r =0, 多 一 了 《2.2.341) 


对 于 点 4( 设 边缘 wr 二 <), 我 们 有 
» 7g. 


化 —rp 


六 一 一 ， 开 一 ， 开 一 站 
i 2 
_ wr 
本 
cosg$a =1, $C 0 (2. 2. 35) 
对 于 已 点 , 空间 为 欧 儿 里 得 的 , 故 有 
入 (2. 2. 36) 
由 (2.2.34) 一 (2.2. 367? 可 知 ,， 三 条 短程 线 构成 的 三 角形 其 内 角 之 
和 介 于 0 到 Tt 之 间 : 
二 下 二 各 二 {2. 2.37) 


此 式 表 次 表明 ， 由 于 引力 场 的 存在 , 转盘 上 的 空间 不 表 遵 守 欧 几 
里 得 几何 学 . 

下 面 讨论 转盘 上 的 坐标 时 和 本 征 时 . 设 S 系 钟 C 的 读数 记 为 
1， So 系 钟 C。 的 读数 记 作 如 ，S 系 钟 C 的 读数 记 作 +. 它们 有 共 
同 的 零点 ， 和 长 度 测 量 的 情况 类 似 , 我 们 假定 1 和 4 的 比值 与 # 
和 所 的 比值 相同 心 对 应 于 惯性 系 5S' 系 的 锅 )， 这 号 等 于 假定 同一 
空间 位 置 的 两 个 钟 的 读数 间 存 在 着 洛 伦 兹 关系 式 : 


立 .3 
:一 外 1— (2. 2. 38) 


两 个 参考 系 中 和 的 观察 者 都 发 现 和 较 Co 悍 一 个 溢 伦 慈 因 
子 . So。 系 观察 者 把 这 一 现象 解释 为 CC 经受 了 加 速 过 程 ; S 系 观 察 


者 则 解释 为 引力 场 的 作用 .引力 场 的 势 为 乙 = 一 到 czr， 圾 
(2. 2, 38) 又 可 写 为 


i:=t, 1 十 中 ， (2, 2 39) 


在 $ 系 中 ,不 同位 置 的 钟 是 不 同步 的 ,但 位 于 同一 半径 圆周 上 
所 有 钟 都 同步 . 由 式 (2. 2. 38) 确 定 的 时 间 称 为 $ 系 中 的 坐标 时 、 
容易 发 现 , 车 用 坐标 时 来 确定 光速 ， 则 它 不 等 于 常数 ,实际 
上 , 在 5S, 系 中 ,对 于 光 信 号 有 
dS:=—dri—ridB— dxi+e’dii=0, 【2.2. 40) 
+ B80* 


变换 到 5S 系 ， 


r=—rys =P, — wy T= go (2. 2, 41) 
我 人 有 一 dr 一 rd 一 dz 二 -20 (2.2.42) 
ar 
1— 7 
吕 
或 者 写成 di 2 0. (2, 2. 43) 
ep 2 
一 ~ 
采用 学 标 时 ， 光 速 应 为 
有 2 工 Faure 1i12 
"一 平一 [wr dg . (2. 2. 44) 
所 cdr 
式 中 出. 为 欧 几 里 得 空间 的 线 元 ; 
di:=—dr: 二 rd 二 dz, C2, 2. 45) 


由 (2. 3. 44) 可 见 , 誉 标 光 速 不 等 于 常数 c. 
下 面 采 用 本 征 时 ， 代 替 欧 几 里 得 空间 线 元 dz,, 我 们 引 人 人 转盘 
上 的 非 欧 几 里 得 空间 线 元 
rd 


tr 


d= 二 dy 十 二 dei (C2, 2. 46) 


1 一 2 


特此 式 代 入 (2, 2. 427， 得 到 
—df+cidr=0， (2, 2. 47》 


其 中 dr—, | 1 | dt ss) (2. 2, 48) 
量 * 是 与 转盘 上 的 非 欧 几何 相对 应 的 本 征 时 间 , 采用 本 征 时 间 ， 
则 光速 恒 等 于 常数 <. 这 一 结论 对 于 一 般 的 静态 引力 场 ( 取 go 一 
0 都 是 正确 的 [ 见 刘 这 ; 广义 相对 论 ，3 1. 67， 


$2.3 广义 相对 论 中 的 室 间 和 时 间 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 到 , 转盘 上 的 二 维 空间 几何 是 非 欧 几 
"1 


里 得 的 ; 转盘 上 各 处 的 标准 钟 是 不 同步 的 . 其 原因 是 这 一 二 维 空 
间 中 存在 引力 场 , 或 者 说 , 引力 场 使 空间 弯 昌 了 ; 引力 场 改变 了 
时 空 属 性 . 在 狭义 相对 论 中 , 不 管 引 力 场 存 在 与 否 , 空间 都 是 平 
直 的 , 同一 参考 系 中 各 处 的 钟 都 是 同步 的 . 或 者 说 , 在 狭义 相对 
论 中 , 引力 场 的 存在 对 时 空 属性 没有 影响 (严格 些 说 , 忽略 了 这 
种 影响 )， 

19 世纪 以 将 ， 人们 认为 欧 几 里 得 几何 学 是 唯一 合理 .唯一 真 
实 的 几何 学 . 19 世纪 初 ， 人 们 开始 认识 到 非 欧 几何 和 欧 几 里 得 几 
何 同样 是 合理 的 . 但 仍然 认为 欧 几 里 得 几何 学 是 唯一 真实 的 一 一 
真实 的 三 维 空间 内 遵守 欧 几 里 得 几何 学 . 20 世纪 , 广义 相对 论 诞 
生 . 它 断言 二 者 都 是 真实 的 当 引 力 场 不 存在 时 , 欧 几 里 得 几何 
是 真实 的 ; 当 引 力 场 存在 时 , 非 欧 几何 是 真实 的 . 

对 于 转盘 上 的 二 维 空间 , 我 们 看 到 , 任意 二 曲线 间 的 夹 角 
(类 似 地 , 任 一 面 元 ) 都 由 度 规 张 量 gw 唯一 确定 . 对 于 任意 的 四 维 
时 空 ， 其 几何 性 质 、 空 间 量 , 也 都 由 度 规 张 量 gj 唯一 确定 ， 这 就 
是 说 ， 只 要 给 出 线 元 的 具体 表达 形式 

d5: 一 gdzedzrr (my 一 0，1，2，3)， 《2. 3. 1) 
时 空 的 一 切 性 质 便 唯一 确定 . 

前 面 我 们 曾 讨论 了 转盘 上 的 坐标 时 和 本 征 时 的 区 别 . 下 面 讨 
论 坐 标 时 和 本 征 时 以 及 坐标 钟 和 标准 钟 的 普遍 定义 ， 给 出 它们 之 
河 的 关系 . 


在 任意 坐标 系 z 中 , :一 也 称 为 坐标 时 ， 其 时 计 称 为 坐标 钟 


在 引力 场 中 任 一 点 ,引入 一 局 部 静止 惯性 系 (dx 二 0) ,其 中 静止 
粒子 世界 线 长 度 除 以 c 称 为 本 征 时 , 以 7 表示, 其 时 计 称 为 标准 
钟 ， 即 


dr= 汪 = Y Hondt. {2.3.2) 


此 好 誉 标 钟 和 标准 钟 的 关系 . 


“82° 


$2.4 引力 场 的 势 


定义 引力 场 强 a; 


2 
,a=Ya . {2.4.1) 


式 中 六 为 纯 空 间 度 规 . 

和 电场 的 情 癌 类似， 引力 场 强 度 也 可 表示 为 标的 的 梯度 和 矢 

势 对 时 间 的 微 商 . 引力 场 强 可 用 一 静止 试验 质点 所 爱 的 力 来 量 

度 . 在 引力 场 中 , 一 目 册 质 点 的 运动 方程 应 为 短程 线 方程 
1 edr'dr” 


一 


和 ew 秆 | oa did (2. 4. 2) 
d? re* a Cr” dz _ 


试验 质点 瞬时 静 耻 (dz 一 0)， 上 式 的 空间 分 量 表 示 为 ( 取 参 量 1 一 
zy 


dixr’: 1 B80i dzxe d dx? 
Sudr 2 ar | 守 ] - 示 | go 和 。 《2. 4. 4} 
” 2 
到 有 ds:—=edr 二 — df godr 一 | 。 C2, 4. 5) 
县 00 
dx dx 8 
式 中 WW 二 三 一 一 (2. 4.6) 
dz dx 个 
号 0 
刁 
将 (2.4,5) 两 边 除 以 dx”， 解 出 吧 ， 得 到 
1 
dx? Yn | gs 
on f 一 -二 。 (C2, 4.7) 
dr 1 可 0 C 
di 
式 中 二 (2, 生 ， 8) 
dr ] 一 六 2 2 于 
上 式 即 ge 元 | oz. -党 | (2. 4, 9) 


两 边 对 7 微分， 并 注意 到 ww'==0, ds’: 二 gwdzx" 一 cidr:, 得 到 
。 B37. 


， A 村 2 和 
于 | su 号 dr | 司 本 A 二 5 有 = (2, 4. 107 
Eon 


冯 由 dr 三 所 goodf 可 得 
dix* 1 dr” 


dr po dr C2.4.11» 
将 (2.4.6) 一 C2.4.11) 代 入 (2.4.4), 得 到 
dz" ilc28gol go 
7 guo. (2. 4. 12) 
2 T 
令 U 一 一 写 人 1 一 ko)， 县 eu=1 十 近 ， 2.4. 13» 


C2, 4. 12) 可 写 为 


adr aU 万 2037 
Qi Hr 1 十 2 Dr 《之 4， 14》 


U 称 为 标量 引力 势 ,Y; 称 为 矢量 引力 势 . 对 于 时 轴 正 交 系 ,六 一 0、 


a 改 本 =。 


| 引力 场 方 程 


§ 3.1 场 方 程 的 建立 


引力 场 的 分 布 确定 了 时 - 空 的 几何 结构 ; 反之 ， 时空 的 几何 
结构 唯一 地 确定 了 引力 场 的 分 布 . 而 时 - 空 的 几何 性 质 完 全 由 度 
规 张 量 gj 确定. 因此, 张 量 g; 既 描述 时 空 几何 又 描述 引力 场 . 换 
和 名 话说 , 引力 场 就 是 时 - 空 度 规 张 重 场 ， 既然 gi 作为 (引力 ) 场 分 
布 ， 故 应 满足 一 定形 式 的 微分 方程 . 按照 广义 协 变 原理 , 这 些 方 
程 应 该 由 同 阶 张 量 组 成 ; 方程 应 含有 场 变量 8 所 构成 的 张 量 ， 还 
应 含有 作为 场 源 的 物质 场 的 张 量 ,在 牛顿 近 做 下 ,该 方程 应 能 如 
化 为 牛顿 引力 场 方程 . 

我 们 知道 , 牛顿 引力 势 U 满足 泊 松 方程 : 

YU =A4rGp. {3.1.1) 
而 (2. 4. 13) 告 诉 我 们 ,引力 场 的 势 U 与 go 有 简单 的 关系 (只 差 党 
数 ). 在 狭义 相对 论 中 ， 上 式 石 端 的 质量 密度 p 叉 恰 为 能 - 动 张 量 
的 分 量 Tw 因此 , 由 午 顿 引力 场 方程 (3.1.1) 推 断 ， 推广 后 的 新 
的 引力 场 方 程 的 右 端 应 为 物质 场 的 能 - 动 张 量 , 左 端 应 该 是 含有 
gu 的 二 阶 协 变 导 数 的 二 阶 张 量 , 由 上 式 还 可 以 推断 ， 新 方程 关于 
gw 的 二 阶 导数 应 是 线性 的 . 只 有 这 样 ,才能 保证 在 近似 条 件 下 新 
的 方程 能 鲍 退化 为 方程 (3. 1. 1). 

可 以 证 明 [ 见 HR，Vermeil，Nachr，Ges Wiss Gattingen 
(1917 和 ,含有 gm 和 它 的 一 阶 .二 阶 导 数 , 且 对 二 阶 导 数 为 线性 组 
合 的 二 阶 张 量 只 可 能 取 下 述 形式 ， 

» 85。 


CR CRe, Cg, 《3. 1. 2) 
其 中 CC,, Cs 和 CC; 均 为 常数 . 因此 , 场 方 程 的 最 普遍 的 可 能 形式 
应 为 
Rast ARg, + Apn =RT,. 《3. 1. 3) 
式 中 万 由 引力 常数 唯一 确定 . 4 和 是 待定 常数 , 可 以 由 Ricci 张 
量 尽 .的 内 在 性 质 积 无 限 近 处 的 时 空 渐 近 性 质 来 确定 ， 
在 狭义 相对 论 中 , 能 量 - 动 量 守 恒定 律 表 示 为 了 一 0 在 广 
尽 相对 论 中 自然 应 推广 为 了 4% 一 0 这样， 应 该 要 求 
(R= 十 4Rg 一 0. 《3. 1. 4) 
将 此 式 与 附录 中 (7.16) 式 比较 ， 知 


二 -车 
和 二 Eh C3, 1. 5) 


于 是 《3.1.3) 可 写 为 


Ra — Re tag = RT, (3. 1. 6) 
对 于 真空 的 情况 , 了。 一 0，(3.1.6) 简 化 为 
Rat Agw=0. (3.1.7) 


这 一 方程 中 只 含有 gs- 和 它们 的 导数 .这 表明 , 4 的 值 只 能 由 整体 
空间 的 几何 性 质 决 定 . 如 果 承 认 无 引力 场 时 ,空间 是 欧 几 里 得 
的 , 那么 时 空 结构 就 必须 满足 条 件 


Rm=0. (3, 1. 8) 
(3, 1. 8) 是 时 空 平 直 的 充分 且 必 要 条 件 . 此 式 应 导致 
R,=10. {3.1.9) 


实验 观测 结果 表明 , 在 数 十 万 光 年 的 空间 范围 内 ，(3.1- 9) 
是 和 实验 结果 符合 得 很 好 的 .在 太阳 系 内 的 实验 观测 就 更 加 准确 
地 与 (3. 1. 9 相合. 于 是 可 以 断定 , 4 值 应 该 等 于 零 或 极其 微小 . 

我 们 有 理由 认为 , “没有 物质 场 (T, 一 0 的 空间 是 欧 儿 里 得 
的 ”这 是 不 范围 空间 内 的 经 验 概念 ,可 望 在 更 大 的 空间 范围 内 会 
与 欧 几 里 得 几何 有 偏离 ; 那 时 才 有 必要 考虑 场 方程 中 的 Age 一 项 
0 天 0). 因此 , 常数 14 称 为 宇宙 因子 . [ 困 一 CL 2, 工 为 宇宙 虹 
离 ,， 数量 级 为 宇宙 半径 . 

本 B66" 


方程 (3. 1.6) 即 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 . 
R— $+ 
Re 一 分 ge 十 6“ 一 AT 
或 者 注意 到 R 二 44 一 TT 有 
a, 
| 了 2 十 到 人 | ' 
R”" 十 Ag” 二 | T“ 十 到 ee| ， 


Re 十 Mg 一 A| Ti Fee . 


$3.2 牛顿 极限 


它 可 以 写 为 下 述 形 式 : 


(3.1.10) 


3.1.11) 


(3.1. 12) 


(3.1.13) 


[3.1.14) 


我 们 讨论 弱 引 力 场 的 情况 . 在 线 元 ds: 二 gwdxr*dx' 的 表达 式 
中 , 取 x 二 ci， t 为 时 间 坐 标 . 线 元 表达 式 石 端 各 项 中 ，&rdzr?dz? 
比 2g8otdz*dzr 要 大 一 个 量 级 , 而 2godxr"dx* 又 要 比 gudzrsdr 大 一 
个 量 级 . 因此 , 忽略 一 阶 小 量 时 有 ds 有 godx"dx'"， 显然 ， 当 速度 


Ee 或 者 dx"<cdt 时 上 述 条 件 成 立 , 这 正 是 牛顿 极限 条 件 . 


在 短程 组 方程 

der wdzedzz 
ds: ds ds | 

中 ,我 们 引信 另 一 参量 X( 沿 短程 线 ); 
dz _dzd 
ds dads’ 
dx _ dx" Eo dzx"d*A 
ds: dX | ds da ds** 


将 (3, 2. 2) 和 C3,2,3) 代 入 (3. 2.1), 得 到 
dr pe 可 六 < 可 区 一 和 | 对 | 开间 .72 
d 下 二 wd 一 一 下 


dA 


(3.2.1) 


(3,. 2, 2) 


{3.2.3) 


(3.2. 4) 


现在 取 参 量 4 为 时 间 坐 标 xz*， 此 时 (3. 2.4) 可 与 为 


+ 


叶 ， dex dzol ,, 
十 了 ee 一 了 ds 区 
式 中 一 点 表示 对 x 求 微 商 ， 上 式 的 等 分 量 为 
dix i dx) 2 
ds .| 


(3.2,5) 


2 十 也 yt" 一 一 


但 是 客 =1, 辣 二 0. 故 有 


器? -0 | nn “I 
3 [ 室 | =— Te, C3.2.6) 


将 上 式 代 入 (3.2.4)}, 得 到 

二 CT Td) 一 人 《3. 2.7) 
由 于 这 二 0 和 z=1， 上 式 的 零 分 量 是 一 恒等式 , 因此 它 等 效 于 
下 面 的 方程 ; 


二 (Te— Tz 2 =0, (3. 2. 8) 
注意 到 之 一 上 守 ， 有 Fu 交 Pi。 同时， 考虑 到 zz? 泡 祈 ， 上 

式 最 后 简化 为 
二 一 oo. (3.2.9) 


此 式 表 明 Pi 是 单位 质量 试验 粒子 所 受 的 牛顿 方 . 我 们 还 可 以 进 
一 步 简化 Po 的 表达 式 ， 


， ie Boom 工 ro 1 dso 
Pw= 8 2 本 Ea 了 一 地 dr 
《3. 2,. 10) 
结果 得 到 最 低级 近似 下 的 短程 线 方程 
i ] 加 om 
a (3.2.11)» 
考虑 到 gw 一 1 十 千 ， 上 式 可 用 引力 标 势 上 表示: 
a 130 
i 《3, 2. 12) 
dir: a 
或 a (3. 2. 13) 


此 式 表 明 U 即 为 牛顿 引力 势 . 
下 面 讨论 场 方程 的 牛顿 极限 . 考虑 忽略 宇宙 项 的 场 方程 
» 88 。 


R= Te 一 去 Tege|. (3. 2. 14) 


在 最 低级 近似 下 , 我 们 有 
了 了 一 了 了。 a aT" To 《3。 2. 15» 


由 此 得 。Ro 一 和 Tw 一 了 80T | 人 


| Tw 一 计 oT 一 二 ATm 一 六 hocz { 3。 2， 16) 
式 中 2 为 引力 场 源 物 质 的 密度 及 oo 的 渐 近 式 还 可 以 由 I, 给 出 ; 
3 忆 a a 
00 一 Er a + ToT — Taal Er 


《3. 2. 17) 
将 (3.2.10) 代 人 上 式 , 得 到 


A: 
Ro = 2 > > 元 和 一 = 3 Vg 一 三 ViU 〔3， 2, 18} 


式 中 入 为 三 维 拉 关 科 斯 算 符 
比较 (3.2,16) 和 (3.2.18), 得 到 


VU=3kctp. (3. 2. 19) 
将 上 式 与 牛顿 引力 场 方 程 9 人 = 二 4xGp 比较 ,得 到 常数 上 的 值 : 
4 一 SC (3. 2. 20) 
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至 此 , 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 (3. 1. 3) 中 的 常数 4 和 上 均 已 确定 . 
$3.3 关于 宇宙 因子 4 的 讨论 


起 初 爱 因 斯 坦 引 入 宇宙 因子 4 是 为 了 得 到 静态 宇宙 解 ， 对 于 
不 等 于 零 的 平均 密度 11 王 pc 一 const， 4 应 等 于 8xGp/e*. 后 来 发 
现 了 红 称 , 爱 因 斯 坦 倾向 于 4 一 0 的 场 方程 , 1930 年 以 前 ,人 们 详 
细 研 究 了 4 关 0 的 宇宙 解 ( 静 态 的 和 非 静 态 的 )， 但 是 直到 196? 年 
以 前 ， 人 和 们 一 直 没 有 完全 确认 引 大 宇宙 因子 4 的 必要 性 和 真实 
性. 1967 年 ,类 星体 按 红 移 分 布 的 一 种 解释 指出 , 4 可 能 不 为 零 ， 
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具有 量 级 Mss10-scm-:， 
至 令 ,， 上述 解释 也 没有 被 完全 证 明 . 甚至 在 用 于 一 些 新 观测 
到 的 类 星体 时 过 到 了 困难 . 但 是 另 一 方面 , 讨论 过 程 表 明 , 简单 
地 假定 4=0 也 没有 根据 , 大 多 数学 者 不 认为 4 二 0. 可 以 预料 ,， 近 
些 年 仍然 很 难 确定 4 值 或 它 的 极限 值 . 
宇 害 因子 有 什么 物理 含义 ?为 什么 学 者 们 对 它 如 此 感 兴趣 呢 ? 
前 面 曾 指出 , 4 的 量 网 是 [ 习 王 cm-2z， 由 此 可 以 把 它 看 作 空 的 
空间 (没有 物质 和 引 沪 波 ) 的 曲率 . 而 引 万 理论 把 曲率 和 能 量 . 动 
量 .物质 压强 联系 起 来 ， 在 式 (3.1.6) 中 , 将 4 项 移 到 右 端 ， 我们 
得 到 
Re 一 于 gu 有 一 AT 一 we (3. 3. 1) 


A 关 0 意味 着 空 的 空间 产生 了 引力 场 . 它 相 当 于 充满 整个 空间 的 物 
质 , 其 密度 为 
| 
Di gn 
能 量 密度 为 
| 
所 一 8 全， 


(3. 3. 2) 


(3. 3, 3) 


| 
压强 为 已 一 一 s 一 一 站 C- 《3. 3. 4) 


对 于 A10 cm p10 g/cm’, el10 ierg/cem’. 

在 这 个 意义 上 ， 可 以 说 真空 具有 能 量 密度 &; 和 压强 Pi 压强 
张 量 ). 

这 里 应 指出 , 对 于 总 和 mm, 我 们 做 了 这 样 的 假定 : 理论 的 相 
对 论 协 变 性 不 被 破坏 ; & 和 PP; 在 Lorentz 变换 下 是 不 变 的 . 

上 述 各 量 在 基本 和 粒子 实验 和 原子 .分 子 物 理 实验 中 不 表现 出 
来 . 进行 实验 的 局 部 空间 中 的 真空 能 量 起 着 常数 项 的 作用 , 可 以 
在 能 量 守恒 定律 中 被 消 掉 ， 

ei 和 Pi 只 在 引力 现 银 中 出 现 , 由 (3. 3.1) 可 见 ， 字 宙 项 在 场 
方程 中 是 和 物质 场 能 - 动 张 量 平权 的 一 项 , 它们 同样 作用 于 室 间 ， 

+ 中 


因此 , 卡 文 迪 许 实验 原则 上 应 可 以 用 来 发 现 和 测量 & 及 Pi. 两 错 
球 的 引力 取决 于 铝 的 密度 和 真空 的 密度 pt|6 | 三 10 g/cm)， 
积分 时 遍及 铅球 的 体积 ， 

实际 测量 s 和 P, 是 不 可 能 的 . 无 论 用 实验 室 中 的 实验 .观测 
太阳 系 中 行星 的 运动 , 还 是 观测 银河 系 中 恒 量 的 运动 ,都 无 法 测 
得 &; 和 Pi 的 值 . 实际 上 , 在 太阳 系 中 , 在 半径 等 于 地 球 轨道 半径 
的 空间 范围 内 ,物质 的 平均 密度 为 (p) 守 10 "g/cm’, 在 银河 系 中 
为 10 g/cm ma 的 将 应 均 无 法 观测 (可 忽 赂 不 计 ?. 它 的 影响 只 
能 在 宇宙 尺度 上 表现 出 来 ， 

关于 4 的 性 质 , 一 - 些 学 者 认为 , 确定 的 值 4 和 对 应 的 me 
均 作为 宇宙 常数 , 不 再 作 进 一 步 的 解释 . 另 一 种 观点 是 假定 零 级 
近似 : 4 二 p= 二 & 二 PP, 二 0. 

下 面 我 们 先 回顾 一 下 关于 真空 能 量 的 理论 发 展 ， 再 说 明 关 于 
建立 字 宙 因子 4 的 理论 的 一 些 观点 ， 

第 一 批 关于 电磁 场 量 子 化 的 尝试 导致 了 真空 能 量 密度 无 限 大 
的 伴 兆 . 真空 作为 所 研究 系统 的 最 低能 态 ( 饮 如 在 研究 电磁 现象 
时 用 Maxweli 方程 组 表征 ), 粒子 (如 光子 ) 是 基本 的 受 激 系统 ， 
类 似 于 量子 力学 中 原子 核 在 品 体 点 阵 中 运动 的 图 像 : 基本 的 受 激 
态 叫 作 光 子 ( 声 子 . 量 子 ); 在 晶 蛋 的 基态 不 含有 光子 ,， 即 具有 和 零 
温度 . 这 个 状态 类 似 于 真空 . 晶体 基态 的 能 量具 有 完全 确定 的 
值 , 是 可 以 测量 的 . 同一 元 素 的 不 同 的 同位 素 , 其 基态 能 其 依 赖 
于 同位 素 原 子 气体 的 温度 . 在 最 简单 的 场 论 方案 中 , 基态 共有 无 
限 大 的 能 量 . 但 是 可 以 改变 一 下 理论 的 形式 ,和 使 得 自由 场 的 自由 
态 能 量 等 于 零 . 

E+H’ 


在 经 典 Maxwell 理论 中 , 能 量 密度 等 于 e 一 一 8 里 弗 西 
兹 (Lifshitz) 曾 指出 , 不 存在 一 种 量子 电动 力学 理论 ,能 使 真空 中 
匹 或 吾 : 的 平均 值 等 于 零 ( 离 电荷 很 远 并 且 不 存在 实 光子 )， 因 
此 ,为 了 借助 于 通常 的 算 符 乘积 来 构成 这 些 理论 , 使 真空 * 一 0， 
就 必须 放弃 与 场 强 之 间 的 经 典 关系 式 . 
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真空 能 量 的 另 一 种 来 源 是 由 狄 拉克 (Dire) 电 子 理论 给 出 的 ， 
负 能 态 被 充满 的 思想 不 可 避免 地 导致 能 量 密度 具有 负 值 . 在 这 种 
情况 下 ， 也 必须 改变 原理 论 , 使 得 对 于 无 相互 作用 的 真空 < 便 等 
于 零 . 但 是 不 能 保证 在 有 相互 作用 时 真空 能 量 仍 为 零 . 按照 现在 
的 理论 , 不 仅 实 粒子 之 间 存 在 相互 作用 ,而 且 虚 粒子 也 有 相互 作 
用 . 注意 这 里 * 相 互 作用 ”一 术语 和 经 典 意 义 上 的 不 同 . 在 经 典 物 
理 中 谈 到 两 个 碰撞 物体 的 相互 作用 , 质子 和 电子 的 库仑 相互 作用 
等 ; 在 量子 场 论 中 谈 到 4- 费 米 相互 作用 (当中 子 , 电子 , 质子 和 中 
微 子 散 射 时 ?和 光子 -电子 相互 作用 ( 当 电 子 辐射 光子 时 )， 

众所周知 ,自由 电子 不 能 辐射 实 光子 . 但 是 可 以 说 自由 电子 
加 射 然后 又 吸收 了 虚 光 子 . 这 将 使 电子 的 质量 和 磁 矩 发 生变 化 ， 
正如 Lemb 实验 所 证 实 的 那样 . 实验 测定 电子 质量 的 变化 是 不 可 
能 的 ,因为 不 可 能 测量 失去 虚 光 子 后 电子 的 质量 . 但 是 电子 蓄 抵 
的 变化 却 可 以 测 出 来 . 

还 有 许多 类 似 的 过 程 , 例如 电子 对 (e+, e- ) 在 真空 中 产生 和 
潭 灭 . 

现在 , 真空 的 组 成 和 性 质 的 理论 不 像 60 年 前 那么 简单 和 有 明 
显 . 
真空 能 量 理论 的 第 一 个 可 能 方案 是 假定 在 没有 场 和 相互 作用 
时 真空 的 能 量 恒 等 于 霉 ; 当 它 们 存在 时 真空 的 能 量 不 等 于 零 . 引 
入 实 粒子 时 它 应 等 于 一 个 附加 常数 . 根据 这 一 方案 建立 的 粒子 理 
论 可 以 使 所 得 结果 不 依赖 于 未 知 的 (不 确定 的 或 无 限 大 的 ) 真 空 能 
量 . 费 曼 正 是 这 样 做 的 . 他 把 跃迁 幅 41s (真空 加 始 态 1 的 粒子 一 真 
空 加 末 态 2 的 粒子 ) 分 解 成 A4y (真空 一 真空 ) 和 比值 4izy4v 的 积 . 
只 有 Ais/Ay 才 是 与 实 粒 子 相 互 作用 对 应 的 真实 值 . 这 一 方案 使 真 
空 能 量 问题 得 到 了 很 好 的 解决 , 但 是 这 一 方案 不 包含 引力 场 . 在 
引力 理论 中 , 真空 的 能 量 密度 如 前 面 所 说 , 是 真实 的 , 原则 上 可 
观测 的 . 

在 粒子 理论 中 , 真空 能 量 理 论 的 第 二 个 方案 , 即 公 理 式 的 方 
案 , 假定 真空 的 能 量 密度 和 相应 的 压强 恒 等 于 零 . 
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这 一 假定 只 能 作为 一 种 可 能 性 提出 .有 些 文献 中 出 现 这 样 的 
断言 ;这 一 公理 是 必须 的 ， 只 有 这 和 样 才能 与 相对 论 的 不 变性 相符 
合 . 这 样 的 断言 是 不 正确 的 . 正如 前 面 指 出 的 , 真空 的 压力 已 和 
能 量 密度 & 均 不 为 零 , 它们 之 间 的 关系 已: 一 一 所 (由 场 方程 得 出 ) 
具有 相对 论 不 变性 . 

我 们 指出 , 像 粒 子 理论 一 样 , 原则 上 可 以 估计 & 的 量 级 , 它 
不 等 于 零 且 保持 相对 论 不 变性 . 这 里 应 注意 ,常常 在 研究 有 限 体 
积 V 内 的 能 基 玉 二 ev 时 发 生 错 误 . 真空 的 三 维 动量 PP 显然 等 于 
零 ， 因为 真空 中 无 法 分 辨 方 同 . 能 量 和 动量 构成 四 维和 拓 量 (E, PP); 
对 于 给 定 的 体积 , 这 4 矢量 是 (E, 0). 这 样 的 组 合 显然 不 是 不 变 
量 , 如 果 不 息 定 五 =0(s= 一 0)， 在 另 一 相对 于 该 坐标 系 运动 的 坐标 
系 中 将 有 了 P 关 0. 错误 发 生 在 选择 了 特殊 的 有 限 体 积 , 因为 这 违背 
相对 论 不 变性 , 无 限 的 ( 非 局 城 的 ) 介 质 ,， 其 中 包括 真空 , 可 以 用 
能 量 密 度 表征 , 它 是 一 个 能 - 动 张 量 的 分 量 TI". 此 张 量 的 其 余 分 量 
TG 二 1, 2，3) 了 岗 时 描述 空间 的 能 流 和 动量 密度 . 能 - 动 张 量 的 分 
量 T$ 对 应 于 弹性 理论 中 的 张力 . 对 于 流体 (各 向 同性 的 》ZY= 
Por. 

在 这 里 重复 这 些 众 所 周知 的 内 容 是 为 了 强调 , 问题 不 在 于 真 
空 是 否 具 有 能 - 动 矢量 , 而 在 于 是 否 存 在 能 - 动 张 量 . 不 存在 具有 
相对 论 不 变性 的 矢量 ( 它 的 大 小 人 恒 等 于 零 ), 但 是 完全 有 可 能 存在 
相对 论 不 变 的 张 量 .在 洛 伦 兹 系 中 , 这 一 张 量 应 有 形式 

1 0 0 0 
T,. ,=—=const ， C3. 3. 57 
0 0 一 1] 0 
0 0 菇 一 工 
新 这 正 是 在 4 了 #0 的 情况 下 所 提 到 的 那个 张 量 . 人 们 没有 理由 先 验 
地 排除 这 样 的 与 真空 相 联系 的 张 量 . 

现在 仍然 存在 的 问题 是 : 

1, 是 否 存 在 某 种 要 求 4 关 0 的 原理 ? 

2. 我 们 是 否 应 该 把 4 看 作 新 的 独立 的 常数 ? 或 者 说 : 

了。 


3. 能 否 由 其 他 的 普 适 常数 来 计算 4( 尽 管 只 是 量 级 7? 

下 面 我 们 试图 回答 第 三 个 问题 , 不 涉及 前 两 个 问题 . 这 一 回 
答 ( 根 据 量 纲 和 量 级 的 比较 ) 也 许 有 利于 构成 更 正确 的 和 最 终 的 理 
论 . 

在 实验 物理 中 , 我 们 测量 (真空 二 粒子) 系统 和 单独 真空 系统 
的 能 量 之 差 , 木 等 于 零 的 已 在 计算 中 被 消 掉 了 . 按照 真空 极 化 理 
论 和 量子 的 粽子 理论 所 作 的 全 部 工作 都 是 这 样 的 . 

量 e 只 在 引力 理论 中 才 引 人 . 虽然 没有 精确 的 理论 , 但 是 我 
们 可 以 借助 于 量 岗 的 分 析 提 出 重要 的 设想 ， 

基本 粒子 理论 使 人 们 能 够 建立 具有 的 量 纲 的 量 . 由 理论 基 
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本 常数 可 以 构成 能 量 me?, 长 度 起 ,密度 | 诗 | 和 一 me x 
至 这样 得 到 的 量 &; 明显 的 不 合用 . 因为 以 电子 质量 代入 时 得 
si 一 1022ergycma， 以 质子 质量 代 人 时 得 &~10*ergj/cmi. 这 些 数值 
证 大 于 宇宙 学 中 假定 的 信之 10 ?erg /em). 正 因为 这 样 ,物理 
学 家 才 本 能 地 反对 4 去 0; 如 果 不 能 取 更 大 的 (相应 地 取 更 大 的 
Ah)， 则 什么 都 谈 不 到 . 

mnie 


在 天 文学 家 的 影响 下 ,人 们 发 现 将 me | 2 乘 以 一 个 表征 


引力 的 无 量 纲 因 子 S2- ,可 能 构造 出 一 个 合理 的 &. 这 一 表达 式 为 

so=| 守 me | 吝 | = 放生 .5.0 
这 一 表达 式 可 以 解释 为 :在 真空 中 产生 媚 粒 子 , 质量 为 %, 它们 
的 平均 空间 距离 为 ; 假定 它们 的 总 的 本 征 能 量 为 零 ,使 得 真空 
的 总 能 量 密度 只 决定 于 相 邻 粒子 间 的 相互 作用 . 对 于 匣 二 m.， 上 
式 给 出 已 =107 erg/emi; 对 于 了 一下， 上 式 给 出 sa 一 lerycm 宇 
宙 学 所 假定 的 信介 于 二 者 之 间 . 

还 有 一 个 问题 人们 常 说 天 0 意味 着 引力 子 具有 不 为 零 的 
静止 质量 , 这 似乎 不 合理 . 我 们 知道 ， 当 去 0 时 ， 即 使 物质 不 存 
在 , 时 空 也 不 可 能 是 平 直 的 . 而 在 村山 空间 中 引力 子 质量 的 定义 
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是 不 明确 的 . 
宇 密 因子 项 如 果 不 等 于 零 , 它 的 数值 也 是 很 小 的 , 它 的 效应 
只 在 宇宙 学 中 才 可 能 出 现 , 这 一 抬 是 无 紫 的 . 


§3.4 引力 场 的 变 分 原理 


前 面 已 经 建立 了 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 . 李 节 将 由 引力 场 的 变 
分 原理 得 到 这 一 组 场 方 程 , 为 了 使 所 得 到 的 场 方 程 具 有 协 变性 ， 
最 好 的 途径 是 由 变 分 原理 出 发 进行 推导 . 在 许多 非 爱 因 斯 坦 引 力 
理论 中 也 都 是 这 样 做 的 ,问题 的 关键 在 于 选择 适当 的 作用 量 泛 酌 ， 
引 人 人 标量 沁 孙 
r= ltt | tL) ww 一 gd'zr. 《3. 4.1) 
式 中 I 和 工分 别 表示 引力 场 的 作用 量 和 拉 格 朗 日 函数 ,J+ 和 工 / 
分 别 表 示 队 引力 场 之 外 的 所 有 其 他 场 的 作用 量 和 拉 格 朗 日 商 数 . 
Ls 和 Zr 的 表示 式 取 为 
L,=R, Lr—— 2rb,. (3. 4. 2) 
式 中 忆 为 爱 因 斯 坦 引力 常数 ,二 8xG/e'. 
变 分 原理 表示 为 
1 =—0., {3, 4. 3) 
首先 计算 57,， 
S17, 一 | v— gRd*r = 可 ww 一 直下 二 及 = 
| ww 一 p26Rd'zr 十 Ra ww 一 Eg”)dtz, 
【3. 4. 4) 
为 了 求 出 总。 和 采用 短程 线 坐 标 系 . 此 时 有 
区。 三 pe ma 1 1 
tr TD | = 
A a 
二 一 到 |- 


SR 一 | 


" Oo" 


HEBD) (06T) 
ar dr 
(87); 1 一 【人 六。 【3. 4. 5) 
在 上 式 中 , 注意 到 (87%) 是 张 量 . 这 是 一 个 张 量 方程 , 因此, 它 在 
任何 参考 系 中 的 任何 时 空 点 都 成 立 , 不 局 限于 短程 线 参 考 系 . 于 
是 式 (3.4.4) 右 端 第 一 项 的 被 积 式 可 写 为 
Vgg’R,— VV gg {CT (dD),}— 
V —g{(g"dT ni— Cg” Th);,)= 
Vg{(g"T,) 一 (ET 一 


vv 一 BT， 《3. 4. 6) 
式 中 
Vg 一 SSTv， (3. 4. 了 ) 
为 一 逆 变 天 量 . 由 此 得 到 
/ep EE 8) 


此 式 由 高 斯 定理 化 为 泪 系 统 边 界面 的 面积 分 .在 系统 边界 面 上 
8 (从 而 Sm) 为 霉 ,因此 上 式 等 于 零 : 


| v— Ee Rdizr = 0. (3. 4. 9) 
(3.4.4) 右 端 第 二 项 为 
| RBlv— gg”)dir = 
| VE ER, dg" diz 十 em /gdtz = 
| /= aR,aerd'z + |R8 /= gd'z. C3. 4. 10) 
其 中 右 端 第 二 项 中 5 vw 一 g 可 由 行列 式 性 质 得 到 [ 见 附 录 (5.28) 
式 ]， 
6 /一 g 一 ~ 方 = «3. 4.11) 
于 基 有 


JR,a w 一 ge”)d'z =| YO— a| R,C— 二 SA Sg"dir. 


《3- 4. 12) 
将 上 式 和 (3.4.9) 代 入 (3.4.4) 得 
3, = 6| “一 ERdz= 
| 一 Radar .4.13) 
1 


下 面 计算 除 引 为 场 以 外 的 其 他 声 作 用 量 无 的 变 分 3877 由 
(3. 4. 17 和 (3. 4. 2) 知 


1/ 一 一 246| /= gL. C3. 4. 14) 
由 变 分 学 可 知 ， 对 于 水 画 


了 一 [Fc J [ A + +10 9 外 = 


《3.4. 15) 
其 变 分 表示 为 
Fr 
"= Jw i Ei 89 十“ “十 
dg OFS 十 Be rg 四 A 十 > “Jaz 
©3.4.16) 
人 
和 一 之 (一 123” Ee 四 4 | a ‘3. 4, 17) 
Eo | 本 《3. 4. 18) 


1 2 


设 (3.4. 有 六 不 含有 8 的 高 于 一 阶 偏 导数 : 
Lr=Lte”, Br}, 代入 (3. 4. 15) ~ (3.4. 18) 得 


a vo— gLr) Hv gLr) 
一 一 从 此 i I 由 
人 7 一 一 人 站 2 Sg” 十 a Sg™ idx 


《3. 4. 19) 


(3.4.19) 右 端 破 积 式 中 第 二 项 可 写 为 
，97，。 


MK gn ,| {AvgL) ww 
| We a | 2 
上 式 第 一 项 代入 {3.4.19) 化 为 沿 系 统 边界 面 的 面积 分 ,等于零 
(因为 边界 面 上 5e”*=0). 将 上 式 第 二 项 代入 (3.4.19) 得 
3 | VgL) EE v 二 B50 | jerd 


de" da 
《3. 4. 21) 
定义 能 - 动 张 量 了 ,: 
7 “#2 — 上 2 | 上 (3. 4. 22) 
我 们 得 到 
871; 二 一 上 | v 一 EToigrdtz (3. 4. 23) 


由 (3. 4. 23) 和 (C3, 4.13) 可 知 作 用量 了 的 变 分 581 为 
37 一 [|= zl, 一 总 SeR 一 kT 全 Ed (3.4,24) 
令 亲 二 0, 考虑 到 je“ 的 任意 性 ， 得 到 


R 一 六 Sr 有 一 AT (3. 4. 25) 
如 果 在 作用 量 1 中 引入 宇宙 作用 量 
n=¢e|/— sd'x, {3, 4. 20)» 


式 中 < 为 一 待定 常数 . 则 有 
和 一 六 gudpg” w 一 glx. 
此 时 由 86(I 十 Ty 十 了 二 0 得 


Rs— SguR+ gkT C3. 4. 27) 


式 中 4 一 与 .此 即 含 宇宙 项 的 爱 因 斯 坦 引力 场 方程 


8。 


$3.5 广 光 相对 论 Maxwell 方程 


根据 广义 协 变 原理 , 我 们 可 以 将 狭义 相对 论 中 四 维 形式 的 
Maxwell 方程 推广 到 弯曲 空间 . 原则 上 讲 , 只 要 将 普通 等 数 换 为 
协 变 导 数 即 可 . 

当 电 磁场 存在 时 , 因为 它 属 于 引力 场 以 外 的 物质 场 , 它 应 影 
响 时 空 几何 性 质 .电磁 场 的 能 - 动 张 量 作为 引力 场 方程 中 了 = 的 一 
个 组 成 部 分 , 应 以 明显 形式 给 出 .我 们 仍 从 变 分 原理 出 发 . 

如 果 除 引力 场 之 外 只 有 电磁 场 存在 ; 则 由 狭义 相对 论 推 广 到 
弯曲 空间 的 情况 ，(3. 4. 14) 中 的 工 应 具有 形式 


了 mi lr 
Dstt Astb,. (3.5.1》 


式 中 J?* 为 四 维 电流 密度 , 工 . 为 电荷 对 zx 的 单独 贡献 . 现在 考虑 
绩 电 磁场 的 情况 ， 即 上 式 后 两 项 为 零 ， 


1 
16x 


注意 到 ,= 二 4, ,一 Aw,, 可知 (Lj vY 一 8) 内 是 g 和 A 的 函数 . 
首先 , 保持 A 不 次 ,对 gp 求 变 分 .此 时 下 二 canst， 而 PF“ 关 
const. 我 们 得 到 
HVTEL) 1 HV TE"g) 


了 /一 FF™, (3.5, 2) 


8” 16r der 
1 dg 
ire lere” Sm 
v Frat ena | 1 
1 spd wpE , 
TE 3 1 Y 一 8 ， (3. 5. 3) 
av 一 -1 1 %__1,-s 


最 后 得 
» O09» 


Ac 时 —gL) | 年 一 站 1 4 a 
| 本 可 op 一 PP |， 人 人。 5. 9} 


令 
_1 “1 a | 
ETem =— 7 FeaF oF 一 FF ， (3. 5. 6) 


此 式 正 是 (4.3.1a}) 的 推广 ,将 (3.5.5) 代 入 81 一 86(I 十 I) 二 0, 和 便 
得 到 Einstein-Maxwell 方程 ， 


R 一 本 go 一 上 (3.5.7) 
张 量 EE; 是 零 迹 的 ; 

EEi—g*FK,—0. (3. 5. 8) 
将 (3. 5.7) 编 并 得 中 二 一 A 所 以 呈 R= 二 0，(3.,5.7) 简 化 为 

Rs,—kE,. 《3, 5. 9) 


二 式 是 只 存在 电磁 场 时 的 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 ， 
有 电荷 存在 时 ， 作 用 量 应 增加 一 项 . 对 于 电荷 为 e 的 单个 粒 
了 . 一 一 e| Adzrdr 一 一 e [Adsdr, ‘3.5.10) 
式 中 积分 ds 沿 世界 线 . 
为 了 避免 琳 点 , 我 们 讨论 带电 物质 连续 分 布 的 情况 . 设 每 一 
物质 元 带 有 电荷 . 在 每 一 点 rx", 有 速度 矢量 w*( 可 有 一 因子 与 之 相 
乘 ). 我 们 总 可 以 确定 一 道 变 矢量 密度 有“ 它 与 w* 同方 向 , 并 使 


rdxridridr’ 3.5,11» 
表示 某 一 体 元 dsz 内 的 电荷 ,而 使 
dridridr: (3.5. 12) 


表示 时 间 间 也 dz* 内 通过 面 元 dr'dx’ 的 电量 .由 于 电荷 守恒 ， 于 
是 有 
0. (3.5. 13) 
设 一 电荷 元 由 位 置 x* 称 到 位 置 关上 二 和， 为 一 阶 小 量 . 我 们 
要 确定 给 定点 x* 处 .7 了 "的 变化 . 
首先 考虑 "二 0 的 情况 , 在 一 三 维 体积 V 内 , 电荷 的 增 蝇 等 
» 100: 


于 通过 下 的 界面 流出 的 电量 的 负 值 : 
89 dridridr’ 一 | mds, . (3.5. 14) 


式 中 心 为 了 的 界面 . 根据 高 斯 定理 ， 可 以 把 上 式 右 端的 面积 分 换 
成体 积分. 于 是 得 到 
$F = — (FD). ,. (3. 5.15) 
下 面 将 (3.5,.15) 推 广 到 闫 关 0 的 情况 .我们 注意 到 ,如果 A 
正比 陡 有 各“， 则 物质 元 沿 其 世界 线 移 动 , 从 而 “不 变 , 这样 ， 上 
式 应 推广 为 
SF Fh Th),, 《3.5, 16) 
这 是 因为 当 厌 一 时 上 式 与 63.5.15) 相 人 台 ; 而 当 久 正比 于 学” 
时 ， 上 式 给 出 8 到 ?一 0. 对 于 字 “ 的 其 他 分 量 有 相应 的 式 子 , 所 以 
可 写 为 
8 一 (3 《3. 5. 17) 
量 宛 “ 是 连续 带电 物质 流 作 用 量 中 的 基本 变 基 . 经 过 变 分 和 适当 
的 分 部 积分 运算 后 , 令 hr 的 系数 等 于 零 , 便 给 出 电 街 的 运动 方 
程 . 
对 于 带电 物质 连续 分 布 的 情况 ， 带 电 粒 子 的 作用 量 (3. 5. 10) 
应 写 为 


1 二 一 [sa dridridz'ds. (3. 5. 18) 
引进 度 规 时 可 令 

Fpu w 一 及 [3.5. 19) 
式 中 p, 为 一 标量 , 表征 电荷 密度 . 于 是 (3. 5. 18) 变 为 

工 一 一 [pA v 一 gdzadzsdzsdze = 

— [47 dedridzrids. (3. 5. 20) 

由 此 得 

8 二 一 | aan + ApCT hr — Th), dz 一 


* Ol «= 


| 一 Pav 一 EEA A Th TR) dr = 


jec— uA 十 再 ee ww 一 百出 了 (3.5. 21) 


代入 变 分 原理 

全 一 全 (了 十 工 :十 互 十 天 十 二 ?一 0. 《3. 5. 22) 
式 中 括号 内 各 项 分 别 表 示 引 力 场 电磁场、 真空 场 . 电 荷 和 物质 
场 的 作用 量 ， 我 们 可 以 得 玫 上 述 各 类 场 和 引力 场 相 豆 作 用 的 方 
程 . 为 此 , 将 前 面 得 到 的 87,, 67, 87, 81, 和 87r[ 即 (3.4,.23)] 
代 入 (3.5.22), 并 注意 到 (3. 5. 1?)， 然 后 分 别 令 8Bg。， 64,。 和 A 
的 系数 为 零 . 

(1) gw 的 系数 为 等 给 出 


Re FaoR+ig. (Tt Ew). (3. 5. 23) 


这 就 是 有 有 电磁场 和 物质 场 存 在 时 的 Einstein-Maxwell 方程 ， 右 端 
的 了。 表示 物质 场 的 能 量 -动量 张 量 . 
(2) 64. 的 系数 为 零 纵 出 

一 ce 十 并, 一 人， (3. 5. 24) 
由 53. 5. 19) 可 知 pw* 二 J* 为 电流 密度 矢量 , 因此 上 式 即 为 引力 场 
中 的 Maxwell 方程 : 

Fe = (3. 5. 25) 
至 于 另 一 组 Maxwell 方程 , 很 容易 由 FF 的 反对 称 性 得 到 . 实际 
上 ,由 下 ,= 一 Fw 和 二 了 % 得 到 

Th TF = 

Et TF p= TaF ,tT 0. 
将 这 三 个 等 于 零 的 式 子 与 狭 疼 相对 论 中 对 应 的 方程 


FP, a 十, 十 下 2 ,二 0, 《3。 9， 21 
相 如 ， 便 得 到 
FP, 1 二 Fa a Fy .=—0, ‘3, 5, 27) 


这 就 是 另 一 组 Maxwell 方程 (在 引力 场 中 ). 
《3) 式 (3.5.23) 中 的 连续 物质 的 了 ,可 由 与 引 人 有 "类似 的 
* 102 。 


过 程 引 入 Q&* 而 得 到 {和 零 压 情况 )， 其 结果 为 
T= Putt,. (3, 5. 28) 
此 时 hr* 的 系数 为 零 给 出 
Du ot tT pF tt = 0, 
即 
pa st tt FTO. (3,5, 29) 
式 中 第 二 项 给 出 党 伦 兹 力 , 它 使 物质 元 的 运动 偏离 短程 线 . 
方程 (3. 5, 29) 也 可 由 守恒 定律 得 到 . 即 由 
Cpu EY), ,= 人 0 (3.5. 30) 
导出 . 由 于 


Em 一 pmp 十 下 一 Fop ,— 


PeFr + FP (Fre Pre Fe 站 一 一 下 Jo 


我 们 得 到 

uo) par 一 一 总 《3, 5. 31) 
上 式 乘 以 心 缩 并 , 并 注意 

HW 一 站 ， 《3, 5.。 32) 
得 到 

CP), ,= — FP ue 二 0. C3. 5, 33) 


这 里 用 了 条 件 /= peas， 即 J 与 ws 同一 方向 .将 (3.5.33) 代 入 
(3. 5. 31)， 便 得 到 (3- 5. 29). 
在 这 里 , 我们 选择 自然 单位 制 {c=G=1). 


3.6 物质 的 运动 方程 各 物质 场 的 能 - 动 张 量 


当 电 磁场 不 存在 时 ， 爱 因 斯 坦 引 力 场 方 程 可 写 为 (对 于 零 压 
流体 ) 
Rs— FguR— Brput.. C3.6.1) 


从 方程 (3. 6.1) 可 以 导出 物质 守恒 方程 和 物质 运动 方程 一 一 短程 
。 了 03 。 


线 方程 . 为 此 ,将 方程 两 端 求 协 变 散 度 ， 得 到 
(Dzze 一口 
即 au Cp) oud’ ,= 0., (C3, 6, 2) 
上 式 乘 以 zx 缩 并 , 注意 到 wwur ,一 0, 得 到 
Ki 站， 3.6.3) 
此 即 物 质 守恒 方程 . 将 此 式 代 回 (3. 6. 2), 便 得 到 短程 线 方程 [ 附 
录 (8. 11773]， 
于 一 3. 6. 4) 
这 就 是 说 , 对 于 一 个 物质 元 , 把 真空 引力 场 方程 应 用 到 该 物质 元 
的 周围 空间 , 则 其 运动 被 约束 在 一 短程 线 上 . 
由 场 方 程 可 以 导出 场 源 的 运动 方程 , 或 者 说 , 场 方程 中 包含 
了 场 源 的 运动 方程 , 这 是 引力 场 特有 的 性 质 . 
电磁 场 不 具有 上 述 性 质 , 由 电磁 场 方程 
| ,二 J 
求 协 变 散 度 , 注意 到 F”= 一 F*, 得 到 
J = 0 C3.6,.5) 
这 是 电荷 守恒 定律 . 由 此 可 见 , 电磁 场 方 程 本 身 只 包含 场 源 的 守 
恒 律 ,与 场 源 的 运动 方程 无 关 . 这 表明 , 在 电动 力学 中 , 可 以 在 满 
足 守恒 律 的 条 件 下 任意 给 定 场 源 (电荷 ) 的 分 布 和 运动 来 求解 场 方 
程 . 而 在 引力 理论 中 ， 引力 场 源 ( 物 质 系统 ) 的 运动 方程 必须 与 引 
力 场 方程 同时 求解. 
下 面 我 们 给 出 几 种 场 源 物 质 的 能 - 动 张 量 的 具体 形式 ， 
各 向 同性 理想 流体 的 能 - 动 张 量 与 狭义 相对 论 中 的 形式 相同 : 
T= (PH PI PE (3, 6. 6) 
式 中 6b 珍 示 随 动 坐标 系 中 的 能 量 密度 , p 是 压强 . 如 果 以 e 表示 
质量 密度 , 还 常 加 内 能 项 pr. 
在 随 动 坐标 系 中 ,流体 的 动量 和 能 量 流 均 为 零 , 所 以 
TC— Thm=0. (3. 6.7) 
由 于 压强 各 向 同性 , 故 有 
T=T6é,. (C3. 6. 8) 
sa JO4" 


于 是 了 ,具有 简单 形式 
p 0 
工 .一 0 疡 
0 0 


0 0 p 
沿 zx 轴 正 方向 以 光速 运动 的 相对 论 粒 子 ， 其 能 - 动 张 量 可 瑟 


证 


(3.6.9) 


En 


0 0 
0 
. (3. 6. 10) 
0 0 0 
人 人 涪 
上 述 粒 子 洪 x+ 轴 反 方向 运动 时 ,其 能 - 动 张 量 可 写 为 
。 -59 | 
? ? ?9 (3.6. 11) 
0 00 
0 0 0 , 
所 有 方向 的 粒子 流 和 加, 便 得 到 相对 论 气体 的 能 - 动 张 量 (p= 二 =p/ 
3)， 
在 洛 伦 兹 系 中 , 沿 zx!=xz 方向 的 症 磁 场 ( 瑟 , 一 日 :一 Ej; 二 0) 的 
能 - 动 张 量 可 写 为 
6 0 


Ej (3, 6. 12» 


3 
局 
人 


0 0 
此 式 是 (3. 5.6) 的 特殊 情况 . 式 中 p 二 言 ， 为 能 量 密度 . 沿 z 轴 方 
向 作用 有 负 压 力 (7, 一 一 p), 沿 y 轴 和 轴 作 用 有 正 压力 Cp). 如 
果 场 强 不 是 沿 着 一 个 确定 的 轴 , 而 是 任意 的 ， 则 Tu 中 会 有 不 为 
零 的 对 角 元 素 . 但 是 它 的 迹 T, (在 直角 坐标 系 中 等 于 一 了 ,一 了 一 
Ts) 保 持 不 变 ， 


对 于 纯 磁 场 , 将 能 - 动 张 量 按 最 大 不 均匀 程度 取 平 均 , 我 们 
* On+* 


得 到 


p 0 0 0 
0 pp/3 0 0 
T= {3.6.13) 
0 0 p33 0 
0 站 0 pp/3 


即 纯 磁场 平均 地 看 类 似 于 气体 , 它 具 有 特殊 的 态 方程 p= p73. 我 
们 重新 得 到 了 前 面 的 结果 . 


§ 3.7 李 导 数 和 时-- 空 的 对 称 性 


对 于 坐标 变换 了 一 7 ,， 度 规 gaoftzr) 变 为 gB w(x'). 如 果 g' (XX) 
作为 xz 的 函数 的 形式 与 g'(x'}) 作 为 的 函数 的 形式 相同 ， 则 将 
g'mlz') 中 的 x!' 换 为 x 时 ,所 得 函数 g's(z) 便 与 g(x) 相 等 了 : 

EB mT = gt). {3,.7,1) 
如 果 对 于 所 有 点 x*，(3.7.1) 均 成 立 , 则 称 度 规 g(xz) 对 于 坐标 
变换 zz 是 形式 不 变 的 (注意 上 述 条 件 与 标量 的 变换 条 件 厅 
同 ). 
在 任 一 点 一, 度 规 的 变换 式 为 


， ， ar Br’ 
mk )=— rg), (‘3.7.2) 
-AT ， ， 
SmtTJ 一 Da g af ). C3.7.3) 
将 (3.7.1) 代 入 得 
Br dr ) 
mS i ). ‘3.7. 二) 


满足 (3.7. 4) 的 变 模 称 为 等 度量 变换 . 
在 时 空中 同一 点 ,可 以 用 两 个 坐标 系 x* 和 zx'* 来 描述 . 例如 
在 Minkowski 时 空中 的 每 一 点 , 既 可 用 x: 一 (ct， x，y，z) 描 述 ， 
也 可 用 球 坐 标 x 二 (ct，r，8， 各 描述 . 两 坐标 之 间 有 确定 的 变换 
关系 . 本 节 中 我 们 引入 一 种 本 质 不 同 的 坐标 变换 ， 从 而 引 人 Lie 
导数 的 概念 ,以 便 用 来 讨论 时 空 的 对 称 性 . 
了 和 


条 人 忻 (3.7.4) 对 辐 数 xz "二 x'*(x) 是 一 个 很 复杂 的 限制 . 海 了 

使 其 简化 , 我 们 讨论 特殊 情况 .考虑 一 坐标 变换 

= EE, II). (3. 7.5) 
式 中 

LI 二 人 "(0 rr)， C3. 7. 6) 
E 为 一 参量 . 方程 (43.7.5) 表 示 变 换 r ~ 空 的 一 个 单 参 量 族 . 

设 时 空中 有 一 点 天， 以 坐标 x* 标志 ; 同一 时 空中 我 们 指定 另 
一 点 恕 ,以 坐标 标志 .和 x* 属于 同一 坐标 系 . 因此 ， 变 换 
(3,7. 5 表示 一 个 时 空 映射 (向 自身 的 )， 

再 考虑 (3.7.5) 的 一 个 特殊 情况 一 一 无 穷 小 变换 ， 

Xr =x et" (Cr), jel<l, (3,.7.7) 
这 便 是 一 个 无 穷 小 映射 . 式 中 :是 一 个 无 穷 小 参 晤 , (zx) 是 一 个 
道 挛 矢量 场 .E(x) 由 下 式 确 定 : 


"(x) 一 之 - (3.7.8) 


考虑 同一 时 空中 的 一 个 张 量 场 荆 (zx) .在 点 人 (全, 我们 可 以 
用 两 种 不 同 的 方法 确定 张 量 了 的 值 . 首先 , 在 坐标 系 x* 中 , 有 了 
的 值 了 ( 守 ). 另 一 方面 , 用 通常 坐标 变换 的 方法 得 到 记 * 系 中 工 的 
慎 字 (3). 这 样 ,在 坐标 为 各 的 点 急 , 张 量 了 了 有 两 个 不 局 的 值 , 二 
者 之 差 便 给 出 张 量 人 的 Lie 导数 的 概念 . 

于 面 分 别 给 出 标量 场 、 矢 量 场 和 张 量 场 的 Lie 导数 . 

1. 标量 场 上 zx) 

在 点 入, 多 的 值 为 由 全 ). 可 将 不 全) 在 x* 处 按 e 作 无 限 小 家 


开 : 
pFE) =B(r 二 EE = +e Ea (3.7.9) 
另 一 方面 , 按 定 义 , 标量 函数 # 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 ,， 即 
bE)=$Cr). (3.7.10) 


式 中 $ 是 定 值 在 点 的 一 个 函数 , 其 坐标 为 丈 ;， 而 是 定 值 在 点 
已 的 , 其 坐标 为 x*. 
本 了 站 7 


标量 函数 的 Lie 导数 记 作 S$(x)， 其 定义 为 


pl x) =lim 区 一 站 (3.7. 11) 
将 (3.7. 9 和 (3.7.10) 代 入 上 式 到 
Ln) = YE (3.7.12) 


即 消 数 上 5 的 Lie 导数 恰 为 矢量 名 和 gg 的 梯度 的 标量 积 . 
有 还 可 以 用 另 一 途径 答 出 标量 函数 外 的 Lie 导数 . 我们 认为 所 


有 函数 都 定 值 在 点 P. 这 时 函数 #( 字 ) 展 开 为 


ZCF) = (rtet) Be) Het (rE ole). 
《3. 7,.13) 
将 (3. 7.10) 代 大 得 
gz) — Bx) ek :CnD38C2 十。 Ce. (3. 7. 14) 
于 是 有 
Gt) lim HE E(x ) 9. (93. 7. 15) 


在 引力 场 中 , 我 们 应 该 用 协 变 导数 代替 上 式 中 的 偏 导 数 . 注 
意 到 $(x) 蚌 标量 函数 ， 上 式 可 直接 写 为 
pr) = Rr, C3.7.16) 
按照 标量 函数 Lie 导数 的 定义 式 ， 一 般 张 量 了 的 Lie 导数 定 
区 为 


TO 人 T(r) 
> £3.7.17» 


下 面 讨 论 矢 量 和 二 阶 张 量 的 Lie 导数 表示 式 . 
2, 逆 变 矢量 场 4 
对 于 无 限 小 坐标 变换 (3.7,.7), 矢量 4 按 下 式 变换 : 
A = ACx). {3.7.18) 
or 


由 《3. 7.7) 得 
本 108 中 


A 
A 
代入 {3,7. 18}) 得 
ArCFI A) TeA Cr) 
A 
将 A 区) 在 点 Xr 展开 : 
A*(T)=ACtr) Het Cr) 
比较 C3.7.21) 和 (3,7. 20), 得 到 
(一 xz 十 El A 2 一 
式 中 所 有 立 数 者 定 值 在 已 点 . 
由 此 得 
ed" =lim 
上 式 中 的 偏 导数 可 民 之 以 协 变 导 数 ， 
SA = A — A er*,,, 
3- 协 变 矢量 场 4， 
方法 ， 我 们 有 
AX.(2)= 笨 a (CT), 
将 (3.7.7) 对 实 求 导 得 
,a 
全 一 ts Ee 
代入 (3.7.25), 得 到 
交 .( 定 ) 一 4.0z) 一 EC 
将 襄 () 在 已 点 展开 : 
A 人) 二 和 A， Ce) te Cr) Le OD, Ce2), 
比较 03,7.-26}Yy 和 (3.7.,27) 得 
Hx) Ar)—e A 
按 定义 (3.7.17) 有 


aAr +oler 2 


er 


A*(x)—A(lz) = 。 大 


Cr) 2 
Ee 二 ote ). 


者 | Er 9A, 
”Ar QT | 


2 十 ote ), 


所 下 


(3, 


《3， 


(3. 


3. 


《3， 


(3. 


(3, 


(3, 


?7. 


.7. 19) 


. 20) 


. 21) 


. 22) 


. 23) 


- 24) 


. 25) 


26) 


“27) 


(3.7. 28) 


了 


A = 二 A (3.7. 29) 
上 式 中 的 偏 导数 可 民 之 以 协 变 导 数 , 我 们 最 后 得 到 协 变 矢 呈 
的 Lie 导数 . 
SA, = A s+ A, EF, ,. 《3.7. 30) 
4. 二 阶 张 量 场 T。 和 TT” 
对 于 无 限 小 坐标 变换 (3.7.7)，, 工 ,的 变换 臣 为 


AF) =T, Cr) — el T TT 2 二 ote). (3.7,31) 


另 一 方面 , 将 了 (去 ) 按 x 本 得 到 ， 
T= (z) 二 ee 守 
比较 上 二 式 , 得 到 


(3.7. 32) 


Fr) =T Cr) el 7 ote’), 
(C3.7.33) 

于 是 有 

To tT, ET 2 (3. 7. 34) 

对 于 二 阶 道 变 张 量 TY”， 奖 似 地 可 以 得 到 
EE 英 “* 

Tm Ta TT 《3. 7. 35) 
我 们 可 以 将 上 二 式 中 的 从 导数 代 之 以 协 亚 导 数 ， 

ST TT ,Te 《3.7,. 367 

GT 一 名 7 一 Te Te (3.7. 37) 
对 于 度 规 张 量 场 , 由 上 二 式 可 得 

pg 一 和 十 总 《3. 7. 38) 

Stgir 一 一 (人 < 十 加 全 ， (3.7. 39) 


(Vr=g" VY.). 

5. 矢量 和 张 量 的 积 
可 以 证 明 , 矢量 和 张 量 的 积 的 Lie 导数 满足 下 式 : 
LAATY = AT + CEA)T. (3.7.40) ， 
。 110， 


作为 例子 ,我们 计算 st C4"T。o). 
EAT) EAT), | ATogét ,= 
EC A st Tad sg) + AT oat = 
A CEPT 十 Tan68 十 To ) + 
TE A sg— A g) = 
A eT st LAYT,. 
6. 标量 密度 (w= 二 十 1) 
设 A 为 标量 , 则 其 密度 为 
.一 —gA. 
将 .or() 在 点 x* 展开 ， 得 到 n 
OD) 2 


另 一 方面 ,函数 .wz 的 变换 为 
a (TI= FITIA(T)= vg(T) A(x). 


由 Z 一 | 到 | &, 可 将 上 式 写 为 
THE VA) |) 
二 | 亏 gt Tx) 二 | 对 | Cr)， 
又 由 (3.7.7) 可 得 


2 一 0 一 e 十 0(e)， 
从 而 有 
著 | - < +ole’) 


将 上 式 代 人 (3,.7,.43) 得 
HE) ez) Hole). 


比较 (3.7.41) 和 (3.7.4§), 得 到 


a yy 


加 
Fi 3 十 上 CE 


J 如 


二 ote), 


《3.7. 41) 


(3. 7. 42) 


(3.7, 43) 


《3. 7. 44) 


(3.7. 45 1 


(3.7. 46) 


"1ii* 


一 Am 商 。 


ef =lim - tr Fs (3. 7. 47) 
我 们 可 以 将 上 式 中 的 偏 导数 改写 为 协 变 导数 
ee ty 十 -re (3.7. 48) 


§ 3.8 Killing 矢量 


从 本 节 开 始 , 我 们 应 用 Lie 导数 的 概念 讨论 度 规 张 量 的 对 称 
性 ， 即 讨论 时 - 空 的 对 称 性 ， 

上 节 开 头 我 们 谈 记 了 等 度量 变换 (3.7.2) 或 (3.7.1). 按照 
Lie 导数 的 定义 ,无穷小 变换 

全 十 EE 《3. 8. 1). 
为 等 度量 变换 的 条 件 即 度 规 张 量 的 Lie 导数 等 于 零 . 此 时 由 
(3. 7. 38) 有 

纪 .十 上 ,一 0。 (3. 8. 2) 
度 规 张 量 g(x) 在 变换 {3.8.1) 下 是 形式 不 变 的 , 这 就 是 说 时 空 
映射 为 其 自身 . 这 种 映射 称 为 共 形 时 射 . 

可 以 看 出 , 方程 (3. 8. 2) 的 解 &,(r) 存 在 ,是 时 空中 存在 共 形 
映射 的 条 件 . 方程 (3. 8. 2) 称 汶 Killing 方程 ; 它 的 解 《x) 称 为 
Killing 矢量 . 当然 , 给 定 一 时 空 ，Killing 方程 不 一 定 有 解 . 没有 
对 称 人 性 的 时 空 ， 此 方程 无 解 . 

一 般 地 说 ， 如 果 存 在 Killing 矢量 ， 即 Killing 方程 有 解 ， 则 
对 应 的 时 空 具 有 确定 的 对 称 性 . 

Killing 方程 (3. 8. 2) 是 对 时 空 的 很 强 的 约 东 条 件 . 由 这 一 方 
程 , 我 们 可 以 从 名 和 总 ,的 给 定 值 来 决定 整个 函数 纪 (z). 下 面 我 
们 论证 这 一 点 - 

矢量 6 的 两 次 协 变 导 数 的 对 易 式 为 [附录 7.5)]: 

上 一 站 (3. 8. 3) 

将 上 式 脚 标 作 两 次 循环 ， 并 将 所 得 二 式 与 上 式 相 加 ,得 到 总 须 满 
足 的 式 子 : 
。 TI23。 


6,, Plo G Ts 二 ad ot 4 s 十 辣 , Ci a ad -二 


(3, 8. 4) 
将 Killing 方程 C3. 8. 2) 代 入 上 式 得 
Si pi 一 pp n= 0. C3. B. 3) 
于 是 (3. 8. 3) 可 写 为 
EB,, ps 2 = Rl. (3. 8. 6) 


此 式 吾 明 , 在 某 一 给 定 的 点 到 ,一旦 给 出 态 ( 区 ) 和 ,CF)，, 和 便 可 求 
得 $.() 在 点 宇 处 的 二 阶 导数 值 . 再 对 (3, 8. 6) 求 导数 ,可 继续 求 
得 名 Cz) 在 工 的 高 阶 导 数值 这 样 , &.(x) 在 到 点 的 各 阶 导 数值 均 
可 表示 为 $(H) 和 ,3 全) 的 线性 组 合 . 于 是 在 点 未 的 邻 域 内 可 将 
阔 数 &.(x) 表 示 为 (x 一 xz") 的 泰勒 级 数 . 即 任 一 度 规 gj (zt) 的 
Killing 拓 量 襄 (x) 可 以 写 为 
Er) MT NY Cr re, (xr), 《3. 8. 7) 
式 中 Mi 和 和 Nr 是 度 规 和 xz 的 汕 数 ,但 不 含有 名 C(x) 和 6,,(x), 因 此 . 
它们 对 于 所 有 的 Killing 矢量 都 是 相同 的 . 这 就 是 说 ,所 有 Kiliing 
矢量 kzr) 都 可 由 任 一 给 定点 工 处 的 忆 Cz 和 ECz) 什 唯一 确定 ， 
下 面 我 们 讨论 N 维 空间 中 最 多 能 有 多 少 个 Killing 矢量 . 考 
虑 一 组 Killing 矢量 名 (rz) ,其 中 表示 序号 ,从 1 取 到 MM( 即 共有 
MM 个 矢量 ). 对 于 每 一 个 ,显然 有 NN 个 独立 的 总 (tT). 注意 到 式 
《3.8.2) ,知名 (Cr 和 名 (z)? 不 是 独立 的 .因此 ,独立 的 量 名 (zy) 
的 个 数 等 于 


C% 一 了 NON 一 1)， C3. 8. 8) 


式 中 C% 表示 从 N 个 元 素 中 任 取 2 个 的 组 合 数 . 这 样 , 在 式 
(3.8. 9) 的 右 端 有 六 十 今 CN 一 D) 一 二 NON 十 1D) 个 儿 有 立 的 项 名 人) 


和 名 (元 ); 只 能 组 成 元 NCN 十 1) 个 独立 的 Killing 矢量 名 (z). 这 
里 我 们 不 妨 把 押 ( 节 ) 和 如 (3) 看 作 这 MM 个 矢量 在 万 NCN 十 1) 维 


罕 间 中 的 分 量 . 如 果 M>> 太 NCN 十 1), 则 这 M 个 矢量 不 可 能 是 线 
。 113 。 


性 独立 的 ,所 以 它们 必须 满足 关系 式 


一 Cr 一 0 (CG, 为 常数 )， (3. 8.9) 
由 (3. 8. 7} 知 Killing 先 量 名 (xz) 处 处 满足 条 件 
(=, (3. #. 10) 


所 以 它们 不 是 独立 的 Killing 矢量 .至 此 ,我 们 证 明了 一 个 定理 :在 


N 维 空间 中 最 多 能 有 了 N(N 十 1) 个 独立 的 Killing 矢量 . 这 里 独立 


的 矢量 定义 为 不 满足 任何 党 系数 线性 关系 43. 8. 10) 的 天 量 . 
根据 这 一 定理 ,四 维 时 空 最 多 能 有 10 个 Kiliing 矢量 .下面 我 
们 将 求 出 四 维 Minkowski 平 直 时 空 的 killing 天 量 . 这 时 5v 一 站 
1 0 
一 1 
p= . (3. 8.11) 
一 1 
0 一 1 

将 上 式 代 人 Killing 方程 (3, 8. 2) 并 取 pz,v==0,1,2,3, 得 到 四 个 方 
程 

巷 ，。 天 起， 并 


一 一 一 0， (3.8.12) 
和 另外 六 个 方程 

RK, 起 ， 

了 一 一 元 5， (3. 8. 13) 

ET 

一 一 (C3. 8.14) 


方程 (3. 8. 12) 的 解 具 有 形式 

二 一 二 一 中 二 人 

上 一 后 (TO Ts 一 各 (919 (3.8.15) 

方程 (3. 8. 13) 的 左 端 不 含 z, 而 右 端 不 含 zG 一 1 或 2,3)， 所 

以 两 端 都 必须 等 于 常数 . 同 理 , (3. 8. 14) 两 端 也 都 必须 等 于 常数 . 
于 是 (3.8.137 和 (3.8. 14) 的 解 具 有 形式 

,C7) =ar tt. {3.8.16) 
式 中 as 和 为 常数 , 且 a 一 一 wx. 上 式 写 成 矩阵 形式 为 

。] 了 TI4， 


上 0 eol te nal x Ep 
#1 ' do 0 ms wal | + 8 
< | ts els 0 oa | | x by 
< [一 aa 一 di 0 zs bs 
(3.8.17) 
逆 变 分 量 为 
Ar) 一 (3.8.18) 
式 中 
一 (3. 8. 19) 
上 式 可 写 为 矩阵 形式 : 
如 col ao os "| 六 
el Oo 0 一 by da |ix! 名 
ez 一 Qa 0 a, | 十 | C3. 8. 20) 
és Co a fs 0 x a 


上 式 明显 地 给 出 了 Killing 矢量 的 几何 意义 . 矢量 绍 显 然 描 
述 Minkowski 空间 中 港 x* 轴 的 平 称 . 它们 是 Poincare 群 之 平移 
子 群 的 无 限 小 生成 元 ,是 Minkowski 平 直 空间 的 对 称 群 .另外 6 
个 参量 a 显然 描述 平 直 空间 中 的 6 个 Lorentz 转动 . 它们 中 每 一 
个 描述 一 个 三 维 转动 或 者 一 个 均匀 的 Lorentz 变换 (缩短 ). 其 中 
asd y zst 和 aa 分别 描 述 绕 z(ti 一 1,2;3) 轴 的 三 维 转 动 ;可 以 用 矩阵 
表示 为 


0 .00 0 0 0 00 
0 00 0 | 10 0 0 1| 

0 0 0 —1 0 0 00 

0 0 1 0 0 一 1 0 0 

0 0 0 0 
Ga 一 9 “| (3. 8. 21) 

0 1 0 0 

0 0 0 0 


qo ?+002?00; 分 别 描述 沿 x' 轴 的 Lorentz 缩短 ,可 用 年 阵 表示 为 
了 


DT 0 0 0 D0 1 0 

wl 000% 1 000 
0 0 QQ oa 1 0 0 站 
vy 0 0 0 0 0 0 9 
dy YU 0 1 

Qf = ?5500 - 3. 8. 22) 
和 人 人 向 
1 0 QO 0 

利用 上 二 式 , 可 将 (3. 8. 20) 改 写 为 

《8 一 《Kasial 十 aste 十 alsa3) 十 

Cong! oases aoe ID) Cx) EY), (3. 8, 23) 
为 了 说 明 无 限 小 Lorentz 矩阵 的 确 满 足 通常 均匀 Lorentz 群 


的 对 易 关 系 ,我 们 令 

T=io' (l=1,2,3), 

KK 二 tat (pp 一 4,5,6 分 别 与 1 一 1,2,3 对 应 )， (3. 8. 24) 
此 时 容 饭 得 到 (m,n 二 1,2,3): 


[Lh, 一 ren 【3, 8. 25a) 
[天 下 |] 一 一 te 《3. 8. 25b) 
[i Kn |—iEim RR, 《3. 8. 25¢) 
式 中 [A,B8] 三 AB 一 BA. 
令 
= em ma 本 一 zu (3. 8. 26) 
式 中 J 关于 脚 标 具有 和 sw 相同 的 对 称 性 . 此 时 可 将 《3.8.25} 庄 
式 人 台 写 为 一 个 式 子 : 


是 乓 so = di dan Ga) 43. 8. 27) 
用 无 跟 小 卸 阵 半 G==1, 2 6) 可 以 表示 三 维 有 限 转 动 和 有 


限 Lorentz 变换 ， 
wD) =exp ga) THe 二 区 (a) 十 入 (4) 二 
(93. 8, 28} 
夫 1i16 六 


式 中 了 为 4X4 单 位 矩阵 . 当 z 一 1 容易 得 到 
一 【一 1 el 一 (一 ] el， 《3, 8, 20) 


二 1 ;2 
其 中 心 已 由 (3. 8.21) 给 出 ,而 (a)? 可 写 为 
0 0 0D 0 
00 0 0 
Cai)’— (3. 8. 30) 
0 0 —1 0 
0 0 0 一 ! 


将 (3. 8. 30) 和 (3. 8. 29) 代 入 (3. 8. 28) 得 
wy 一 让 ) a 二 


THsingae (1—cosg) (a'y’. 


C3. 8. 31) 
写成 矩阵 形式 即 
1 0 0 0 
a (y= ?2 ° " ， (3. 8. 32a) 
o 0 coswp —sing 
0 0 sing cosy 
用 同样 方法 可 以 得 到 
1 0 0 0 
ar 及) 一 ?eo os ， 《3. 8, 32b) 
9 0 1 0 
0 —sing 9 cosy 
1 QO 0 0 
0 cosy —sing 0 
a (yg) 一 0 sing cosg 0 (3. 8. 32c) 
QD 0 0 1 


+ 了 7。 


chy sh 0 0 
wp cg 9 0|， (3. 8. 32d) 
0 0 1] 0 
0 0 01 
chy 0 sh 0 
smo 1 9 0 (3. 8. 32e) 
shw 0 chy 0 
0 0 0 1 
ch 多 0 0 shy 
0 1 0 0 
a (yf) 一 £9. 8. 32f) 
0 0 1 0 
sh 人 0 0 chy 
由 (3. 8. 28) 可 知 
= 2 (3. 8. 33) 


(3. 8. 324) 一 (3. 8. 32c) 中 的 风 表 示 转 动 前 后 两 个 Lorentz 标 架 间 
的 均 角 ,而 (3.8.32d) 一 (3.8.32 让 中 的 表示 相互 运动 的 两 个 
Lorentz 标 架 间 的 转动 角 . 

我 们 可 以 证 明 , 如 果 两 坐标 系 的 相对 速度 为 v, 则 和 之 间 
存在 关系 式 


—U/c 一 
Sh A :chg= lv 1 vie. (3. 8. 34) 


设 两 个 坐标 系 间 的 蛮 换 以 (3 38. 32 表示， 旦 假 难 一 中 一 式 ) 
x 二 y,， xi 一 z, 则 


ct =ctechygt zshy, 


rT 一 的 站 六 十 rehy, 《3. 8. 35) 
3 一 3 
2 
对 于 x* 系 原点 有 工 二 0, 代 人 上 式 得 
于 二 v=cthy, (3. 8. 36) 
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从 而 得 (3. 8. 34)， 
将 43. 8. 34) 代 人 (3.8. 35) 便 得 到 沿 x 轴 运 动 的 Lorentz 变换 
式 : 
fF— Uc 站 一 如 站 


一 一 一， 一 yz 一 过 


下 
(C3. 8. 37) 
下 同样 方法 可 以 得 到 沿 vy 轴 和 x 轴 运 动 的 Lorentz 变 斥 式 .， 
至 此 ,我 们 得 到 了 Minkowsk 空间 中 Killing 方程 的 全 部 解 
一 一 10 个 Killng 矢量 ,它们 表示 Poincare 群 的 10 个 参量 . 这 是 
四 维 空 间 中 Killing 方程 所 能 有 的 最 多 的 解 . 因此 ,Minkowski 空 
间 是 具有 最 大 对 称 性 的 时 空 . 
为 了 使 问题 的 表述 更 加 明显 ,我 们 解 与 空间 EC2) 中 欧 几 里 得 


群 对 应 的 Killing 方程 . 


在 五 (2 中 度 规 可 写 为 
HT— ,ta :二 1 ,2). 3, 8, 38) 
Killing 方程 为 
3 过 
十 全 0 (3. 8. 39) 
即 
El! ， 振 : RE! 下 
由 此 得 到 
二 一 和 3) 是 一 各 (rz)， {3. 8. 41) 
de:{x)} déli(y) 
一 = Er , C3. B. 42) 
有 A， (3. 8. 43) 
/= 一 $y 十 BB 


式 中 4 和 8B 均 为 常数 .这 表明 有 三 个 参量 来 描述 E(2) 中 的 元 限 
小 运动 群 . 参量 4 各 BB 对 应 于 滑 工 轴 种 y 轴 的 平移 变换 ,参量 3 


对 应 于 绕 原点 的 转动 . 
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上 面 的 结果 也 可 以 写成 共 形 映射 (3.7.7) 的 形式 . 这 只 要 将 
-3.8.43) 代 人 (C3,7,7) 肥 可 .首先 令 $=0, 代 入 {3.7.7) 得 


T=7I+TeA, y=yt+eB, C3, 8, 44) 
此 即 平移 变换 . 再 令 4 二 B=0, 代 和信 (3.7.7) 得 

T=7x—e$y, y=y+egr, C3. 8.45) 
写成 矩阵 形式 即 

区 1 Oi 0 —1] ix 

5)=ll, i173] 0 站 可 > 


| 加 (3. 8.46) 


cose$ —singe¢ 


sine¢$ cosep 


上 式 描述 绕 原 点 的 无 限 小 转动 (转动 角 为 e#. 
$3.9 引力 场 的 对 称 性 


1. 几 个 基本 概念 

引力 场 就 是 时 空 度 规 张 量 场 , 因此 ,讨论 引力 场 的 对 称 性 实际 
上 就 是 讨论 四 维 时 空 的 对 称 性 . 广义 相对 论 中 所 研究 的 时 - 空 都 是 
度 规 空间 .下面 我 们 给 出 关于 空间 对 称 性 的 几 个 基本 概念 . 

如 果 在 度 规 空间 中 任 一 点 x, 存 在 无 限 小 等 度量 变换 
《3.7.7), 把 zz 变 到 它 的 邻 域 内 任意 其 他 点 , 即 该 度 规 可 使 Killing 
矢量 在 性 意 点 取 一 切 可 能 值 , 则 此 空间 称 为 均匀 的 .例如 ,在 w 维 
空间 中 ,可 以 选 一 组 CN 个 )Killing 矢量 名" (ziz) 使 得 名 (riz) 
一 和 六. 这 些 矢 量 显 然 是 独立 的 ,因为 任何 关系 式 Ce ”Crzrizy 一 0 在 
Zz 二 XT 有 人 C,=0. 

如 蛙 存 在 无 限 小 等 度量 变换 (3.7.7), 使 点 工 国定 .人 (x) 二 0， 
日 使 ,x) 除 满足 Killing 方程 以 外 可 以 取 一 切 可 能 值 , 则 称 此 度 
规 空间 为 关于 给 定点 工 各 向 同性 的 . 例如 ,在 六 维 空间 中 ,可 以 选 
一 组 入 CN 一 1)/2 个 Killing 矢量 总 "tz;zX), 且 有 

EroCrIr) er), 3.9,.1) 
er )=0, C3. 9. 2) 
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G0 (17) i (zs7) 6 — 00 (3.9.3) 

这 些 Killing 矢量 都 是 独立 的 ， 因为 任何 关系 式 Cat CTA)=0 
县 Cam 一 cw 在 过 上 后 几 导致 Cp C= cw O(c 对 HH 和 2v 不 取 
和 ,下 同 》. 

如果 空间 中 存在 killing 矢量 (rz 和 "(ry 二 dx)， 
它们 分 别 在 点 工 和 xz 十 dz 满足 上 面 的 初始 条 件 , 则 称 此 空间 是 每 
人 这 些 killing 先 量 的 任何 线性 组 人 台 也 是 Killing 矢 
量 , 所 以 对 Ce 2 出 是 该 度 规 的 Killing 矢量 . 

由 (3. 9， 包 ) 可 得 


een (Cx: :一 | "zz) | 十 


dr 
[7) | =0. 
可 _ 
从 而 有 "(17) | 二 一 部 全 十 部 襄 . (3. 9. 4) 
显然 可 找到 一 矢量 总 (zz): 
上 (7) = 二 多 7 人) (3, 9.5) 
该 矢量 在 点 zx 一 工 可 以 取 任 意 值 a. 因此 ,任意 一 个 每 点 各 向 同性 
的 空间 必 是 均 久 的， 


如 果 一 空间 的 度 规 具 有 最 大 数目 NC(N 十 1)/2 个 Killing 天 
量 , 则 此 空间 称 为 最 大 对 称 的 . 一 个 均匀 县 于 某 点 各 向 同性 的 空间 
必 是 最 大 对 称 的 . 实际 上 ,一 个 空间 既是 均 色 的 又 是 在 某 点 各 向 同 
性 的 ,就 要 求 有 NCN 十 1)/2 个 Killing 矢量 人 (x;x) 和 or" x 
z). 这 些 Killing 矢量 显然 是 独立 的 ,因为 假设 它们 间 有 一 线性 关 
系 
PE (iT 十 can (rz) 一 0， 《3, 9. 567 
cm 一 一 Cai 
则 对 妇 求 导 后 令 * 一 工 得 cu 一 0 将 了 = 直接 代 人 得 co 一 0. 即 六 
《CN 十 1)/2 个 Killing 矢量 不 可 能 是 线性 相关 的 , 必 是 独立 的 ,下 面 
* I21 + 


的 定理 是 明显 成 立 的 : 
哲 点 各 向 同性 的 空间 必 是 景 大 对 称 的 .下 面 我 们 证 明 此 定理 
的 逆 定 理 : 最 大 对 称 空 间 必 是 均匀 且 每 点 各 向 同性 的 . 设 有 NC(N 
十 1372 个 独立 的 Killing 矢量 多 人 z). 我 们 可 以 把 名人 (z) .名 (zx) 排 
成 一 个 方 阵 ;用 %* 标 明 N(N 十 1)/2 行 ;用 NN 个 p 和 和 N(N 一 1)/2 
个 站 与 30 标明 GOVT1)72 列 . 这 个 方 阵 的 行列 式 一 定 不 等 
于 零 . 因为 假若 有 
cdr Cr} =cd, (7) =0, 
则 考虑 到 (3.8,7), 可 导致 cfz) 一 0, 这 与 假设 Killing 矢量 名 
x) 独 立 相 艺 秆 .因此 对 于 任何 * 行 拓 量 ”, 方 程 组 
d, 人 (T=a,, (3.9.7) 
dé x) = (3. 9. 8) 
必定 有 解 , 式 中 a, 和 5 二 一 5 为 * 行 和 拓 量 "的 分量”. 很 容易 找到 
一 个 Killing 矢量 (zx): 
ttxr)=d$ Cr}, (3.9.9) 
它 在 点 取 值 (zx) 二 a; 它 的 导数 在 z 点 取 值 ,tx) = 二 4. 由 于 
as 是 任意 的 ;所 以 空间 是 均 名 的. 5% 也 是 任意 的 (只 要 满足 b= 
一 By) ,因此 空间 对 点 x 是 各 问 同 性 的 . 
作为 最 大 对 称 空间 的 例子 ,我 们 在 上 一 节 中 讨论 了 四 维 平 直 
空间 , 求 出 了 NCN 十 1)/2= 二 10 个 Killing 矢量 . 为 了 使 问题 更 加 
明显 ,我 们 还 讨论 了 EC2) 空 间 . 现在 我 们 证 明 ,一 个 曲率 张 业 为 零 
的 六 维 空间 (ww 维 平 直 空 间 ) 一 定 是 最 天 对 称 空间 . 
适当 选择 坐标 系 ( 如 Descartes 坐标 ), 林 人 悟 w 维 平 直 空 间 度 
规 张 量 各 分 量 均 为 常数 , 且 仿 射 联络 为 零 . 此 时 方程 (3. 8, 6) 简 化 
为 


FE 
rt (3. 9. 10) 
它 的 解 具有 形式 
EC7) =amr' tb (3. 9. 11) 


式 中 aw 和 6, 为 积分 常数 .将 上 式 代 入 Killing 方程 ,得 到 
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好 一 — A (3.9.12) 
因此 ,我 们 可 以 选取 NCN 十 1)/2 个 Killing 矢量 : 


sr {3.0.13) 
而 一 般 的 Killing 矢量 为 
有 (一 下 ECZ] 十 aasEce (Cr). 《3.9, 14) 


上 式 中 己 &0 不 对 7 取 和 .个 Kiling 和 朱 量 sz) 描 述 平移 ,NGCV 
一 1)/2 个 矢量 六 描述 无 限 小 旋转 ,对 于 Minkowski 空间 表示 
Lorentz 变换 . 因此 . 任 一 六 维 平 直 空 间 存 在 NCN 十 1)/2 个 独立 
的 Killing 矢量 ,所 以 是 最 大 对 称 空间 . 

一 确定 的 空间 中 ,独立 的 Killing 拓 量 的 个 数 与 坐标 系 的 选择 
无 关 . 这 就 是 说 ,独立 的 Killing 先 量 的 个 数 是 空间 的 内 衷 属 性 . 现 
在 我 们 说 明 这 一 点 . 设 名 (x) 是 空间 度 规 g(x) 的 Killing 矢量 .在 
坐标 变换 x 一 x "下 ，, 度 规 g(xz}) 变 为 


4 az ar 
此 jp )= 3 Ree TY). (3, 9. 15) 
不 难看 出 ,和 拓 量 
ee(z ) = T(z) C3. 9. 16) 
日 刘 


在 坐标 系 xz'* 中 满足 Killing 方程 , 即 失 量 &*(x') 是 度 规 Eee 人) 
的 Killing 矢量 .各 Killing 矢量 如 (是 独立 的 ,因为 否则 各 
Killing 矢量 (zx) 也 不 是 独立 的 (由 5 (x ) 之 癌 的 线性 关系 将 时 
致 扣 (z) 之 阳 的 线性 关系 ). 

由 上 面 的 讨论 可 以 得 出 结论 :给 定 空间 的 最 大 对 称 性 是 空间 
的 内 训 属 性 ,与 坐标 系 选择 无 关 . 例如 ;曲率 张 量 为 零 的 空间 必 是 
最 大 对 称 空间 (注意 其 逆 定 理 不 成 并 ). 

容易 发 现 ,空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 也 都 与 坐标 系 的 选择 无 
关 ， 

2, 常 有 曲率 空间 

由 (3. 8. 3) 有 

En 一 《3.9.17) 
(3, 8. 6) 满 足 (3. 9. 17) 的 充分 且 必 要 条 件 是 
“了 723。 


Rovybae 一 肛 zoo 人 us 十 《 民 weors Rope )é#, 二 


Ramdas t Ret on (3. 9.18) 
将 Killing 方程 代入 上 式 得 

(RID — Ri Rad — RBs )&4 =— 

(Ri 一 下 El。 (3. 9. 19) 


前 面 已 经 证 明 , 在 最 大 对 称 空间 中 任 一 点 过 ,我 们 可 以 找到 
Killing 矢量 &, ,使 得 E(x) 一 0. 再 考虑 到 总 ,o(xzy 是 任意 反对 称 第 
阵 , 可 知 式 (3.9.19) 中 (zx) 的 系数 必 有 等 于 零 的 反对 称 部 分 ， 
即 

RES — Ri + Ras’ — Rd = 

Ronds— Rimdp ot Roprds — Rinne, (3, 9, 20) 
前 面 还 证 明了 ,在 最 大 对 称 空间 中 任 一 给 定 的 点 x 存在 Killing 拓 
量 &,&,Cx) 可 取 任 意 值 . 这样, 由 (3.9. 207 和 (3. 9.19) 得 

Rl = Ro. (3.9, 21) 
实际 上 前 面 已 经 证 明了 ,一 个 每 点 各 回 同 性 [因而 满足 (3,. 9. 20)] 
的 空间 必 是 均匀 的 ,所 以 必 满 足 (3.9.21). 

将 (3.9. 20) 中 的 “与 产 缩 并 ,得 到 

NR — Ri Rs, — Ry = 

RC— Rad Rn. (C3, 9, 22) 
利用 曲率 张 量 R; 的 性 质 [ 附 录 (7.8),《7. 15 得 

(N— 1) R= Rog — Roogy. 《3, 9, 23) 
上 式 对 4 和 ze 反对 称 , 于 是 有 

Rg — Rag y= — Rag Rag rm: 
对 六 和 >* 缩 并 ,得 到 

Rs— NNR,= ~— Rigopt Rs 


R= Ny Rg (3. 9. 24) 
将 上 式 代 人 (3. 9. 23)，, 得 到 曲率 张 量 的 表达 式 : 


| 


R; 
Rm— WN 1 (SwB we Brg). C3, 9. 251 
在 每 点 各 向 同性 的 空间 中 , 式 (3,9. 24) 和 (C3, 9. 25) 处 处 成 立 . 
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不 难 证 明 , 在 三 维 或 敲 于 三 维 (N 关 2) 的 空间 中 ,R: 必 为 常数 , 实 
际 上 ,将 (3.9.24) 代 入 附录 (7.16), 得 到 


即 


| 六 一 去 | Ri 一 0， 

| 方 一 立 Ri 一 0 (3. 9. 26) 
由 此 得 Ri 二 const. 引 人 人 常 曲率 玉民 苦 Ri 更 加 方便 : 

Ri=—N(N— DK. (3. 9. 27) 
此 时 (3. 9. 24) 和 (3. 9. 25) 改 写 为 

Rus=—(N— 1)Kg,,, C3. 9. 28) 

Ruw=K (gg — ggi). (3. 9. 29) 
具有 上 述 性 质 的 空间 称 为 常 曲 塞 空间 ， 


由 (3.9. 26) 可 知 , 当 六 一 2 时 无 法 判定 只 : 是 否 为 常数 . 我 们 
可 以 由 C3.9.21) 出 发 ,证 明和 N 二 2 的 最 大 对 称 空间 确实 为 常 曲 率 
室 间 , 即 (3.9. 29) 中 的 到 为 常数 . 这 一 工作 读者 可 自己 完成 . 

关于 最 大 对 称 空间 ,存在 下 述 定理 (唯一 性 定理 ) :最 大 对 称 空 
间 由 曲率 常数 天 和 度 规 张 量 的 正 . 负 特征 值 个 数 唯 一 确定 . 根据 
这 一 定理 ,我 们 只 要 随便 用 任何 方式 构成 一 个 具有 任意 常 曲 率 天 
的 空间 ,了 解 了 它 , 便 了 解 了 最 大 对 称 空 间 的 普 届 性 质 . 我 们 这 样 
构成 一 常 曲 率 空 间 , 先 考 虚 一 个 CN 十 1) 维 平 直 空间 ,其 度 规 可 写 
为 

ds:=C,dr"dz,t KR dz’. £3. 9. 30) 
式 中 与。 一 const ,天 一 constiAyb 一 12 即 由 个 量 x* 和 一 
个 量 = 确定 一 个 (YY 十 1)? 维 室 阅 的 点 .用 条 件 

KCrT'r' 2 =1 (3. 9. 31) 
把 一 个 入 维 非 欧 见 里 得 空间 其 人 这 个 高 一 维 的 空间 中 . 上述 条 件 
相当 于 把 变量 x* 和 x 限制 在 一 伪 球 (或 球 ) 的 表面 上 . 在 这 一 六 
维 空间 中 (上 述 伪 球面 上 ),dz” 可 写 为 
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CT Cd 


YT KC 了 诸 才 绩 
将 上 式 代 入 (3. 9. 30) 得 
， ElC, sx'dri): 
2 | ra 
ds =—=C dad TERC ey’ (C3. 9. 33) 
因此 度 规 可 瑟 鸭 
— _ KC tly a 由 : 
如) 一 人 二 TI 一 六 Ce LE (3.9, 34) 


上 式 给 出 了 最 一 般 的 最 大 对 称 空间 度 规 . 当天 一 0 时 ,上 式 退 
化 为 平 直 空间 度 规 ， 

由 上 述 构 造 过 程 可 知 (3.9.34) 人 允许 有 NCN 十 1)/2 个 参量 的 
等 度量 变换 群 . 因为 CN 十 1) 维 线 元 (3. 9. 30) 与 能 人 和 条件 (3,.9. 31》 
在 (六 十 1) 维 空间 里 的 “转动 ”下 是 不 变 的 . 这 些 变换 是 


一 二 《3. 9 35) 
2 — Rie!+ Riz. (3. 9. 36) 
起 中 RR 一 const, 且 满 昨 下 列 上 方程 : 
CRAR HTK RRI—C,s (3, 9. 377 
CRER: + KR:R:=0, (3. 9. 38) 
CR*RITEK (RO) =—K ‘3. 9. 39) 
我 们 可 以 将 满足 上 三 式 的 变换 分 为 两 类 : 
{1) Ri=R—=0, Ri=1. (3. 9. 40) 
此 时 有 
[下 :区 一 人 ms 《3, 9. 41) 
r= Rt, 《3. 9, 42) 


可 见 和 矩阵 RiCN x NN 矩阵 ) 表 示 绕 原点 的 刚性 “旋转”. 
CH) RI=a, Ri—=—KC,a', 
:={1—KCaaa ls, Rei~——bKRKCaa. (C3.9.43) 
式 中 a” 是 任意 的 ,8 的 表达 式 为 
p= KCsaa) 
KC ,saa 
R: 为 实数 , 即 
* 了 326。 


(3.9.44) 


KC.aa'ar 1. (3. 9. 45) 
这 些 变 换 是 “平移 ”: 
Tr ar{(l— KOsr rbKCara), (3.9.46) 
把 原点 x*==0 变 为 x'*=a", 
注意 到 ar 的 任意 性 ,变换 (3. 9.46) 的 存在 便 表 明了 空间 是 均 
名 的 . 变换 (3. 9. 42) 的 存在 表明 该 空间 对 原点 是 各 向 同性 的 . 因为 
度 规 是 均匀 的 ,又 是 对 原点 各 疝 同性 的 ,所 以 它 是 每 点 各 向 同性 
的 ,也 是 最 大 对 称 的 . 
为 了 确定 度 规 中 常数 天 的 含义 ,我 们 寻求 曲率 张 量 Rw 的 表 
达 式 . 为 此 ,由 (3.9.34) 先 求 出 让: 
太一 下 了 se， 《3. 9. 47) 
由 此 得 到 
Rw = KCC — CCw) 
KCI— KOge Tr ) (Crers— Coxere 
Ctrte— Crp (3. 9. 48) 
好 民 im 一 下 (Smwgi 一 吕 m 有 ip 《3.。98. 49) 
将 此 式 与 (3.9.29) 比 较 , 可 人知 度 规 (3,9,34)? 中 的 常数 五 就 是 
(3. 9. 27) 中 引 人 的 曲率 常数 ,天 是 不 依 坐 标 系 选择 的 常数 . 因此 ， 
在 坐标 变换 下 ,不同 的 度 规 必 具 有 和 (3. 9. 34) 相 同 的 天 值 . 变换 
后 得 到 的 度 规 应 和 (3. 9. 34) 形 式 相同 ,只 有 是 C- 不 同 . 对 于 线性 变 
换 zitrCoe 变 为 
CC 一 azagC 《3. 9. 50) 
Sylvester 定理 指出 ,和 矩阵 ( 张 量 ) 的 正 的 、 负 的 或 为 伶 的 本 征 值 的 
数目 在 上 述 线性 变换 下 分 别 保持 不 变 . 因此 ,通过 变换 (3. 9. 50) 可 
以 把 Cs 变 为 我 们 所 需要 的 任何 一 个 实 对 称 张 量 ,只 要 保持 它 的 
正 ` 负 特征 值 的 个 数 不 变 . 由 于 空间 是 均 勾 的 ,所 以 Ce 的 特征 值 个 
数 与 gw 在 z 一 0 点 的 相同 . 
一 个 入 维度 规 人 允许 引 人 局 部 欧 几 里 得 坐标 系 , 其 所 有 的 特征 


值 都 是 正 的 , 故 当 天 天 0 时 可 以 取 cv= 长 此 时 (3.9.33) 可 改 


* 127+ 


写 为 


工 | HH (xedx") | 他 
雯 | dzodzr 十 二 让 当下 >>0; (3.9.51) 
d3 一 4 1| CedT 
六 | dzvdz i rl KO (3.9.52) 
dx dr”, 妆 天 一 0， (3,9.53) 


式 中 dzrdae 一 Budzndzr 
对 于 天 >>0 的 情况 ,将 Cu 一 [区 [ 代 人 (3.9. 30) 和 (3.9.31)， 
得 到 
dz 一 志 Cdzodze 上 dz，(dridze 一 Dudzrdazr) 《3.9.54a) 


和 
Xu 二 2 二 《Ta 一 从 (3.9. 55a} 
因此 ,(3.9.51) 可 解释 为 能 人 平 直 空间 (3.9.54a) 中 的 临 面 


(3. 9. 55b). 为 了 更 加 明显 , 令 zx“ 一 计 *'*=- 庆 *' 则 上 二 式 
成 为 {变换 后 去 掉 一 撤 号 }: 
ds*:=d.dr"dzr' 十 de, 《3. 9. 54b) 
pr 
8 一天， (3.9.55b) 


显然 ,(3,.9.51) 描 述 CY 二 1) 维 欧 儿 里 得 空间 53. 9. 54b 中 半径 为 
- 寺 的 球面 对 于 CN 十 1) 一 3 的 三 维 平 直 空 间 (3. 9. 54b), 我 们 可 


Lb 引入 币 坐标 8,#$ 和 径 坐 标 ~ 使 


XT!—=Sindcosd#, xr:=sinfsing,2=r., (3. 9. 56) 
此 时 曲面 方程 (3.9.55a) 北 为 
"=ecos0; {3,9.57) 


代入 三 维 平 直 度 规 (3. 9, 54a) ,得 到 
ds? 一 六 (dr 十 dz 十 de 区 一 去 (sin?gd 邮 十 d82)， 
(3, 9. 58) 
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这 正 是 热 知 的 二 维 球面 线 元 ,球面 半径 为 ~ 
现在 我 们 讨论 ,四 维 最 大 对 称 时 空 度 规 , 特征 值 取 为 一 正三 


负 . 令 
人 一 ?os (3. 9. 59) 

则 线 元 (3.9.33) 可 写 为 

Kdi—B rdr’)? 


ds dt Bd dr + Rd (3. 9. 60) 
邻 Fo= x! st "Te) ; 则 上 上 式 可 写 为 
a Kiidt—r « Ar)t 
ds:—dr’ (dm) TR £3.9.61) 
对 于 太守 0, 引 和 人 新 坐标 ,rr: 
1 Kr? 
一 了 cosht w RYT 
i 1 
HT+ * Sinkh( VKr)), {3. 9. 62) 
r=—rexp( v Rt'), 
度 规 (3, 9. 51) 变换 为 
ds 一 dt 2 一 exp(2w Kt' (dr’ )?. 《3. 9, 63) 
再 做 一 次 坐标 变换 可 以 得 到 与 时 间 无 关 的 度 规 , 这 一 变换 为 
pz 一 -Rh Kr’exp(2 VK)], (3. 9. 64) 
天 一 Fexptw Ke)) 
度 规 变 为 (去 掉 t,x" 中 的 两 撤 号 ); 
。 2 
ds: 一 (一 天 40 一 dr 一 全 让 (3. 9. 65) 


度 规 (3.9.63) 和 (3. 9, 65) 在 处 理 稳 恒 态 宇宙 模型 时 是 有 有 几 的 , 它 
们 曾 为 de Sitter 研究 过 ( 见 第 6 篇 ). 
3. 最 大 对 称 于 空间 
在 许 案 情况 下 ,整个 时 空 不 是 最 大 对 称 的 ,但 它 可 以 分 解 为 一 
= 


些 最 大 对 称 的 子 空间 族 . 设 入 维 空间 中 有 一 些 M 维 的 最 大 对 称 
子 空间 .我们 可以 用 CN-MD) 个 坐标 记号 vw" 来 标记 这 些 子 空间 , 用 
邮 个 坐标 六 标记 每 个 子 室 间 中 的 点 . 

定理 在 上 述 NN 维 空间 中 ,总 可 以 选择 虹 个 扩 坐 标 ,使 这 个 
NN 维 空间 的 度 规 具有 形式 

ds: = gatv dr do fF (vg Cu)duidai. (3.9.66) 

式 中 g(a) 是 i 维 最 大 对 称 空间 的 度 规 ,gos(tv) 和 ff(w) 都 只 是 vw 
坐标 的 函数 ， 

我 们 假设 整个 空间 可 以 分 解 为 一 些 每 点 各 向 同性 的 子 空间 . 
这 一 假设 在 很 案 有 物理 意义 的 特 沈 下 都 会 满足 . 这 时 在 任 一 点 kw， 
zt 有 E 2 一 0, 且 有 总 .为 任意 反对 称 张 量 ,6 和 ”为 整个 六 维 空间 的 
Killing 矢量 .我 们 可 以 找到 MCM 一 1)72 个 Killing 矢量 Em Ca， 
vsw") ,上 它们 满足 条 性 


Fm, vu )—0, 《3,. 9, 67) 
Em pv) Ov) (3.9.68) 
dm sa 
Sn ,vsu) pg (u,v) | 
一 (3. 9. 69) 

又 由 (I) 中 的 讨论 可 知 , 整 个 空间 的 KKilling 矢量 

PO Cs) me (ur vy) (3.9.70) 
满足 

Ew vw)—=0 (3.9.71) 
和 

Ey vu) = ev). {3.9.72) 


Killing 矢量 "中 3 和 如 中 是 独立 的 ,它们 的 总 个 数 为 MCM 十 1)/2. 
这 就 证 明了 上 述 好 维 空间 是 最 大 对 称 的 . 
在 引力 理论 中 ,最 太子 空间 不 是 时 空 , 而 是 室 间 . 此 时 我 们 可 
以 利用 (3. 9.51)? 一 (3.9.53) 来 求 出 gdu'dw’ 的 形式 . 这 样 ,考虑 
到 (3,. 9. 66) ,我 们 得 到 
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| (3. 9. 731 


2 可 办 2 
ds: = gudvy' dv + flv)| da + 


Fo<0LFCo) 代 替 | 天 六 Fo)] 
二 1, 当空 间 的 天 全 0 
号 当 半 空 间 的 此 之 0; ©3.9.74) 
0， 当空 间 的 下 二 0. 
对 于 球 对 称 空间 , 设 和 N= 一 3,M 一 2. 设 vv 坐标 为 ryw 坐标 为 9， 
$. 定义 


WC—singcosg rn’ =sindsing. C3. 9. 753) 
代 人 (3. 9. 73), 取 一 十 1, 得 
ds 一 晤 4rd 天 十 六 rd 有 十 sin2 乓 天 )， 《3. 9. 767 


式 中 Br<0y Fr)<0D。 

对 于 球 对 称 时 - 空 , 设 六 一 4: 度 规 特 征 值 为 一 正三 负 ; 寻 一 2. 
于 是 多 举 标 有 CN 一 MD 二 2 个 : 记 为 "和 8 坐标 有 寻 王 2 个 , 仍 记 
为 8 和 gz 和 天 的 定义 同 (3.9.75). 将 它们 代入 (3.9.73), 取 
三 十 1; 得 到 

ds :== gotr st dt 2gn lr tdrdt+ 
grtrstdri 二 FOr ty Cd sin:Od¢#). (3, 9. 77} 

式 中 Frty< 0 

对 于 均 锋 球 对 称 时 - 空 , 取 N 一 4, 其 度 规 特 征 值 为 一 正三 负 ， 
M3. 此 时 有 一 个 立 坐 标 和 3 个 上 坐标 .由 (3. 9.73) 得 


, Ku: du): 
ds :=pgtv)dv 二 Ftv) ED . 
式 中 gC) 守 0, 了 (wv) 过 让 定 多 
£ 尘 1 gCU I dv, 
ul—=rsinfeos$, 


=rsindsin$g, ‘3, 9. 79) 


=rcosg, 


则 度 规 可 写 为 
ds 一 dd 一 Re 上 


(3.9.78) 


dr’ 
— gr 2 


二 rd or sin?0d# | . C3. 9. 80) 


* Jil"* 


式 中 R:(1) 二 一 了 (vw). 

度 规 (3.9.80) 是 著名 的 有 Robertson-Walker 度 规 (H. 了 . 
Robertson 1935,1936;H.G., Walker 1936). 由 于 它 描述 的 时 空 是 
均匀 .各 向 同性 的 ,因此 在 宇宙 学 中 有 重要 意义 . 对 于 球 对 称 恒 星 
的 引力 场 , 采 用 随 动 坐标 系 , 可 以 由 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 的 严格 解 
给 出 度 规 (3. 9. 80). 

4. 稳 昼 引力 场 

下 面 讨论 两 种 基本 类 型 的 .具有 特殊 对 称 性 的 引力 场 . 

在 引力 场 gw 中 ,如 果 人 允许 有 一 类 时 Killing 矢量 场 剖 存在， 
即 媚 果 Killing 方程 

上 ,十 二 一 和， (3. 9. 81) 
的 解 存在 , 则 这 一 引力 场 称 为 稳 恒 引 力 场 , 或 者 称 时 - 空 g;, 为 入 
恒 时 室 . 吏 在 说 明 这 一 定义 的 物理 含义 * 

考虑 矢量 场 (x) 的 一 条 无 限 短 的 世 
界线 PQ. 我 们 建立 一 个 坐标 系 x*, 使 zz 
轴 的 方向 党 着 PQ( 如 图 2-4 所 示 ). 党 着 
这 条 世界 钱 PQ 只 有 时 间 坐 标 发 生变 化 ， 
而 空间 坐标 六 保持 不 变 . 这 是 做 得 到 的 ， 
因为 名 是 类 时 Killing 矢量 . 我 们 还 可 以 
适当 选择 坐标 轴 上 上 的 长 度 单位 , 使 总 二 +， 如 

ter=(]1, 0, 0, 0). 《3. 9. 82) 
Killing 方程 还 可 以 写 为 
pga, BO, 


即 
Er ges egoat Toé gt Tt gm) = 0. 
由 gus 一 9 知 上 式 左 端 后 一 插 号 为 客 gjw, nr 从 而 有 


rg at gt Tg y= 0. (9. 09, 83) 
将 (3.9.82}) 代 入 (3. 9. 83), 得 到 
E00 {3, 日 。 84 1) 


这 样 , 在 我 们 所 选 定 的 坐标 系 中 , 度 规 张 量 的 所 有 分 量 gw 均 不 含 
* i132* 


时 间 坐 标 . 
我 们 指出 , 满足 C3. 9. 84) 的 坐标 系 不 目 一 个 . 作 变 换 
Xx =x 二 f(x ), 
TO 二 (3.9. 85) 
式 中 f(x) 为 一 任意 形式 的 函数 . 此 时 度 规 张 量 的 变换 式 为 


一  ， 
此 后 一 站 9 Bm Eo Epo 了 rr 


af af aF af 
的 一 如 一 四 gw 有 十 oa (3.9. B67) 
dg’, MiuAr Me, M's 
由 此 得 到 Jr ca" re A oT ax! + C3, 9, B87) 
将 (3. 9.86) 和 (3.9.84}) 代 入 3.9,87)， 得 到 
dp ， 
0. C3. 9. 88) 


dr" 

变换 (3. 9, 85) 表 明 , 在 时 空中 可 沁 任 意 选 择 时 间 的 起 点 ， 即 
zx? 可 以 附加 一 个 任意 常数 . : 

但 是 当 改 变 x 的 符号 时 ， 所 得 到 的 两 个 方向 对 于 稳 恒 引力 
场 是 不 等 效 的 , 这 是 由 于 gw 天 0 的 缘故 . 例如 Kerr 度 规 的 情况 ， 
当 xz? 一 z 时 角速度 的 方向 也 要 改变 . 

作为 稳重 引力 场 的 特殊 和 情况 ,， 当 Killing 矢量 六 的 世界 线 与 
超 曲 面 族 正 交 时 , 这 个 稳 态 引力 场 称 为 静态 引力 场 , 或 称 时 空 &,。 
为 静态 时 空 . 下 面 我 们 证 明 ， 在 静态 引力 场 中 一 定 存在 一 个 坐标 
系 ， 合 其 中 nm 一 用 

按 定 义 ，Killing 和 拓 量 总 和 超 曲 面 正 交 ,有 即 


让 
F(x) pr) ， (3, 9. 89) 
式 中 $x} 和 由 (x) 均 为 标量 了 明 数 . 由 此 可 得 
$$, ,ns， (3.9. 90) 
E 一 中 《3. 9. 91) 


由 (3. 9. 91) 林 得 
站 J -十 后， 一 
一 上 一 上 一 《3.9. 92) 
。 了 了 33 。 


上 式 中 的 俐 导数 可 代 之 以 协 变 导 数 : 


Sr,é = 0, (3.9.93) 

因为 其 中 会 Ps 的 项 互相 抵消 了 . 
将 Killing 方程 代入 (3. 9. 93), 得 到 

SE 0. 《3. 9. 94) 
将 上 陈 乘 以 后 第 并 , 令 .人 二 全 得 到 

站 一 人 《3. 9. 95 1) 
和 站 一 (3. 9. 96) 
将 (3. 9.95) 和 和 C3, 9. 96) 相 加 ,得 到 

{EE 0. (3.9.97) 


在 上 式 中 ,由 于 会 Ts 项 互相 抵消 ,， 所 以 可 将 协 变 导 数 号 为 偏 导 
数 形式 : 


(Ek: ,Ete 一 和) 一 0 (3. 9. 98) 
此 起 及 可 写成 

公 一 ( 阁 | -9 (3. 9. 99) 
此 方程 的 解 为 

六. C3.9.100) 


式 中 ytr) 为 标量 函数 . 
比较 (3.9.100) 和 (3,9.89), 得 $xr)== 估 (x). 选择 一 坐标 


系 , 使 名 一 各 ， 则 (3.9. 100? 给 出 


tt .= gat = gy (3,.9.101» 
及 因为 二 gp600% 二 go? (3.9. 102) 
故 有 有 Bm OT— god.» C3.9.103) 
在 上 式 中 代 人 4 一 0， 得 到 

他 ,1 一 1， 

人 二 一 十 子 (Cr )， (3. 9. 104) 
选择 一 个 坐标 系 x'*， 使 得 

xO 二 x 二 Fr x {3.9.105) 
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则 有 gu 一 go 一 &omj (3, 9. 108) 
将 (3.9, 104) 代 人 得 


人 一 有 0 (3.9.107) 
由 3.9.103) 知 
EM 一 0. 《3. 9. 108) 


我 们 证 明了 , 在 静态 引力 场 中 ,一 是 存在 一 个 坐标 系 , 在 其 
中 , 引力 场 同 时 满足 移 恒 条 件 和 时 轴 正 交 条 件 ， 
Br 0 一 日， 8 一 0. C3.9,. 109) 


8$ 3.10 ”引力 场 方程 的 正 交 标 架 形式 


对 于 时 空中 同一 点 , 可 以 引入 一 局 部 惯性 系 X* 和 一 任意 坐 
标 系 x*、 其 线 元 分 别 表 不 为 


ds’:—7n, dX"dX" C3. TO 1) 
和 ds’* = gdr’dr. {3.10. 2) 
平 直 时 空 度 规 ,和 任意 坐标 的 度 规 gs 之 间 有 关系 式 

ej 

gm — Dr ee ©3, 10. 3) 
A 。 aX" pa 
Ah? 二 (3, 10. 4) 
则 有 gm= ahht = hah (3.10. 5) 


式 中 hs 三 Yoghs. 如 的 指标 由 ys 或 进行 下 移 或 上 移 . 此 时 线 元 
可 号 为 

ds: =hghidx’dr’, (3. 10. 8) 
此 妈 标 架 家 得. 脚 标 a，B，Y 称 为 Lorentz 脚 标 ;它们 的 上 移 和 下 
称 由 ys 和 六 进行 . 脚 标 jx,，v, z 等 为 协 变 脚 标 ,， 它们 的 上 移 和 下 


移 仍 由 ge 和 g” 进 行 ， 
由 (3. 10. 5) 可 以 得 到 行列 式 |hs| 和 g 之 间 的 关系 ; 
g=|gw|= | |* hl lhsl=— hl’, 
或 者 |hs|= v 一 (3. 10, 7) 


“了 3 


按 定义 , hi 三 g*hs， 由 此 可 得 


hh =0. (3, 10. 8) 
A” AA 
又 由 8 一 二 3 (A= | hs |). C3,10.9) 


式 中 4 和 4; 分别 表示 行列 式 |hs | 中 元 素 hm 和 hw 的 代数 余子 
式 ， 我 们 有 


本 AS 
ji 一 BA 一 一 (3. 10. 10) 
es i 
而 由“ 一 下， 《3. 10. 11) 
1 A 并 对 
所 以 有 Fh 《3. 10. 12) 
有 即 hehs— ds. 《3. 10.13) 


式 (3,10.13) 和 (C3. 10.8) 宕 明 , 有 i 无论 对 于 协 变 脚 标 还 是 对 
于 Lorentz 肢 标 , 都 是 正 交 归 一 的 , 故 称 正 交 标 架 . 
考 虚 标 架空 间 的 一 个 仿 射 正 交 变换 ， 
A ， 形 让 一 误 ， 《3, 10. 14》 
世 时 度 规 张 量 的 变换 式 为 
go—=h ph = A Nh hd hah =h gp (3.10.15a) 
此 式 表 明 ， 对 于 标 架 空间 的 仿 射 正 交 变 痪 , gw 是 一 个 不 变量 . 
设 标 架 不 动 , 坐标 变换 x*->x“， 此 时 有 
hh (3. 10. 15b) 
这 就 是 说 , 有 在 坐标 空间 中 是 一 协 变 关 量 . 
现在 我 们 给 出 曲率 张 量 的 正 交 标 架 形式 ， 和 在 坐标 空间 的 情 
况 类 似 [ 见 附录 (7.3)]， 由 hs 的 协 变 导数 不 可 对 易 便 可 给 出 曲率 


张 量 的 表达 式 ， 我们 定义 Rr: 


帮 — har — Rtshaa 《 忆 。 10， 16) 
即 Res = Ah" (ho — horwp), 《3. 10. 17) 
由 8 uO—0 冶 得 


hh hh" ,Oe 0. 
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从 而 有 (hh 二 A hh hi 二 hh + 


(3. 10. 18) 
或 者 写成 及 hy, 二 一 Ch A A). 《3. 10. 19) 
由 (3. 10,19) 和 和 (3. 10. 17), 得 到 
RE =h" (he OAs) = 
hh A at hh st "Rea. (3. 10. 20a} 
再 缩 并 得 R= 二 Ahi 二 有 R82"h (3. 10. ?0b) 


由 上 式 可 见 ,， 无论 在 坐标 空间 还 是 在 标 架 空间 , R 都 是 标量 . 
下 面 我 们 给 出 引力 场 方程 的 正 交 标 架 形式 . 引力 场 的 拉 格 朗 
日 L=Ltgps Bim As 而 
pm = hhh. 
现在 对 标 架 进行 变 分 : 
Sg =A Bh CAA, = hh dR, =— 
hod ght) + hd gah!) 26g hgmt hg he. 


(3. 10. 21) 
即 Spgs = — (hg Rp pr) hi, £3,10. 22) 
将 上 式 代 入 (3. 4,13) ,得 到 

31, = | 一 (Ry 一 SHR hdheds. C3. 10. 23) 
此 时 《3. 4.21) 和 3. 4. 22) 为 

81; 一 一 | /EThrdhedt. (3. 10. 24) 
将 53. 10. 2371 和 (3. 10. 24) 代 人 SC 十 无 ?一 0， 得 到 

[一 | 天 一 有 Th， (3. 10. 25) 
好 RZ 一 到 Rh 一 AT 《3. 10. 26) 


此 即 正 交 标 架 形式 的 Einstein 引力 场 方程 . 两 端 绞 以 Au 便 得 到 坐 
标 形式 的 场 方 程 ， 


“了 了 37 。 


$ 3.11 引力 场 方程 的 零 标 架 形式 


Einstein 引力 场 方程 除了 通常 的 张 量 形式 外 , 还 常 以 其 他 形 
式 给 出 . 其 中 一 种 很 有 用 的 形式 是 Newman 和 Penrose 给 出 的 零 
标 架 形式 , 常 称 为 Newman-penrose 方程 ， 

1. 零 标 架 

在 四 维 时 空中 每 一 点 ， 引 人 一 组 矢量 das Nas Hp 和 两。 构成 
一 标 架 . 其 中 i, 和 nn, 为 实 的 零 和 撩 量 , mx, 和 而 , 为 一 对 复 的 零 天 
量 . mr, 由 两 个 实 的 正 交 矢量 a 和 4。 构成 : 


二 (3.11. 1) 


标 架 (1,， nr， 页,) 满 足 准 正 交 条 件 ， 


dm nn O00, 


1 = 


i —nn = mm m0, C3,11. 2) 
1 一 一 ?7 一] 

引入 零 标 架 符号 
2 一 (nr es Fn) Hm=1, 2 3, 4. 《3. 11. 3) 


爸 标 架 指标 sm 的 升降 由 平 直 时 空 度 规 ¥”" 进 行 ， 的 形式 为 
u 1 0 0 
加 "一 0 2 = Tn. (3.11. 4) 
0 0 0 一 1 


0 一 1 0 


度 规 张 量 gs 可 表示 为 
丰富 一 二 (3. 11, 5) 
Wn Lm mg (3.11. 6) 
2. 旋 系 数 
由 这 一 标 哥 可 以 定义 复 的 Ricci 旋 系数 7” “: 
y= ZZ" Zh, (3. 11. 7) 
Ym 具有 反对 称 性 ; 
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Temp 一 一 mm {3. 11. | 


12 个 旋 系 数 表 示 为 
k= y= me， (3. 11. 9a) 
P= Yn =, 《3, 11. 9b) 
5 一) 一 aezrar， (3. 11. ge) 
r= Yn, 《3. 11. 9d) 
y= 一 和 一 一 有 (3.11. 9e) 
庆 二 一 的 人 一 一 下 《3. 11, 9f» 
A=—7i = — nM, (3. 11. 9g) 
Th C3. 11. 9h) 


一方 (一 入 0 一 二 Ca 天 一 me 列 现 ) 了 (3. 11. 91) 
1 1 
B= Ya Fas) 一 本 Co pp In ) ， 3.11. 9) 


y 一 了 (Vlg 一 六 sz 一 3 A Py. 37》 C3. 11. 9k) 


e 一 去 Ca 一 7 一 了 Ce Pm A) 《3.11.91) 
3. 张 量 和 方向 导数 


任 一 线 量 了 ;的 标 架 分 嫩 定 义 为 
了 一 了 .ZK Ze (3, 11. 10) 


在 坐标 空间 中 Weyl 张 量 表示 为 
Ci = Ran — 3 (goRw 一 gnRos — garRo 十 
gmRpr) 一 Egngo, 一 BeBe ?BR. 
在 零 标 架 中 具有 形式 
Co = Room — DB no Bos — WaRsy — rR 十 


区 到 二 Ce 及， 好 3. 11. 1187 


利用 Weyl 张 量 的 无 迹 性 和 恒等式 
WC pg 一 (2 十 Cy p01 一 人 人 二 0， 
" 139. 


人 iass 十 人 1423 十 Ca = 9， 


我 们 得 到 


机 中 
Ca = Cs = Css = Coss —= Cass 一 Ci = 0, 
Ca1g 一 las Ca 一 Clana 一 Cua 一 人 214， 


a 一 二 __ | 
(sd 一 Can 一 Coo 一 Cas (Caag 一 Cogs 


Cla = FC 一 Cag) 二 Cua 一 C34). 
Weyl] 张 量 的 5 个 独立 分 量 可 写 为 


YY, 
, 


bE 


D,, 


二 一 Cs 二 一 Cl ml mn’, C3,11, 
一 71213 一 Cd nm’, {£3.11. 


] ， 
一 一 3 (Ca 一 Cis) 一 


11b) 
lle} 


一 Cd (Ln 一 my), (3.11. 11d) 
一 一 Co =— Coamn'tn’, 《3. 11. 11e》 
一 一 Cs 一 一 Cnn npn. 《3。 11, 11{) 
6 个 独立 分 量 为 
和 FR 一 Sy, (3.11.12a) 
一 一 LeR, + Ry) 《3. 11, 12b) 
一 4 12 3 
一 Rt ~ ,,, 《3. 11. 12c) 
一 一 Rs (3.11. 12d) 
一 一 二 ,= 画 ，， C3. 11, 12e) 
= Ru (3. 11. 12f) 
加 FR 一 PP, ， 《3, 11. 12g) 
一 一 Rs C3. 11. 12) 
= 一 Ra, (3. 11. 12i) 


标 曲 认为 = 字 ， (3. 11. 12)) 
性 意 标量 的 方向 导数 定义 为 


D$ = = $A (3.11.13a) 
VS= Os C3, 11.13b) 
ys 一 一 $. my (3, 11. 1 3¢) 
6g 一 bm’ 一 $m (3. 11. 13d) 
pa vy pe 
或 者 写 为 天 一 上 Bare Ww 二 nn re! 
— 本 9 mr EA 
命 一 74 3 作 一 有 刺 Eh {3.11.13e) 


4. Newman-Penrose 方程 
应 用 前 面 定 义 的 符号 , 可 以 把 Einstein 引力 场 方程 写成 零 标 
架 形式 , 这 就 是 Newman-Penrose 方程 . 这 是 一 组 一 阶 偏 微分 方 
程 , 含有 5 个 Weyl] 张 量 的 标 架 分 量 , 6 个 独立 的 Einstein 张 量 分 
量 , 标 曲 率 A 和 12 个 复 的 旋 系 数 ， 
Newman-Penrose 方程 分 为 三 组 :对 易 关 系 ，Ricei 恒等式 和 
Bianchi 恒等式 ， 
(1) 对 易 关 系 
按 定 多 有 
由 ”一 多 2 ， 《3. 11. 14) 
于 是 可 以 得 到 多"” 和 和 风 ”的 表达 式 : 
gr 一 ($2Z™) 2™ = $2 + (3.11.15) 
A i A 
由 上 式 得 $" "一 和 二 C7 一 7) {3.11.16) 
在 此 式 中 取 m, nn) 二 (1，2)，(2, 4), (1, 4),， (3, 4), 得 到 
(CAD — DA#$= [COND+{ 二 AC— 
(t+ Go— (t+ md), (3.11.17a) 
(6D — Do}Y$ = [C+ PB— nDihA— oo (+e 
ead], 《3. 11. 17b) 
(64 一 A= 二 [一 5D 十 (5 一 芯 一 户 A4 十 乱 十 
= 了 


(nC— 7 dg, (3.11.17c) 
(66 一 07¢ = TE D+ -nA (a B55— (8 
一 oad 1$), (3.11.174) 
《2) Ricei 恒等式 和 旋 系 数 方 程 
根据 Ricci 恒等式 
Lautro] 一 3 LueRss 3.11. 18) 
可 得 Riemann 张 量 的 标 架 形式 : 
Re 一 Yo 一 Yr | Yi 一 ro 十 
?emfypa 一 ?98 )， 《3. 11. 19) 
将 (3.11.11) 代 估 上 式 , 得 到 
Vatpio] 十 Ya 一 7 十 Vhs Yim — Ym) = 
1 
2 
HRV, 一 po》 《3, 11, 20) 
在 上 式 中 取 
(mnsprg) = C3,d,1), (1,3,3,1), C1,3,2,1), [1, 
2.431})— (35,4.431) ,1,2,3,1) 一 (3431)7][ {1,2,2,1) 一 
(C3452,1)], (2,4,4.1), (2,4,3,1), (2,4,2,1). (2,4,4,2), (1, 
314;3), (C12,43) — (3,4:4;3)], C2,4,4,3), (2,4,2,3),[ (1, 
2,2,3) — (3,4,233)], 1,3,2,3),(1,3,4,2},[(1;,2,4,2) — (3, 
4,4,2)j, 注意 到 旋 系 数 ,Weyl 张 量 和 Ricci 张 量 的 标 架 表达 式 ， 
我 们 得 到 下 面 一 组 方程 : 
Pp 一 区 一 (6 十 a5) 十 (十 有 op 一 Ar 一 
k(tag + Bo rx) D,, (3. 11. 21a) 
Da — Bx= (p+ pa {38 — Ee — 
(TC 不 十 十 38)k 十 业 ,， (3,11. 21b) 
Pr Ar= (rt RP (Toe ETC— 
(37 + Fr + V+ Ba) (3. 11. 21c) 
Da— Be—= (p+E— 220 + BE— Be— waA— KY 
。 1d2+* 


Comp Cpls Tp 十 A sR ) 


{£ 二 POR 十 Bi， (3.11.21d) 
丰 B 一 中 一 (aa 十 ro 十 和 一 避 有 一 (十 2 一 

均一 元 JE 十 更 ， {3.1].21e) 
PDy 一 如 一 (fr 十 部)g 十 位 十 mr)8 一 (十 引 7 一 

(ty 十 YE 十 rr 一 风 十 至 一 入 十 加 


(3,11. 21{) 
DA— 6xr= (pA a0) em rev— 
(38 CO— EA Bn, ‘3. ll.21g) 


Da— x= (og oN) 二 nr (et pC— 
rta— PB) vk 二 二 24, (3.11.21h) 
Dy— Ar= (rn 二 (二 A+ (Px 


(3e 十 Ev 十 更 ; 十 名 {3.11. 21i) 
DA—® = (tA (37 一 了)4 十 

(3g 十 上 十 一 zy 一 更 《3. 11, 211) 
6p 一 了 一 paTAP) 一 al3a 一 下 十 (4 一 Pr 十 

(4 一 PRO— ,+ Do, (3.11.21k) 


ba 一 划一 (up 一 Mo) 十 上 唔 十 及 一 2a8 十 
A 


C3, 11. 211) 
64— Ep4= (2p— prt pm Pr A 二 十 
Ata — 3F) 一 下 + Ban, (3, 11, 21m) 
B65 一 Au 二 CC 下 十 A 十 他 十 站 kK 十 沈 十 
(tT — 38 CO— RY Ps 《3. 11. 21n) 


Gy 一 4 一 (一 元 一 有 7 十 Ar 一 呈 一 印 一 

BOY — Fo todt B,, (3. 11. 210) 
Br Ag= (uc Ant (r+ Bo— ar (7 — om 

wD 十 更 ， (3,11.21p) 
Ap— Br= ~— (RT ot Bai)r+i 

(YIIp+ um VP 2A, (3.11.219) 
ha 一 到 = (pp 十 ay 一 (十 pB) 二 (7 一 pe 十 

*" J43+* 


(8 一 有 7 一 更 ;. 3. 11. 21r) 


(3) Bianchi 恒等式 
Bianchi 恒等式 RR 二 0 在 零 标 架 中 具有 形式 
Rnipar: — {ThrBRoom + Yuo Ras + Yh, Rs 一 
入 per 一 Yun Ram Rom 十 2RanipYry 十 
2 有 Re 十 ZR mar) = 0. 《3. 11. 22) 
在 上 式 中 . 取 (raypsor) 一 (1,3,1,3,4)，(1,3,4,2,1)， (1,3， 
1,3,2),[L(2,1,1,3,2) 一 (2.3,1,3,4)],[(1,2,2,4,1) — (1,4, 
2.4,3)],(2,4,3,1,2)， 02442412 424 37 1[4,.3,1,3,4) 
十 (1,2,3,4,1)] 十 201,3,4 2 1) 人 (2 ,1.1,3，2) — (2,3,1,3， 
4)] 一 (C1,3.4,2,3)}, {1[(3,.4,2.4,3) 十 2,1,4,3,2) |] 十 (2,4,3， 


1 ,2)},， 


注意 Riemann 张 量 的 标 架 表达 式 , 我 们 得 到 下 面 一 组 方程 : 
EV, — DY., — DD, — 8 = (da 一 MV,— 


2{2p 十 ey 3x, 十 《元 一 2 28) B+ 
2fs 十 OB, 20 — Dx 一 xB (3.11.23a) 


AV, — WF, 十 DE,, — 68, = (47 一 站 到 ,一 


2(2r 十 BE 十 3 ， TT ATD,, 十 2{ BD, 十 
20081 十 ‘DE 本 2E 十 FD, 2 号 1 C3， 11. 23b) 


3(8F, — DY) 20D®,, — 8,) 十 8, 一 AD,, = 


3AF, — 90¥, 十 6a — ME r,t (FF— 27 一 
27 一 27)T, + (C20 + 27 十 27) 十 2(f 一 2 委 十 
B220 一 PD, 十 250: 一 FB, 一 

2r@B, 一 27B,, 《3. 11. 23c) 


3CA, — HY,) 十 2(D®, 一 55) + (SD, 一 4 ) 一 


"114* 


Po, 十 (7 一 到 一 9r¥, 十 0, 一 vB + 

2(P 一 产 一 力 画 一 2 区 ， 十 2(r 十 232 元) 及， 十 

(2a 十 2r | 28)8, + (27 一 2 一 45)®,; 十 
2d — 2x®,,, {3.11.23d) 


316 — DY,) 十 DO, — $8,, + 2205 一 46 = 
8a 一 9r¥, 十 CE — DY, Ix, 一 2 十 
22B, + 2 Oo £27 (C27 + 4F)B 十 
(28 十 2r 十 元 一 25) 旬 一 265， 十 
240 — po— eB, — kB,,, 《3, 11. 23e) 

3 证 — 8,) 十 DBs, 一 05 268, 一 45) 一 
6 — gg 十 608 — TE, 十 35 到 一 2 一 
25 和 | + 2(2F7 一 外 区 十 2 和 — ABs, + 2x 十 二 一 
28)B i 7 20 二 + r+ aIB 二 + (PC— 

2 — 2E — 20)®,,, (3, 11. 23f) 
6¥, 一 D¥, + 8, 一 AP,, = 
34E 一 2(0a 一 2) 加 + (de 一 PE, — 2vD, 十 
2AB 1 二 (C27 一 27 二 2} + 2(F — a — 55:2， 
3.1]1.23g) 

4 五 一 HV, + $8,, — 2a, = 
3 一 207 十 2 更; 十 (48 一 中 加 一 2 有 一 
5 十 2AB1s 十 2 人 7 二 FD (To 28 — 20a) 8,,. 

《3. 11. 23h} 

DE — 68,, 一 5 十 ET 十 3D4 一 
(2 一 产 十 27 B+ x Za — 27)@, + 
(元 一 25 一 2n)®, + 200 十 PB, + 5 + oF — 
KD, 一 KP, , (3. 11. 23i) 

DE — 0 一 5 十 45 十 364 一 
(27 — £2 十 By 一 好 十 (2 一 T) 有 十 
Cz + 27-- 2a — TB, + C20 2 — 25)@,, 十 
gE, — /BP,,, {3,11. 23]) 

慧生 一 98, — $8, + AD + 3AA = 
vB + Bo — 28 PB 一 AD 一 A + 
C27 — to 2 B+ (28 Cr 二 2)B, 十 

。 了 45。 


(p+ po 2e— 2E)8,,. (3.11. 23k) 
方程 (3.11.17)，(3, 11. 21) 和 (3.11.23) 妈 沁 Einstein 场 方程 的 
Newman-Penrose 形式 ， 
(4) 速度 场 
速度 w* 的 协 变 导 数 可 构成 一 个 与 她 正 变 的 表达 式 ze 十 
zt Ho。 此 式 可 分 解 为 反对 称 部 分 .对称 无 迹 部 分 和 它 的 迹 ; 
Ho 十 Hl, = Ww, Gn Bh 3 


即 & 一 一 Et we Tn + Oh 3. (3.11. 24) 
式 中 Wy 一 Kw 一 如 
,= ur) + tite, (3. 11. 25a) 
Ge 一 Hin 十 an — hs, 《3. 11. 25b)» 
有 一 ze ,,, 《3. 11. 25cy》 
ee {3,111,250 
天 一 站 地 一 站 Go 把 一 人 站， 下 一 站 (3.1].25e) 


速度 场 的 性 质 包 含 在 这 些 量 中 , zi 称 为 如 速度 ,wo 称 为 扭 或 旋 速 
度 ，xzm 称 为 切 变 速度 ,9 称 为 膨胀 速度 . 现在 我 们 来 说 明 这 些 量 
的 几何 意义 . 

设 物 质 元 的 世界 线 笠 ( 流 线 能 为 


2 一 了 人 TD)， 
速度 场 为 we(z? 一 空 . 
沿 着 每 条 世界 线 有 一 const， 当 = 不 变 时 , 由 世界 线 y 到 邻近 的 
世界 线 (yi 十 yy 有 增 量 
nr 
dr — ay. 


D dd dx a_ 9 x Ai pa 和 
由 于 让 8 一 起 3 + Ts ro = Ray 十 厂区 车 一 


亢 f 。 中 tf 、 。 0 
By titan 3 一 元 rz 二 isu'6r’, 
所 雇 沿 世界 线 有 
i 


+* 了 本 让 


对 于 随 动 系 中 的 观测 者 ， 邻 近 体 元 的 位 移 应 是 Sx* 加 他 的 三 
维 空间 的 投影 : 
x= (gt un dr Ahr, 
根据 以 上 二 式 , 注意 到 (3 xu 一 0， 得 到 相应 的 速度 
62) BL) Cd) = (B10) + Ah 
将 (3.11.25) 代 入 上 式 , 得 到 
(BT) ha ,wo rr", 
由 上 式 可 以 发 现 , 膨胀 速度 8 为 径 向 速度 , 其 大 小 和 方向 无 
关 . 当 8 渤 0 时 物质 元 的 体积 膨胀 当 8<o 时 收编 . 根据 
(3.1.1), 可 将 反对 称 张 量 mw 变换 为 旋 速 度 矢 量 or， 
1 


2 一 Fe Te Wi Eraptu tH!, 
由 wr 描述 的 速度 场 具有 形式 
(人 zy hed ud x , 
可 见 速度 垂直 于 位 移 人 rzr*, 也 垂直 于 旋 速 度 er. 所 以 ，w。 表征 
绕 轴 er 旋转 ， 关 于 切 变 速度 ,由 于 迹 =0， 所 以 em 表征 物质 元 
由 球 变 为 椭 球 的 等 体积 形变 . 
由 霍 标 梁 矢量 i 的 协 变 导 数 可 以 构成 与 (3.11.25) 对 应 的 三 


个 标量 场 . 定义 二,v 是 沿 着 固定 短程 线 的 仿 射 参量 ,这 三 
个 标量 可 以 写 为 


g 一 一 六 入 ， (3. 11. 26a) 
门 ， 

二 Fite 时 【3， 11. 26hb ) 
1 

ny 一 8 (3.11. 26c) 


由 53. 11. 9 可 以 得 到 
te = (FHA Et EN nCat Bm,— 
(Cat Bm — tm, — Tm, — kom 一 
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KFR Emm oP Pr mm + OR RE,. 
C3.11. 27)» 
我 们 可 以 党 上 述 零 曲线 禾 中 每 一 条 短程 线 引 人 一 仿 射 参量 , 从 而 
使 e 十 E=0， 进而, 因 i 为 短程 线 的 切线 , 克 有 二 0. 采用 
(3.11, 27), 可 将 标量 场 8,w 和 1o| 用 旋 系 数 表示 出 来 : 
1 


9 一 广 C2 十 P)， (3. 11. 28) 
w 一 六 | 十 5 ， (3. 11. 29) 
1z| 一 Ya7， (3. 11. 30) 


《5]JMaxwell 方程 

在 零 标 架 形式 中 ， Maxwell 方程 可 写 为 
pFape— ioYm — Fm?pg) 一 省 3. 11. 31) 

在 上 式 中 取 关 一 1，2. 3, 4, 得 到 

DE 一 和 ,一 (rr 一 2o0 四 十 25 有 一 kx: 十 败 ，  (3. 11.32a1) 
DS, — 8 =— AG, 2rB + to—2e)B, tT (3.11.32b) 
88,— AD =—yB 二 2pB1 + (T2828 二 TJ: C3,.11. 32c} 
8 — A = (p27)8, 2r@ — oP, . 3.1]1. 32d) 


式 中 T= ,mn", (C3. 11. 33a) 
B= Fl tim) (3. 11. 38b) 
,=F mn; 《3, 11. 33c) 
太一 2 
J 为 四 维 电 流 密度 矢量 ， 
方程 组 (3. 11, 32) 即 Maxwell 方程 的 零 标 架 形式 ， 
玉 。 可 用 零 标 架 表 示 为 
Fs,—=—4Re( Dnat diln(®) Ym i] + 2 dct 
2B, UF — 2 on 2D] 3,11. 34) 
将 上 式 代 人 人 电磁场 能 - 动 张 量 表达 式 
BE 一 二 | 二 ecFeE“ 一 Fr 天 | ， (3.11. 35) 


。 了 4 


得 到 柏 应 的 标 架 表示 形式 : 
4 五 -一 21 | | [Bo | nn ,Bm m+ 
DB ny 二 om )} — 
4 ,Balm — 4 Bl mi — 
4 nn — 4 Dn C3.11. 35) 
如 果 能 够 解 方程 (3.11.32) 求 得 BB 和 全, 则 可 以 代入 
《3. 11. 34} 和 {3. 11. 35), 得 到 Maxwell 张 量 和 电磁 场 能 - 动 张 量 
的 协 变 分 量 ( 坐 标 分 量 ), 
如 果 Ricei 张 量 和 Maxwell 张 量 成 正比 ， 即 
,OD mm n= 0, 1], 2). C3. 11. 37) 
取 ww 二 1，Bianchi 但 等 式 成 为 
(Or 48) — (AT27 寺 4 二 3vB,= 
ABD, — B68B, 2 DO— B84— 7+,Da), 
(3. 11. 38a > 
td—2r28) ,二 Fo — CAT 3 ,2 = 
B08, — DD, 2D 一 Dr 十 De) ， 
{3,11. 38b)» 
(8— 3 ,20 — (A—27+ 2 y= 
B AB, — BD, 2(B $7 — B,Da—B Dr 人 ,Dn), 
(3,1]. 38c) 
(BB— 4r— 2 + 3,— (Adin = 
B68, — ,DD 2 — Be — 人 BoD) 
3.11. 38d) 
(CDAde— PE (+4r+20) V+ 3A,= 
BAD, — BB, 2 BA BD) Bo), 
(3.11. 38e) 


§3.12 广义 相对 论 Pirac 方程 


1. 旋 量 
。 了 49。 


张 量 和 旋 量 之 间 以 泡 利 矩阵 ie 相 联系 ， 
了 部 人 一 or Thoakr, 
Toastpm Tr gst, 
BuIA OP) — EAcEB IT. (3.12.2) 
式 中 A,， B,C, DD 为 旋 量 指标 .可 见 一 个 张 量 指标 对 应 一 对 旋 量 
指标 . ox” 是 2X2 厄 米 和 矩阵, 满足 关系 式 


3.12.1)» 


Tp ppg, gp = (3, 12. 3) 
sas 是 Lewi-Civita 符 导 ， 
8 一 名 1 一 E Oe 二]， 
En 一 El0 = 一 8 一 一 ]， 《3. 12. 4) 
0 ] 
即 ces er 中 【3. 12.5) 


SacEBp 与 gm 相当 3 于 是 sac 和 和 Ep 可 以 看 作 旋 其 空 间 的 度 规 ， 用 来 
升降 旋 基 的 指标 : 
=e tba, thle 
=e litp, bs —b eng. 
此 处 应 注意 在 升 指标 时 :在 左 , 而 在 降 指 标 时 < 在 右 . 
取 旋 量 的 复 共 氏 时， 带 撤 的 指标 换 成 不 带 撤 的 ， 不 带 撒 的 指 
标 换 成 带 撒 的 . 例如 
了 部 一 了 汪 了 2 (3.12.7) 
带 撤 的 指标 可 以 和 不 带 撤 的 指标 交换 次 序 ; 但 是 两 个 带 搬 的 指标 
不 能 交换 次 序 ， 两 个 不 带 撒 的 指标 也 不 能 交换 次 序 ， 
旋 量 的 协 变 导数 定义 为 
ba a— ba. pe— bal hyo (3. 12. 8) 
式 中 3, 为 仿 射 联络 ， 和 带 撤 指 标 对 应 的 是 了 4 
这 里 应 指出 ,TT%, 不 是 唯一 确定 的 . 通常 为 了 确定 它 ， 令 ohs， 
sx 和 saa 的 协 变 导 数 均 为 零 . 
如 果 张 量 TY 是 实 的 ,对 应 的 旋 量 应 具有 厄 米 性 : 
了 袁 和 一 了 (3. 12. 9) 
2. 施 标 架 ( 旋 基 ) 
* 有。 


(3,12. 6) 


由 (3. 12. 2) 可 知 mr 具有 正 交 性 , 这 与 零 标 架 相同 ,但 是 为 了 
确定 Fa 而 令 oh 的 协 变 导数 等 于 罕 , 这 又 与 零 标 架 不 同 , 我们 引 


入 旋 标 架 ( 旋 基 ): 
于 -00 tt—e, Wh 0 , Ft 7 , 
它们 满足 关系 式 
OA = = =1, 
以 下 一 ah nr—~oig it, 
882 一 08 De , m=0%a tO = 


sh DO #0 ,0 , 


即 =obos Nn =o Mm = Mm =o. 


(3 


(3 
(3 


(3 


.12.10) 


.12.11) 
.12. 12)» 


.12.13) 


(3. 12. 13) 式 中 的 下 标 为 旋 标 架 指 标 ab', 不 是 旋 量 指标 AB'. 协 
变 微 分 只 必用 于 旋 量 指标 5 有 相应 的 联络 项 ?， 不 作用 于 旋 基 指 
标 ， 帮 味 与 零 标 架 的 协 变 导 数 相同 ， 于 是 如 (3. 12. 13) 表 明 的 那 


样 ， 我 们 可 以 令 二 者 相等 ， 


在 写 出 (3. 12. 12) 式 时 用 到 了 旋 分 量 和 旋 基 分 量 之 间 的 关系 ， 


oN — ohn SE ， 
一 般 情况 下 有 
Tb 一 工 An ceare ee. 
通常 取 宗 一 让 ， 
在 旋 标 架空 间 中 ,也 可 以 引 人 联 络 : 
Tobed 一 名 neo, 
Dna = Tpora 。 
定义 
Pp ,pb RP， 
可 以 将 (3.11,13) 中 的 方向 导数 算 符 写 为 
了 一 aa ， 六 :一 站 ,$= ; $=. 
注意 式 (3.12. 18) 中 的 5 是 旋 量 呈 . 


,12.14) 


. 12.15) 


.12.16) 


.12.17) 


.12,18) 


. 12.19) 


族 标 加 联络 Dhea 和 12 个 旋 系 数 的 关系 由 下 表 给 出 时 


3. 4 分 量 Dirac 方程 
众所周知 , 平 直 时 空 的 4 分 量 Dirac 方程 为 


1 
c ¥ 1 rt FHI=0, 
QO 了 | 
好 一 -一 一 
式 中 TT 0 lo ~ 了 由 
:| " 中， 2 0 |， sill 
1 0 1 0 0 


方程 <3, 12. 20) 也 可 以 用 ”和 矩阵 表 上 出 : 
yp mo = O08=0, 1, 2, 3; 


式 中 已 取 五 二 c==1.Y 矩阵 
六 一 8 一 
满足 反对 易 关 系 
yp 


取 号 其 为 (十 一 一 一 ) 时 有 
(一 一 了 (六 和 一 了 


了 01 | 0 o 
|o A | 


《3， 


(3. 


在 广义 相对 论 { 弯 曲 时 空 ) 中 , 4 分 量 Dirac 方程 为 


rp, ,nog = 0. 
旋 量 的 协 变 导数 为 
V ep, = .Dy 
(T= ) 
Vta a = pa a— Tbe 
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(3. 


12. 


.12. 


,12, 


. 12, 


. 12. 


20} 


21) 


26) 


.27) 


VvV ep, ,+ Ta. 《3. 12. 28) 
7 矩阵 的 反对 易 关 系 (3.12. 25) 代 之 以 


yy 2g"l. (3. 12. 29) 
广义 相对 论 中 的 > 矩阵 与 平 直 时 空中 的 y 抑 阵 之 间 存 在 关系 
入 一 疡 多 放 ， (3. 12. 30) 
式 中 站 ,为 标 架 , Ap 为 歼 曼 指标 , ; 为 标 架 指标 . 
令 7 三 六 ， 
且 其 协 变 导 数 为 零 ， 
Yh = Ya Tiare Th YT =0, .+ {3.12.31) 
或 7 一 7 一 一 站 十 7 一 0. 
由 4 分 量 Dirac 方程 可 写 为 
Yd — Td) timog = 0, (3. 12. 32) 
式 中 rT,=—47 (7, 有 (3. 12, 33) 
4. Dirac 方程 的 2 分 量 形式 
我 们 把 平 直 时 空 的 泡 利 矩阵 窟 为 
， 1 0 1 ， 1 10 一 # 
= 友 ( 小 和- 太 (* 
(3. 12. 34) 


| | = 二 | | 
~ veal -1 Valo 1 
os 中 的 指标 i 是 标 架 指标 . 此 时 平 直 时 空 的 7 矩阵 可 写 为 


0 aap 


yi— v2 ,7 一 0，1，2，3; 
Fs 0 


站 二 0 ,1: B=0' ,1'; 


| 一 一 
4 一 四 p= (vv, Wr ), (C3. 12. 35) 
如 
则 Dirac 方程 (3. 12. 27) 可 表示 为 
0 gg (ua | | 
mr 2 hi Ab Wa 了 十 Fn 四 = ， (3, 12 361 


A Th; 
vw 二 

或 者 | 本 7 (3. 12. 37) 
人 2 .hd WV ma Ho ws 一 心 ， 

邻 oh Vo VY,, 《3. 12. 38) 


式 中 是 弯曲 空间 的 量 , ao 人 是 标 架 空间 的 量 : a 是 黎 虹 指标 ,i 
是 标 架 指标 .方程 (3.12.37) 可 改写 为 
| 人 《3. 12. 39) 
VE Tin 一 0. 《3. 12. 40) 
对 (3. 12. 39) 中 的 施 指 标 取 复 共 罗 , 注意 此 时 六 sp 一 亦 aa 
将 4 换 成 4',，B 换 成 B, 得 到 


V2 Verv! ime un 一 人 (3. 12. 41) 
再 变换 全 标 , 得 
v2 pa 十 Dr 一 小， (3. 12. 42) 


在 (3. 12. 40) 中 ， 代 人 
Vm Yue, 
绸 交换 便 标 ， 得 


v2 Yao4 十 Pa 一 和 (3. 12. 43) 

于 是 得 到 2 分 量 形式 的 Dirac 方程 ; 
V2 了 pad 十 za 一 个， (3. 12. 437 ) 
| v2 Tap im, up = 0. (3, 12. 42 ) 


按照 Chandrasekhar 的 表示 符号 , wu 一 pv， B'B, 上 
二 式 可 写 为 
WasP’*+tim Qa—=0, 


1 YA 入 4 十 Po 五 :一 0， (3. 12. 44) 
式 中 产 一 ms Y 2 ， 
5. Dirac 方程 的 旋 标 架 形 式 和 零 标 架 形式 
注意 到 
P=tiPa, VaiP'—btite yasP’, (3. 12. 45) 


vi P' Ti, P’, 
" jo4d* 


可 将 方程 63. 12. 44}) 写 成 旋 标 架 形 式 : 


viP im WW;=0, 
(3.12. 46) 
Va tim rt;=0, 
或 者 展开 为 
dasP TP 十 Pa ;=0, 《3. 12. 47) 
ai + Ti im P; =0, 《3. 12. 48) 


取 吕 一 0，, 注意 到 (3. 12. 19)， 可 将 (3. 12. 47} 北 为 
CD Tp, — To P+ Tw; — To dP'— im QQ'=0. 
(3.12, 49) 
在 上 式 中 代入 (3.11. 9)， 并 应 用 旋 系 数 与 旋 标 架 联 络 之 间 的 关系 
{3. 12.20)， 可 以 得 到 
(D+e— pp Ptr a PP — im —0. 《3. 12. 50) 
类 似 地 , 由 (3.12.47 一 48) 还 可 得 到 
(8+B8— PAA PrimQ 0, (3.12.51) 
(D+e—pG’ tr tinP!—0, C3. 12. 52) 
(于 十 让 一 站 而: ATA TG HimP=0. (3.12.53) 


令 一 了 Po, 有 一 POCO 一 全 1,G: 一 一 全 ， 《3. 12. 54) 
(3.12.50) 一 (3. 12.53) 可 写 为 
(De— pF ttr a) Fs =imG, 《3. 12. 55) 
CATp— NF + — OF, ~imG:, C3. 12. 56) 
(H+A—a)G Cm (D+e mp)G; = —imF;, 《3. 12. 57) 
(ATp— NG G+ NG imF, (3. 12. 58) 


(3. 12. 55~58) 就 是 用 旋 系 数 表示 的 弯曲 时 空 的 Dirac 方程 . 
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引力 场 的 分 类 


场 的 分 类 问题 与 描述 具体 场 的 严格 解 有 密切 联系 .通过 场 的 
分 类 可 以 对 引力 场 的 性 奈 有 更 深入 的 理解 . 


§ 4.1 Petrov 分 类 


所 谓 Petrov 分 类 ， 就 是 根据 Wey] 张 量 
Ce= Re— (gtR'— gtR? Hg Rg Re)— 
1 Er 
6 (gtr gope) {4. 1.1» 


的 代数 性 质 对 黎 曼 空 -时 (引力 场 ) 进 行 的 分 类 . 
要 确定 曲率 张 量 的 所 有 代数 性 质 , 只 讨论 共 形 Weyl 张 量 是 
不 够 的 , 由 引力 场 方程 可 知 , 所 要 了 解 的 曲率 张 量 的 性 质 由 Ricci 
张 量 或 能 量 -动量 张 量 给 出 . 但 是 在 真空 场 的 情况 下 ，Weyl 张 量 
便 与 曲率 张 量 完全 一 致 . 因此 ,Petrov 分 类 实际 上 是 根据 曲率 张 
量 的 代数 性 质 对 真空 引力 场 的 分 类 ， 
张 量 场 FF, 的 本 征 方程 表示 为 
FS'—AS,. (4. 1.2) 
式 中 S, 为 本 征 矢 , 4 为 本 征 值 . 如 果 张 量 场 下 ,是 反对 称 的 , 则 上 
式 用 S* 缩 并 可 以 发 现 , 要 么 本 征 值 4=0, 要 么 本 征 矢 3$ 为 专 矢 
量 . 由 33.11 中 引入 的 堆 标 架 矢 量 U wr ym ym 可 以 构成 所 有 
的 二 阶 反 对 称 张 量 ( 欢 矢 ). 其 中 , 零 标 架 矢量 的 组 合 
M2 ,n+ mr my, 
* js0* 


V2 
C2 (4, 1. 3) 
称 为 自 对 偶 双 关 . 在 灶 侦 变换 下 ， 上 式 中 各 双 矢 变 为 自身 (内 盖 一 
个 因子 让; 
1 


Mn = End" =iM,, 


Vo=iV,, 已 一心。 (4.1, 4) 
式 中 符 导 一 表 订 对 偶 . 
由 零 标 架 性 质 可 以 证 明 
Eapd Hp 一 了 {4.1.5) 
根据 定义 (4. 1.3) 和 零 矢量 的 性 质 , 可 以 得 到 自 对 偶 双 矢 “ 标 量 
积 的 性 质 : 
MP 一 MU 一 y=U,L "=0, 
MM*=— 4, 7 一 2. (4.1,6) 
反对 称 实 场 张 莉 及 o。 厅 是 自 对 偶 的 ,也 不 可 能 坦 接 用 自 对 偶 
双 天 (4 1.3) 展 开 . 但 是 我 们 可 以 用 王 。 构 成 一 个 复 的 场 张 量 名 ,: 


B= i FF ricab™, (4. 1.7) 
注意 到 ,== 一 F,, 我 们 有 

,= Ti. 4. 1. 8) 
这 表明 场 张 草 台 。 是 自 对 偶 的 . 将 更 ,用 (4. 1. 3) 中 的 双 和 拓展 开 : 

B= BU ph Mt BV, C4. 1. 9) 


展开 式 系 数 上 可 由 原来 的 实 场 张 量 下 表示 出 来 : 
= FBV 一 下 人 了 


__ 了 工 wo 1 jo 
出 四 4 DMT 9 Fit 了 
起 =3 BU” Ft. (4. 1. 10) 


对 应 于 二 阶 反 对 称 张 量 ,的 六 个 独立 分 其 ,上 式 给 出 三 个 独立 


的 复 系数 . 
了 


下 面 首先 讨论 电磁 场 的 分 类 , 然后 用 形式 上 根 间 的 方法 讨论 
引力 场 的 分 类 . 


$4.2 电磁 场 和 的 分 类 


设 下 .表示 Maxwell 张 量 , 则 (4.1. 10) 具 体 表 示 为 
j=B,— EHi(E,t+B,), 
$=E,—iB,, 
$=E, 二 +B,+i(E,—B.). (4. 2.1) 
1. 第 一 种 分 类 方案 
把 坐标 系 变 至 对 称 张 量 的 主轴 系 时 , 对称 张 量 的 形式 变 得 特 
别 简 单 . 反对 称 张 量 也 类 似 . 适当 选择 零 标 架 矢 量 4 的 方向 ,可 使 
展开 式 人 4.1.9) 简 化 . 
设 普 转 至 2 的 变换 表示 为 
r= En Em’+Em’, 
A =n =m Oo En”. (4. 2, 2) 
式 中 五 为 复 参 量 . 自 对 情 双 矢 的 变 摘 为 
M' ,= M,— 2EU,, 
Vo =V ,~ EM, + EU, 
[一 De (4. 2. 3) 
由 上 式 可 以 得 到 展开 式 系数 午 的 变换 关系 ; 
各 二 向 一 2E 办 十 EE 
站 二 内 1 一 卢 f， 由 二 由; (4. 2.4) 
适当 选择 参量 五 , 即 适 当选 择 六 ”的 方向 , 可 使 岁 ,或 风 , 等 于 零 ， 
从 而 简化 展开 式 (4. 1. 9). 将 带 后 的 量 和 不 带 撤 的 量 对 换 , 然后 令 
$o— 2E¢, + E:$,=0. (4, 2.5) 
把 方程 (4. 2. 5) 和 看 作 关 于 玉 的 二 次 代数 方程 , 根据 这 一 方程 
根 的 个 数 可 以 把 电磁 场 分 为 两 类 . 满足 条 件 
册 一 下 而 天 站 (C4. 2. 6 ) 
的 电磁 场 称 为 非 退 化 场 . 这 类 场 存 在 两 个 不 同 的 玉 方向 司 风 。 
。 158* 


=—0, 
满足 条 件 
开 一 示 吉 二 0 ‘dd. 2.7) 
的 电磁 场 称 为 退 作 场 或 墨 场 . 这 类 场 只 有 一 个 1'* 的 方向 使 内 ， 
一 0， 
由 4.1.67 和 (1.9) 可 条 ， 
i). (4. 2. 8) 
表达 式 天 一 示 加 只 与 电磁 场 张 量 有 关 . 由 此 可 以 清楚 地 看 到 ， 上 
面 的 分 类 与 零 标 架 的 选择 无 关 , 与 双 矢 展开 式 也 无 关 . 式 (4. 2. 8) 
使 上 述 分 类 方案 的 表述 更 加 简单 ，; 
电磁 场 是 退化 (或 零 场 ) 的 充分 及 必要 和 条件 是 
Fw 一 开关 “一 0. (4. 2. 9) 
2， 第 二 种 分 类 方案 
我 们 可 以 用 本 征 方程 和 本 征 矢 的 语言 来 表述 电磁 场 的 分 类 ， 
由 (4. 1. 9) 和 (人 4. 1.3) 可 知 ， 丰 一 0 等 部 于 


B= FL. (4. 2. 10) 
因此 ,对 于 非 退 化 场 , 本 征 方程 (4. 2. 9) 或 者 
liFuad =iiF d=0 (4. 2. 11) 
有 两 个 不 同 的 零 本 征 舌 六 


退化 场 或 零 场 (四 一 贞 三 0) 则 只 有 一 个 零 本 征 矢 . 退化 场 张 量 
(4. 1. 9) 具 有 简单 的 形式 多 .一 灾 -， 即 
下. 一 PP, 一 六 PP Par=Pun’=0. (4. 2. 12) 
3. 物理 意义 
零 电磁 场 最 简单 的 例子 是 Minkowski 空间 的 平面 波 
A,.=Re[lpexp(iksr’)), 
FO—=Relit pk,— pk expliksr’). 《4. 2. 13) 
式 中 ph*=hk*=0. 
很 容易 证 明 上 式 满足 零 场 的 充分 且 必 要 条 件 (4.2. 39). 
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在 远离 孤立 荷 电 系统 的 地 方 , 可 将 系统 ( 源 ) 发 出 的 引力 辐射 
看 作 平 面 波 . 此 时 四 维 势 用 源 参 量 表示 为 推迟 势 (c 二 1): 


1 [jr t— rr —r|), 
rr to | 7 一 一 人 4. 2, 14) 
场 张 量 按 yr ' 展 开 为 
FO—=F rr Fir cd, 2,.15) 
由 此 可 知 Fa 具有 形式 
FD pk,— pugks ‘44. 2. 18) 
1 避 . 1 r rt 
式 中 pr= 一 机 鱼 | 0 一 | 产 一 下 | Ydir', 
re 
k= — i |r —r|), v= 1 二 7 -1| ~ ，—1),， 
Rk CO—=0, Asm pk, = 0, C4. 2.17) 
零 场 的 能 量 -动量 张 量 具有 简单 的 形式 : 
lr 1,, 
Tm rit a ib Lk, Cd. 2. ]8) 


在 局 部 洛 伦 冀 系 中 ,能 流 密度 5 二 7T* 和 能 量 密度 多 = 二 7" 之 
间 的 关系 为 |13 | 二 w. 可 见 零 电磁 场 是 纯 辐射 场 . 
零 电 磁场 的 场 张 量 下. 一 页 Y-， 场 方程 可 化 为 
B=— [$l no mm) ], ,= 
C$) vm Bal’ mm O— Ch) ,mm el m= 
(4. 2. 19) 
用 志 蒋 以 上 式 ,， 缩 并 , 并 注意 到 1, 二 0, mm? ,一 一 wm*， 我们 
得 到 


td’ m=0, 《4. 2. 20) 
即 Ld = A (4. 2. 21) 
由 此 可 得 {Ao 二 0. (4. 2. 22) 
总 能 找到 一 个 4 值 , 使 下 式 成 立 : 
CA sO— A = 0D, 【4. 2. 23) 
或 写成 〈MDI Ci 一 0 (4. 2. 24) 
将 上 式 与 短程 线 方程 


了 了 站 站 。 


Usdt = 0 udr’ /ds 
比较 , 可知 她 一 如 这 就 是 说 ,退化 电磁 场 的 零 本 征 天 量 场 六 是 
短程 线 矢 量 场 . 
将 (4. 2. 20) 两 边 乘 以 m 缩 并 , 得 到 
tu rm” = 0. {4, 2. 25) 
由 此 可 翔 世界 线 汇 的 剪 切 度 a 等 于 霍 [ 见 (3.11. 30) 和 (3. 11. 
27)1. 
综 上 所 述 , 零 场 ( 退 化 电磁 场 } 是 平面 波 的 推广 ; 它 的 零 本 征 
矢量 场 是 无 切 的 短程 线 矢 量 场 . 


§ 4.3 引力 场 的 分 类 


跟 构成 复 电 磁场 张 量 多 类 似 , 可 以 用 Weyl 张 量 构成 复 引 力 
场 张 量 Dp : 


， 1 
te ong 一 DtEagrol ie * (4.3.1) 


由 此 可 得 “到 0 二 六 eungua 一 地 wp， (4. 3. 2a) 


即 Bs 关于 后 两 个 指标 是 自 对 俩 的 . 由 Weyl 张 喇 的 定义 i4.1.1) 
得 到 Cs 一 0. 由 此 可 以 证 明 ， 

Co ee — Cp C4. 3. 2b) 
此 式 表 明 张 量 ®@,ws 对 于 前 两 个 指标 也 是 自 对 心 的 . 于 是 与 (4. 19) 
类 似 , 可 以 将 下。 用 自 对 偶 双 矢 人 4.1. 3) 展 开 ， 

Da = VV ad 十 Ya 十 

A 
$C Mat UaM,) tbU NM,y, (4. 3. 3) 
此 式 合 有 5 个 复 系数 , 张 量 亚 有 10 个 独立 分 量 . 
+. 引力 场 的 第 一 种 分 类 方案 
采用 零 标 架 和 自 对 侦 双 和 从, 使 展开 式 (4. 3. 3) 简 化 , 重复 由 
《4.1.9) 一 (4.2,4} 的 过 程 ， 然 上 司令 开 二 0， 即 
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慌 一 点 一 4 内 区 十 6 册 瓦 ?一 48 瑟 ?十 秃 瑟 4 一. (4 3. 4) 

这 一 四 次 代数 方程 的 四 个 根 对 应 于 本 征 矢 1* 的 四 个 方向 , 根据 这 
四 个 很 的 重 香 情况 , 可 将 引力 场 (Rieman 空 - 时 ) 分 为 Petrov 工 型 
- 〇 型. 

I 型 : 4 个 不同 的 根 ; 

I 型 ; 3 个 不 同 的 根 , 其 中 1 个 为 二 重 根 ; 

如 型 ; 2 个 不 同 的 根 , 均 为 二 恒 根 ; 

下 型 ;2 个 不 同 的 根 , 其 中 1 个 为 三 重 根 ; 

NN 型 : 1 个 四 重 根 ; 

已 型 : Weyl 张 量 恒 为 霉 ， 全 部 风 。 一 0. (4. 3. 5] 

2. 引力 场 的 第 二 种 分 类 方案 

采用 (4.3.1) 和 (4. 1.4)， 可 直接 用 Weyl 张 量 和 零 标 架 矢量 
的 乘积 来 表示 系数 加 : 


$1 一 4C wa = 2C ,en “pp ， 


出 二 一 CasU "MY= — Cn'm ne tm me’ ), 


由 一 Co VY 2C an’ ml ma , 


点 二 一 工 CueTeMns 一 一 下 ost Eee 十 cz ， 


把 Co V V2C opt"P me mr (4. 3. 6) 
对 于 零 本 征 矢 ,#6 二 0; 由 此 可 知 实 对 称 张 量 

SC ult. (4. 3. 7) 
不 含有 mm' 和 mmr" mr 的 项 ,再 应 用 Weyl 张 量 的 对 称 性 ,可 得 

SAA’=0,S8, "=CE, = —CA t=0. (4. 3. 8) 
由 此 可 将 S$。 用 堆 标 架 矢 量 表 示 出 来 ， 

Ss=atslt ReLBU, mi me}. 《4. 3. 9) 
所 以 ,Weyl 张 量 的 本 征 矢 疼 具 有 如 下 性 质 ， 

tC jaard lt =0 一 一 友 一 0， (4. 3. 10) 
这 时 引力 场 为 i 型 . 


* 了 


如 果 两 个 本 征 和 撩 重合 CE==0 是 方程 (4. 3. 4) 的 二 重 根 ]， 则 必 
有 上 向 二 而 二 0. 此 时 由 54. 3. 6) 可 得 
UC aa Di 一 由 一 人 站， 《4. 3. 11) 
这 时 引力 场 为 1 型 . 继续 讨论 可 得 到 记 型 -O 型 系数 # 为 零 的 个 
数 和 Weyl 张 量 满足 的 条 件 . 按 所 得 的 结果 ， 分 类 如 下 : 
不 同 零 本 征 乐 个 数 为 零 系 数 Cos 满足 条 件 


I 型 4 Ea dC og do t= 0 
上 | Cath 
下 型 2 [2 上 age 二 站 
NN 型 1 $s, Bi Ba Carat’ 一 站 
OO 型 0 全 部 加 Com 一 0 
《4. 3. 12) 
Penrose 疼 给 出 了 退化 的 情况 : 每 个 箭头 表示 一 个 附加 的 运 化 ， 
经 过 零 标 架 旋转 (z 固定 )， 
"= A’, 
n= A ln-AB BI"+ Bm’ Bim’, 
mo—em*—e"A Bl”. 44. 3, 13) 
式 中 4>0, CC 是 实 的 ,总 是 复 的 ,适当 选 I 
择 4, B,C, 还 可 以 使 1 型 的 办 = 二 0; 使 [AN 
了 型 的 和 办 二 加 二 0; 使 型 的 和 = 一 0, 使 下 


LI D 
% 


型 的 加 二 0. \ 
对 于 真空 引力 场 ， Wey| 张 量 和 曲率 [AN \ 


张 量 相等 , 所 以 上 面 的 讨论 对 曲率 张 量 对 Wb 
也 成 立 . 图 2-5 
退化 真空 引力 场 最 简单 的 例子 是 平面 引力 波 , 与 电磁 场 的 情 
况 相似 , 由 于 Rost 二 0， 2 一 0 所 以 是 Petrov 型 的 . 
由 毕 安 基 值 等 式 , 可 以 导出 退化 场 零 本 征 矢 4 的 两 个 简单 性 
质 . 用 上 面 对 Weyl 张 量 用 过 的 符号 , 毕 安 基 恒 等 式 可 写 为 
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R23=0 和 BR). 一 0. (4. 3.14) 
先 讨 论 工 型 和 型 5 而 一 册 一 0 由 和 关 0) 的 情况 . 由 于 
Via, eM = dy, em, (4. 3. 15) 
代入 (4.3.3? 和 (人 d4. 3.14), 得 到 
0=B PV, (BN, ) 5 一 和 “7 3 一 
DPV 3 一 4 ae - 


dU Vg Ap ME, sme， (4.3.16) 
用 六 乘 以 上 式 并 和 嵌 并 ,我 们 得 到 
Vt De, em” 7 一 34 pt 人 一 站， (4. 3. 17) 


此 即 (4. 2. 19) 式 .所 以 . 退化 远 的 零 本 征 矢量 场 关 是 短程 线 矢 唱 
场 , 用 mx, 乘 以 C4, 3. 16)? 并 缩 并 ， 得 到 
VR om” me 3s, pm’ 7 一 0， (4. 3.18) 
此 即 (4.2.25) 式 . 此 式 表 明 零 本 征 矢 量 场 下 是 无 切 的 (so 王 0). 
我 们 对 于 内 一 册 王 0(I 型 和 万 型 ) 退 化 真空 引力 场 证 明了 征 
理 : 退化 真空 引力 场 的 零 本 征 矢 构成 无 切 的 短程 线 汇 . 其 他 类 型 
的 退化 场 可 用 类 似 方 法 和 证明. 这 一 定理 的 逆 定 理 (Goldberg-Sachs 
定理 ?是 : 如 果 有 一 个 无 切 的 短程 线 汇 真空 解 ( 引 力 场 )、 则 这 个 
解 一 定 是 退化 的 , 有 目 线 汇 是 本 征 线 汇 . 
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加 参量 化 后 牛顿 表述 


由 于 引力 场 方程 是 非 线性 的 ,因此 获得 严格 解 是 十 分 艰难 的 
事情 . 而 且 即 使 获得 了 严格 解 ， 比 如 在 球 对称 情 滴 下 获得 的 、 在 
太阳 系 有 明显 观测 意义 的 史 瓦 希 解 , 实际 上 也 不 可 能 验证 其 全 部 

言 , 以 太阳 系 的 观测 实验 为 例 , 太阳 系 并 不 是 静态 的 和 各 疝 同 
性 的 : 虽然 由 中 瓦 希 解 原则 上 可 以 握 供 对 于 行星 引力 场 和 牛顿 效应 
的 一 系列 高 阶 修正 , 但 是 上 述 牛 顿 效应 比 广义 相对 论 给 出 的 一 阶 
修正 还 要 大 一 个 数量 级 ,当然 完全 淹没 了 一 系列 高 阶 收 正 . 

这 样 ,对 于 引力 理论 和 引力 效应 说 来 , 不 仅 需要 寻找 更 多 的 
严格 解 ， 而 且 需 要 发 展 某 种 系统 的 近似 方法 ,以 期 在 妈 使 物理 系 
统 没 有 对 称 性 的 情况 下 也 能 近似 地 描述 引力 场 , 其 描述 的 精确 程 
度 应 能 满足 太阳 系 实验 观测 的 要 求 . 人 们 把 已 经 发 展 起 来 的 这 一 
方法 叫做 参量 化 后 牛顿 (PPN) 表 述 , 它 适 用 于 绥 慢 运动 的 质点 系 
统 ( 如 太阳 系 》, 还 可 用 来 区 分 各 种 不 同 的 引力 理论 ， 

通常 书 中 讨论 的 弱 场 近似 ,是 描述 引力 场 的 另 一 种 近似 方 
法 ， 它 研究 低 阶 近似 下 的 引力 场 .由 于 绊 场 近似 不 要 求 物 质 作 非 
相对 论 运动 , 所 以 我 们 可 以 用 它 来 处 理 引 力 辐 射 问题 . 

本 章 讨论 后 牛顿 表述 . 


§ 5.1 PPN 形式 


按照 引力 度 规 理论 , 牛顿 引力 理论 可 视 为 初级 近似 . 
对 于 静态 引力 场 中 的 瞬时 静止 试验 物体 ， 其 加 速度 在 静止 华 
标 系 中 表示 为 
。 了 55" 


a = Tag 《5. 1. 1》 
当 观 察 点 远离 物质 系统 时 , 适当 选择 举 标 系 ， 度 规 应 退化 为 闵 可 
夫 斯 基 度 规 ， 

Bm Ns, £5, 1. 2) 
当 引 力 场 足够 弱 时 , 方程 (5. 1.1) 可 给 出 牛顿 引力 , 此 时 有 (以 
表示 牛顿 势 的 冰 对 值 ): 

pA , p120. 《5. 1.3) 
可 以 证 明 , 用 这 个 近似 和 理想 流体 能 量 -动量 张 量 表达 式 

T= T= ov To pv pe 
以 及 守恒 定律 

Te” eT ,T=0 (5. 1. 4) 
所 给 出 的 流体 运动 方程 与 牛顿 力学 中 的 欧 拉 {Euler) 方 程 完全 一 
致 ， 

弛 十 六 (pp 一 0， pVmpvU— vp, 

潮 di 


d 3 
二 一 二 二 ， 台 ， (5.1.5) 


式 中 "是 场 源 元 的 速度 ,，p 是 元 中 物质 的 静止 质量 密度 , 记 是 该 
元 上 的 总 压强 (包括 物质 和 辆 射 )， 工 是 治 场 的 时 间 导 数 . 这 里 所 
取 的 近似 , 只 保留 了 v~U~p/p 的 一 阶 项 , 可 称 为 牛顿 极限 . 

当 我 们 要 求 获得 大 于 10- 的 精确 度 时 ,比如 要 计算 水 星 近 昌 
点 的 每 周 约 5X10-" 弧 度 的 附加 进 动 , 牛顿 极限 就 不 够 了 , 因此 ， 
需要 更 准确 的 空 -时 度 规 近 似 , 它 的 准确 程度 超过 牛顿 极限 ， 因 
此 称 为 后 (Post) 牛 顿 航 限 ， 

显然 , 近似 理论 的 关键 在 于 确定 方程 中 各 小 量 的 数量 级 . 在 
太阳 系 中 ,牛顿 引力 势 U 在 任何 位 置 都 不 大 于 10-"( 在 自然 单位 
制 中 无 量 纲 ), 可 认为 典型 势 能 量 级 为 U~10-:. 对 于 绕 中 心 质 


量 M 作 辆 运动 的 质点 .由 牛顿 力学 可 知 其 速度 满足 沁 二 一 U. 


因此 可 认为 典型 速度 的 平方 与 典型 牛顿 引力 势 同 数量 级 ; 
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vi (56. 1.6) 
组 成 太阳 和 和 行星 的 物质 的 压强 与 物质 密度 pb 之 比 在 太阳 系 
中 数量 级 为 p/p~10-( 在 地 球 中 一 10-'"), 因此 有 
pip~U. (5. 1.7) 
能 量 密 度 与 静止 质量 密度 之 比 眶 在 太阳 系 中 具有 数量 级 ~ 
10 区 5 在 地 球 中 一 10 “), 故 知 


一 (5.1. 8) 
综合 5.1.6) 一 (5.1.8)， 可 知 
U~v ~p/p~H~O(2). C5.1. 9) 


式 中 OCN) 表 示 与 典型 速度 的 N 次 方 同 数 量 级 . 显然 的 数量 级 
是 (1) ,Ur 的 数量 级 是 O04), Uw 的 数量 级 是 O63),，…: 
太阳 的 时 间 演 化 由 它 的 组 成 所 决定 , 因此 有 


| 
VY: 


于 是 EA ~0O(1). {5.1. 10) 
现在 我 们 用 上 述 符 号 数量级} 系统 讨论 后 牛顿 度 规 .引力 场 
中 单个 粒子 的 作用 量 可 写 为 


了 了 一列 一 一 jn | (gi dt = 


一 mo | (gmt lg 十 Ba rw ) de, £5.1.11) 
令 上 比 式 的 变 分 为 零 将 导致 单个 中 性 粒子 的 短程 线 方 程 . 《5. 1. 11) 
右 端 的 被 积 函 数 可 以 认为 是 引力 场 中 单个 中 性 粒子 的 拉 稿 朗 日 . 
由 C5. 1.3) 可 以 证 明 ， 其 牛顿 极限 对 庙 于 


L=(]1—20U vw)3, C5, 1. 12) 
也 就 是 说 , 牛顿 力学 由 工 的 口 (2) 近 做 给 出 .可 以 想到 ， 后 牛顿 近 
似 要 求 工 中 含有 最 高 阶 为 OC4) 的 项 . 


我 们 分 析 一 下 工 中 含有 数量 级 为 OC1) 和 O(3) 的 项 时 将 意味 
着 什么 . 这 些 项 包含 速度 v 的 奇数 次 因子 项 或 时 间 导 数字 的 奇数 


次 因子 项 . 由 于 这 些 因子 在 时 间 反 演 ( 一 一 疙 下 变 号 ， 所 以 这 些 项 
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表示 能 量 的 消耗 或 被 系统 吸收 . 显然 ,静止 质量 守恒 不 允许 OO) 
项 存在 ; 在 牛顿 极限 中 能 量 守 恒 木 允许 Q(t3) 项 存在 . 至 于 高 于 0 
(4) 的 项 , 不 同 的 引力 理论 可 能 有 不 同 的 预 育 . 例如 在 广义 相对 论 
中 , 后 午 顿 能 量 守 伍 禁 止 O05) 项 存在 , 但 是 却 允 许 Q《7}) 项 出 现 ， 
它们 表示 引力 辐射 从 系统 中 带 走 的 能 量 . 
为 了 使 上 的 表达 式 精确 到 O(4)， 必 须知 道 各 度 规 分 量 该 取 
到 和 何 种 精确 程度 , 我 们 把 它们 标 在 拉 格 朗 日 的 宸 达 式 中 ， 
L={1—2—w gro[ O00) | +2g O03) vi 
gaL OC ro， (5.1.13) 
这 样 ， 引 力度 规 理论 的 后 牛顿 极限 要 求 
gm 精确 到 CCd4)， 
8 精确 到 吕 (3)， 
sa 精确 到 OC2). 
在 后 牛顿 极限 中 可 以 由 工 的 表达 式 获 得 光线 传播 的 零 短 程 
线 方 程 . 零 短程 线 意味 着 工 必须 在 形式 上 屋 等 于 零 . 这 在 牛顿 极 
限 中 表示 光 沿 直线 传播 ,速度 等 于 1( 且 然 单位 制 )， 


O=L=(1—v)i, v=1. (5. 1. 14) 
在 后 牛 顿 极限 中 , 必须 有 

O=L={1—2U—v + gaLO(2) vw} (5.1. 15) 
这 样 ,为 了 获得 光线 传播 方程 的 后 牛顿 修正 ， 必 须 在 下 面 的 精确 
度 下 知道 gj, 的 表达 式 ， 

gu 精确 到 (2)， 

gi 精确 到 CC27. (5. 1, 16) 


类似 地 可 以 证 明 , 为 了 由 后 牛顿 度 规 和 守恒 式 7T”. ,=0 导出 
统一 的 流体 动力 学 (后 Euler) 方 程 ,必须 使 理想 流体 的 能 -~ 动 张 量 
"=—=(p+ pari put pe” C5,1.17) 
具有 下 面 的 精确 度 : 
了 ”精确 到 O02)， 
7T" 精 确 到 PCO(03)， 
。 ibis" 


7T* 精 确 到 2C0d7》. (5.1.18) 

在 后 牛顿 极限 中 ， 人 们 选择 相对 于 宇宙 静止 标 架 (在 其 中 宁 

宙 表 现 出 各 同 同性 ) 静 止 的 坐标 系 .设想 在 一 个 均 勾 各 同和 疗 人 性 字 宙 

中 存在 一 个 孤立 的 后 牛顿 系统 , 在 后 牛顿 坐标 系 中 ,其 外 部 度 规 
应 具有 形式 


1 1 
ds 一 dt 一 | 一 | ddrx'dzri—hodxr"dxr", 


a 

(5.1.19) 
式 中 右 端 法 两 项 包含 适用 于 各 向 同性 宇宙 模型 的 Robertson- 
Walker 度 规 , 第 三 项 表示 局 部 系 引起 的 摄 动 ,r+ 是 从 局 部 系 到 场 
点 的 距离 ,a 二 a (tt). ao 三 a (to)」] 是 宇宙 标 度 因子 ,有 是 曲率 参数 (& 
二 0, 土 1). 在 给 定 半径 ro。 和 特殊 瞬时 ,可 以 变换 到 坐标 系 Cz”， 


地 7 


上 一 二 一 (人 工 一 是 rd 1 《5. 了 了 .201 
此 时 组 元 为 
ds’ =~ (7 A dr dr ", 5,1. 21) 


这 里 的 mm 值 颁 很 大 ,因为 只 有 x 足够 大 , 才能 把 刀 . 看 作 g 的 浙 
近 形式 , 即使 得 hl. 式 中 帮 ( 各 向 同性 系统 的 质量 ) 足 够 
小 ， 使 + 所 ro 时 宇宙 度 规 对 7 的 偏离 为 二 阶 小 量 , 对 +, 的 上 述 要 


求 可 表示 为 | 兴 | 一 | 衬 或 Mro~ Man) 由 于 ao~10" 光 
年 ， 所 以 对 于 本 阳 系 有 六 一 1031km 一 To0a zt 对 7 的 最 大 偏差 
一 102. 这 些 值 比 影响 太阳 系 实验 的 后 牛顿 篇 差 (10-:9) 小 得 多 . 因 
此 , 在 太阳 系 的 外 部 范围 (r 守 10:4,w.) 我 们 可 以 把 时 - 空 度 规 看 
作 渐 近 闵 可 夫 斯 基 的 . 在 上 面 的 讨论 中 忽略 了 字 宇 标 度 因子 ct) 
随时 间 的 变化 . 实际 上 这 一 变化 不 影响 上 述 讨论 , 因为 它 发 生 的 
时 标 <10" 年 ) 远 大 于 太阳 系 的 动力 学 时 标 (1 年 ). 

我 们 构成 的 上 述 坐 标 系 可 称 为 “局 部 准 笛 卡 儿 坐 标 系 ” 在 这 
个 坐标 系 中 空间 矢量 可 作为 年 卡 儿 矢量 村 理 , 和 二 六. 

下 面 我 们 判断 各 度 规 分 量 应 具有 的 形式 
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i. ga 精确 到 〇 (2): 考虑 到 在 空间 转动 下 度 规 的 修正 项 hi 应 
作为 三 维 张 量 变换 , 这 些 修正 项 应 是 


gaL OC ]: Ud, Us (5. 1. 22) 
其 中 

ry 二 | 人 {一 工 Di da (5. 1.23) 
引入 超 势 

和 Pet 一 | eer ror | dir’ 

Y= dU VX=—2U, (5.1. 24) 
则 修正 项 可 写 为 

gaLOC2)]: Uo Xe (5. 1. 25) 


2. g。 精 确 到 Ot3)， 考虑 到 修正 项 在 三 维 转动 下 应 像 和 拓 尝 
一 样 变换 ,可 能 具有 形式 


ga LO 1Y: VW,, (5. 1. 26) 
其 中 
T 三 | ee x 
w= | 他 ‘Ev 1 0 x 六 ， 
(5.1.27) 
函数 了, ,IF 和 超 势 XY 之 间 有 关系 式 
Y= VW. (5, 1. 28) 
3. gw 精确 到 口 (4): 考虑 到 hi 在 空间 转动 下 应 是 一 个 标量 ， 
可 能 具有 形式 
gw Od4)]: UU, Es A + PE 2 
(C5, 1. 29) 
其 中 
1 FC— | "er" Pr 1 ya 9 
“7 Tr Fr 


Er ， 
号, 三 2 rid i ， b= | [全 六 dx 二 


站 ror 


.= | TE J = | FA rd 
= 2 机 rT 


ir—r" | 


= | Er ) ， dr, (5. 1. 30) 
我 们 始终 假定 太阳 系 物质 可 看 作 理 想 流 体 . 这 对 于 所 有 的 太 


阳 系 实验 都 是 符合 的 . 由 (5. 1.5) 可 以 得 到 
DEF Fr 本 一 


| ptr si "VFr rr) dizl1 二 OfC2) ]， [5.1. 31) 
反复 利用 上 式 , 可 以 得 到 上 述 度 规 附 加 项 所 满足 的 一 系列 关系 : 
Vi = 4rpw 一 一 [7 
六 :名 一 一 4 VB,= — 4r0U, 
vB,—— 4rolH, FB,—— 4xp, 
VB, 十 开关 一 3 一 2 ,Us 
二 十 沈 一 个. ‘5S. 1, 32) 


§ 5.2 PPN 度 规 


我 们 可 以 作 一 适当 的 坐标 变换 ,使 后 牛顿 度 规 具 有 一 标准 形 
式 .考虑 一 无 限 小 坐标 (规范 ?变换 
Xx" 二 (Cr), 《5. 2.1) 
将 度 规 变 为 


A 


pe j=) r+ (5. 2. 2) 


我 们 要 求 保留 ge 的 后 牛顿 特性 和 坐标 系 的 准 狭 卡 儿 特性 , 并 县 
仍然 在 宇宙 静止 标 架 中 , 这 就 要 求 .十 $4, ,是 后 牛顿 沿 数 , 而 且 
在 远离 系统 时 有 


£6 ,0,0. 
满足 上 述 要 求 的 最 简单 的 函数 是 超 势 的 梯度 x.,. 因此 我 们 取 


* lri* 


gz 一 gs lx) 


Sn = A CoA. C5. 2. 3) 


gu = gu CAA. 

Bm = Ko — DN Xm A TX ($. 2. 4) 
按 后 牛顿 极限 要 求 的 精确 度 ，T% 应 等 于 一 UC 由 的 定 尺 式 直 
接 可 得 ), 上面 附加 项 中 含有 的 对 源 坐 标 x' 的 积分 应 换 成 对 新 的 
源 坐 标 z 的 积分 .这 一 变换 只 影响 函数 gw: gw 一 1 一 207 Cx,t) ,其 
中 含有 


UD {EOD gr, 
Ir—r | 


量 tr'z 是 不 变量 , 它 是 局 部 随 动 滞 仑 兹 系 中 测量 的 静止 质量 密 
度 . 因此 量 ( 一 gy ?urdx 是 不 变量 , 可 作为 标量 体 元 .于 是 有 


dix’ =—di zr (—g) a/ gw]. (5. 2.5) 
由 (5. 2. 4} 和 a 二 di/'dr， 得 到 
pdix' =p'd’ x [lt+2aAU CF ,t)]. (5. 2. 6) 
1] 1 VX 
注意 到 IF 一 产 | dr—r’l| | 一 产 |: 和 C9, 2， 72 
有 UGAD=0G,E) 42 Cd. 


(5.2, 8) 
由 55. 1. 28)，《5.1. 30) 和 (5.2.4) 得 到 
gh Ei AN 
gw =g 一 (四 二} (VW), 
Bw = go— 2 一 D2 十 当 一 奋 |). 
(5. 2. 9) 
适当 选择 如 和 ，, 可 以 消去 某 些 项 , 使 得 度 规 的 空间 部 分 是 对 角 
的 、 各 向 同性 的 (消去 Xe)， 且 使 ge 不 含 实 项 .这 一 坐标 条 件 称 
为 标准 后 牛顿 规范 . 
至 此 , 在 静止 于 宇宙 静止 标 架 的 局 部 准 犹 卡 儿 坐标 系 中 ,在 
让 


标准 后 牛顿 规范 下 ,我们 有 一 个 理想 流体 度 规 的 普遍 形式 .不同 
的 引力 理论 的 区 别 仅 在 于 普遍 形式 中 各 项 的 系数 不 同 , 把 度 规 表 
达 式 中 各 项 系数 写成 任意 参量 形式 , 称 为 参量 化 后 牛顿 (PPN ) 度 
规 , 这 些 参 量 称 为 后 牛顿 (PPN) 参 量 . 用 这 些 参 量 来 描述 引力 度 规 
理论 的 后 牛顿 极限 (参量 取 一 些 特殊 值 )， 称 为 参量 化 后 和 牛顿 
‘PPN) 形 式 , 这 一 形式 由 Eddington (1922), Robertson (1962} 和 
Schiff(1967) 给 出 . 太阳 系 和 作为 一 个 球 对 称 非 旋 转 系 统 , 行星 作为 
太阳 引力 场 t 度 规 场 ) 中 的 试验 物体 , 沿 短 程 线 运 动 , 太阳 系 上 度 规 
的 PPN 形式 为 


1 Mog! MY 
gu 一 1 一 全 二 26| -| ， 
Br = 0 


y 
eu 一 一 | 1 十 2 sx (5.2.10} 


式 中 MM 是 太阳 质量 , 8 和 7 是 PPN 参量 .这 两 个 参量 都 具有 物理 
意义 . 由 定义 可 知 , 在 后 牛顿 极限 中 ,和 歼 坚 曲率 张 量 的 空间 分 基 
可 与 为 


Bier 一 机 Rnd 十 Hi 一 Hi i Ee 


SBnt E602). 


式 中 ?二 二 .由 此 可 知 参 量 y 用 来 量度 太阳 系 的 空间 曲率 , 这 一 合 


义 连同 上 式 都 不 依赖 于 后 牛顿 规范 的 选择 . 参量 8 用 来 量度 gw 中 
的 非 线 性 部 分 . 但 是 在 后 牛顿 极限 中 从 各 向 同性 坐标 变 到 史 瓦 希 


坐标 时 ，g'% 中 不 再 含 | 关 | 项 , 因此 严格 说 来 参量 8 不 具有 确定 
的 物理 意义 ， 
Schiff(1960) 利 Baierlein(1967) 对 原始 的 理想 流体 的 PPN 度 
规 作 了 推广 和 发 展 工作 , 最 后 由 Will 和 Nordtvedt (1972,1973) 
建立 了 完美 和 统一 的 形式 . 在 PPN 度 规 中 , 洁 有 10 个 参量 ， 它 们 
是 ”， By, Qs Gay ea， dls bs» Cas 6&4 和 bu: PPN 度 规 具有 形式 
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gw 一 1 一 207 十 2 天 十 2 中. 一 
27 十 2 十 由 十 总 一 2 ) 一 
2037 一 28 十 ] 十 引 十 b) 久 ,十 2(1 十 6) 名 ;一 
A 


pg = 地 (47 二 3 二 — gE 96 V+ 


(TW 
gu= (1427 8. (5. 2.11) 

在 上 式 中 玉 用 了 一 些 PPN 参量 的 线性 组 合 , 这 是 为 了 使 参 
量 “,， Qs esy E19 629 和 名 具有 特殊 的 物理 意义 . 

前 六 讨论 的 PPN 度 规 是 在 一 个 静止 于 宇宙 静止 标 架 中 的 些 
标 系 里 表述 的 ， 妆 计算 各 种 不 同 引力 理论 的 后 牛顿 订 规 时 , 采用 
这 一 坐标 系 是 很 方便 的 . 但 是 对 于 系统 中 可 观测 的 后 牛顿 效应 的 
计算 ,这 一 坐标 系 就 不 方便 了 .比如 研究 太阳 系 中 的 一 些 可 观测 
效应 ， 太阳系 相对 于 宇宙 静止 标 架 是 运动 的 , 最 好 将 坐标 系 建立 
在 太阳 系 的 质量 中 心 ， 即 在 所 选取 的 坐标 系 中 可 认为 物理 系统 的 
质心 是 近似 静 正 的 , 这 时 研究 起 来 会 方便 得 禾 ,， 当然 这 只 是 为 
了 便于 效应 的 表述 ,实验 观测 结果 是 不 随 泽 标 系 的 选择 而 改变 
的 . 在 一 般 情 沈 下 , 我 们 要 考 虚 一 个 从 原来 的 PPN 坐标 系 向 以 速 
度 w 相对 于 它 运动 的 新 坐标 系 的 变换 . 为 了 保持 后 牛顿 特性 ， 息 
设 Iw| 是 小 量 ，|w| 一 上 O41). 这 个 变换 (Cr ,2 一 于 ，z 可 以 按 小 
量 iw1 的 突 次 展开 到 雯 求 的 量 级 . 这 一 洛 化 兹 变换 的 近似 形式 有 
时 叫 懒 后 傣 利 上 略 变 换 ， 它 的 形式 是 


闫 一 后 +| 1 十 豆 oo| wz 十 却 ( 有 于 ?机 十 四 (4 "” e + 


iT 


ea 了 上 :| 。 。 
1+ 玉 古训 ww 十 [1 十 豆 吕 E swiO() eI. 
(5, 27 12) 


式 中 wr 假定 精确 到 O60). 
志 于 ec, 了 和 疡 是 在 随 动 局 部 洛 伦 慈 系 中 调 量 的 ,所 以 在 坐 
*。T74。 


标 变换 时 这 些 量 保持 不 变 

ErF， t=0(é ,rT), 

Hr i=, rs 

plr, 1)—= p(té 、r)， (5. 2.13) 
分 别 用 Vtr, 她 和 ，z) 表 示 物 质 元 在 两 个 坐标 系 中 的 速度 ， 则 
有 

8 一 * 十 册 十 品 53). 《5.2. 14) 
两 体 元 dx' 和 di 人间 的 关系 由 变换 式 (5，2 ，5) 决 定 : 

日 3 ‘={[—ge HO Pu gr) dt = 


-> 。 w 一 站 zi 十 DC |， (5. 2. 15) 
在 后 牛顿 势 中 出 现 的 量 ri 一 产 (0) 按 下 式 变 换 : 
Frf 人 一 天 (一 


CD 一 65m 十 | 1 十 去 jwtc 一 w) 十 
sé (EY)]: wwi+O0), 
Cr) 1 十 二 co | + [eC EC) w+TOG)=0. 


(5. 2. 16) 
在 坐标 系 必 ,t+) 中 ， 量 # 一 全 必须 在 同一 时 间 = 计算， 因此 必须 考 
虑 到 


中 =etr+tyir 一 下 十 人 (人 一 了 7 [5.2.17》 
由 (5.2. 167 和 (5, 2.17) 得 到 
1 1 1 ,2 
(ws, nC ROCY!. (5. 2. 18) 
1 é—#' : 
式 中 Tee 5.2.19) 


由 式 (5. 2.13)~(5.2.15) 和 (5.2.18), 考虑 到 度 规 阔 数 的 定义 以 
及 (5.1.27) 和 (5.,1.30), 得 到 


Dr =|1—F UGE, Ow VE , r)+ 


"了 5。 


re ， 十 本 out + Try 十 口 (6)， 
BD (r, Be, 5) 十 全 (67， 
Dir, =, TV ,TU ,OE), 
Br, 四 一 更 (6 ，r) 十 D(6)， 户 一 2，3，4， 
Vilr, DD=V, ,rw Ut ， TD) 十 加 (55)， 
Witrys DW , Dow alt ,r+OW5), 
a Fy DE, er} 十 


vara, Ee ,TO08). {5, 2.20 
注意 到 普遍 的 变换 式 
dA” Ar 
Bl st)— Er ET astrs 1)， (5. 2.21) 


由 (5. 2.12),(5.2.11) 和 (5.2.20) 得 到 运动 坐标 系 恰 , 5) 中 的 后 
牛顿 度 规 ; 
gw =1 一 20 十 28U? 十 针 , 吕 ,一 
(27 十 2 十 的 十 所 一 2 站) 否 一 
2037—2p+1+t Ti) D2(1 二 6) — 
2037+ 3 — 2 ) B+ FO— 2 TO— 
Ca 一 al rw C—O—t 2 ww ,十 
Co 一 加 — a) or re UT , 
gi 一 二 (4Y+3 二 a 一 @ 十 一 25w)Vi 十 


二 (1 十 oa 一 台 十 中 .了 ,十 去 ( 国 一 2aoawU 十 


aorepUa 十 广 G 一 四 一 所 十 中 yz 
ga 一 一 [1 十 27C7 人 ws， C5, 2. 227 
将 后 牛顿 度 规 (5. 2. 22) 代 入 能 - 动 张 量 式 (5.1.17), 得 到 (5， 
r) 系 中 T“ 的 后 牛顿 表达 式 ， 
”=pt1lt+Hrv t+ 2 , 
T= p(w + 二 2 p/P, 
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T=pvwi(l+v 十 了 十 20 十 p20) 二 p67(1 —27Y0). 
(5. 2. 23} 
将 (5. 2. 22) 代 入 的 定义 式 得 到 站: 的 后 牛顿 表达 式 、 
T= —U, 站 时 了 一 一 忆 . 和 
人 一 7850 .十 卫 (47 十 3 十 一 中 一 本 一 266)V .jp 十 
FT Wo 十 


(ai — 22a}woU ,Tas U eo. ns 


Fm UPTV + D+ 


Cb) 二 


ort 一 六 (203— a YY 一 

dT 1 

语 [ 训 (7 十 3 十 一 0 十 如 一 25。)V 十 
记 人 1 十 一 各 十 路 JW 十 

到 《的 一 0 JywU + ew | ， 


[76U..— 547+4+a Ve. FmwoU. 
一 (BUDD ,46a OU.). (5. 2. 24) 

式 中 B= 地 (27 十 2 十 @s 二 一 人 ) 斩 十 《37 一 2B 十 1 二 ba 十 名) 加 十 
C14 EB, 37+ — 2 )D,. 


由 于 度 规 (5. 2. 22) 中 增加 了 一 个 后 牛 转变 量 w， 所 以 增加 了 了 
一 个 规范 上 自由 度 . 借助 于 规范 变换 


r=rt (lb 285 re 和 =, (5, 2. 25) 


可 将 (1 一 一 各 十 26 YX 一 项 从 gw 中 消 摔 ， 将 三 (1 一 as 一 引 十 


时 res* 


2 4 一 项 从 gg 中 消 掉 . 这 一 规范 可 称 为 在 以 速度 w 相对 于 
宇宙 静止 标 架 运 动 的 坐标 系 中 的 部 分 标准 PPN 规范 在 这 一 规 
范 中 gi 是 对 角 的 ,gs 中 不 含有 项 人 和 wxX 。 可 以 证 明 , 再 进行 
后 人 彻 利 略 变换 时 只 能 改变 坐标 系 速度 w 的 值 , 不 改变 PPN 度 规 
的 形式 . 

任何 牺 理 测量 的 结果 都 不 会 依赖 于 速度 (广义 协 变 原 理 ). 
对 于 像 太 阳 和 行星 这 样 的 系统 ,物理 上 可 以 测量 的 速度 只 有 物质 
之 间 的 相对 速度 ,系统 质心 的 速度 各 质心 相对 于 宇宙 静止 标 架 的 
速度 w。( 在 宇宙 微波 背景 辐射 中 用 多 普 勒 频 移 测 量 这 一 速度 )， 因 
此 , PPN 所 预言 的 任何 物理 效应 都 只 依赖 于 这 些 相 对 速度 和 wo， 
前 不 依赖 于 ww， 如 果 参 量 m% 一 办 一 oa 一 0， 则 在 任 一 坐标 系 的 度 规 
中 都 不 全 有 w 和 wo 不 存在 依赖 于 w 和 wo 的 效应 ; 如 果 参 量 组 
{wm， 0s， } 中 的 任何 一 个 不 等 于 零 ， 就 将 存在 依赖 于 w 的 可 观 
察 效 应 这样, 参量 ea,， a, 和 we 的 值 表征 因 相 对 于 宇宙 "优越 ” 
或 “从 优 光 静止 标 架 的 运动 而 产生 的 后 牛顿 效应 的 大 小 , 故 称 为 
“优越 标 哥 参量 ”如 果 三 个 参量 都 是 零 , 就 没有 这 样 的 效应 出 
现 ， 即 有 无 限 多 个 平权 的 标 架 , 不 存在 优越 标 架 . 


$5.3 守恒 定律 


在 牛顿 引力 理论 中 , 一 个 弧 立 的 引力 系统 有 质量 守恒 , 能 量 
守恒 ， 动 量 守 便 和 角 动 量 守恒 等 守恒 定律 . 对 于 一 些 引 力度 规 理 
论 ， 上 述 守恒 定律 不 都 成 立 , 在 后 牛顿 近似 下 有 些 守 恒定 律 不 成 
立 . 下 面 我 们 用 PPN 形式 来 讨论 这 些 情况 ， 

首先 讨论 局 部 守恒 定律 . 这 些 定律 在 任 一 局 部 洛 伦 兹 系 中 成 
立 ， 它 们 不 依赖 于 引力 度 规 理论 ,而 依赖 于 物质 结 和 . 

重子 数字 但 是 最 基本 的 物理 定律 之 一 , 有 引力 存在 时 当然 应 
该 保持 . 这 一 定律 可 表示 为 重子 数 密度 n 的 连续 性 方程 : 


d dd 
0, (56.3.1) 


本 


或 字 十 了，Caw)=0. 《5.3.2) 
式 中 4 表示 重子 数 , 了 是 随 动 局 部 洛 伦 北 系 中 重子 速度 (注意 在 
随 动 系 中 虽然 了 Y 一 0 但 祥 "人 所 0). 将 上 式 写 成 洛 伦 兹 协 变 形式 : 

(nu”), ,=0. (5. 3. 3) 


式 中 == 是 重子 的 四 维 速度 矢量. 将 上 式 中 的 过 号 换 为 分 号 ， 
便 推 广 到 杰 曲 空 -时 中 的 任 一 标 架 ， 

《一 总， (5. 3. 4) 
假设 物质 是 均匀 的 且 由 不 活 小 的 化 学 元 素 组 成 , 则 重子 数 密度 和 
静止 质量 密度 成 正比 ; 

p= gn. (5. 3.5) 
式 中 y 是 流体 元 中 每 个 重子 的 平均 质量 Cp 一 const)， 这 里 我 们 未 
计 反 重子 数 ， 类 似 于 上 面 的 讨论 , 可 得 到 更 止 质 量 守 伍 定 律 ， 


pu’), ,=0. (5. 3, 6) 
由 《5. 3.6) 和 和 运动 方程 了 *% 二 0 可 以 得 到 
wT =D. 《5, 3,7) 


此 式 给 出 第 三 个 局 部 守重 定律 一 一 局 部 能 量 守 恒定 律 ， 此 式 也 可 
称 为 等 炉 流 动 定律 . 由 55. 3.7) 和 (5.1. 17? 可 得 


可 
OPD+I (ptoltp =0, (5. 3. 8) 


或 FLCp+pmov]Itp $V)=0. {5. 3.9) 
此 式 表 明 , 在 随 动 系 中 流体 元 总 能 量 的 增加 等 于 外 界 对 它 作 的 
功 ,， 愉 为 局 部 能 量 秆 恒定 律 ， 又 由 热力 学 第 一 定律 可 将 (5.3. 9) 
写 为 

dE+pdV =—dQ=TdS$=0, 《5. 3. 10) 
所 以 ，(5. 3.7) 也 可 表述 为 等 炳 流动 定律 . 我 们 始终 没 考虑 热 传 
递 ， 如 果 人 允许 有 热 传 递 , 应 在 T“ 中 增加 一 项 T8=2p*g* ,其 中 
9" 是 “热流 四 维 矢 量 ”"(Ehlers ，1971)， 

由 于 项 质量 守恒 ，o6yY 一 const， 方程 (5. 3.9) 可 号 为 
。 了 79 。 


二 再 | 
5 一 二 于 =0， 《5. 4.11) 
在 随 动 系 中 可 写 为 
1 
并 I ~ 一 一 - = 一 
| ,| | | 0, (5. 3.12) 


下 面 我 们 导出 一 个 有 用 的 静 质 量 守恒 (或 重子 数 守 恒 ) 定 律 的 
表达 式 , 在 和 拓 量 协 变 散 度 的 普遍 式 


A* ,= (—g) [gg) A"],, (5. 3. 13》 
中 代入 A 二 pu*， 得 到 

(—g) [Cg pul], ,=0. (5, 3. 14) 
注意 到 x 一 ww ， 上 趟 可 写 为 

Lo( 一 上 2 十 Lo 一 有 03] ,=0, (5. 3.15) 

定义 一 个 "守恒 密度 ”p: 

P=p(— ge, (5, 3, 16) 
则 《5. 3,15) 可 改写 为 连续 性 方程 的 形式 ，: 

LY pr=0. (5. 3. 17) 
由 于 包围 物质 的 任意 体积 了 中 定义 的 因数 f(r, 都 满足 

5|8 Fadaz 一 | .5 于 dx， (5. 3.18) 


所 以 这 个 守 值 密度 "是 一 个 很 有 用 的 量 . 
容易 看 出 ， 上 式 中 包含 有 


= 0 m= | Pdr. 《5, 3. 19a) 
式 中 mm 是 体积 下 中 粒子 的 总 静 质 量 . 由 (5. 3.16) 可 以 得 到 
mm 一 | ceoc- gH ldiz., C5, 3. 19b} 


前 面 讨论 的 守恒 定律 是 局 部 守恒 定律 , 忽略 了 相对 论 效应 和 
引力 效应 ,， 仅 依赖 于 局 部 随 动 洛 伦 兹 系 中 测 得 的 物质 特性 . 现在 
我 们 讨论 整体 (积分 ) 守 便 定 律 . 虽然 (5. 3. 18) 也 算是 积分 守恒 定 
律 , 但 是 实际 上 它 表 明 重 子 数 守恒 ,没有 更 多 的 内 容 ， 

了 必 虽 。 


我 们 希望 建立 一 个 普 轩 的 积分 守恒 定律 ， 比 如 总 能 量 守恒 ， 
总 动量 守恒 和 总 角 动 量 守 恒 . 但 是 由 于 协 变 导 数 中 存在 元 里 斯 托 
非 符 号 Ds, 无 法 直接 从 有 压 物 质 的 运动 方程 IT 一 0 得 到 积分 守 
恒定 律 . 于 是 只 好 扩展 量 了 ”,， 以 新 的 量 态 * 代 替 它 , 量 如" 在 所 


选 定 的 坐标 系 中 应 满足 条 件 
一 0， (5. 3, 20) 
且 在 平 直 空 - 时 中 退化 为 YY"， 我 们 发 现 ， 只 要 五 “是 对 称 的 , 量 
pr 三 | Hrd?5, 和 J* 二 ?| zr HYd3s, (5. 3. 21) 


就 在 闭合 三 维 超 表面 上 等 于 零 . 选择 一 坐标 系 (r, 1), 使 超 表 面 S 
是 1:=const， 沿 所 有 空间 方向 伸展 到 无 限 远 这样， 具 要 右 * 随 r 
(从 物质 算 起 ?的 增 大 而 足够 快 地 减 小 ,就 能 保证 已 . 和 .J 不 随时 
间 变 化 . 此 时 55, 3. 21} 可 写 为 

P, = | Pearz， J” = ?|rdsz. (5. 3. 22) 
可 试 为 P" 表示 总 能 量 , P' 为 总 动量 , J 为 总 角 动 有 量 , ?确定 物 
质 系 统 质心 的 运动 . 

在 后 牛顿 极限 中 , 形 如 (5.3. 20) 的 守恒 定律 的 存在 要 求 PPN 

参量 满足 一 定 的 条 件 . 我 们 尝试 构造 五 “的 形式 ; 

五 ”一 (1 一 c YT 1 }, 《5. 3, 23) 
式 中 4 是 常数 , t* 蚌 场 上 ;UB VW,， 它们 的 导数 以 及 w 
的 函数 , 也 可 包含 物质 变量 2b, 了, p 和 VY. 在 五 "的 表达 式 中 不 应 
含有 项 


wT”, HY”, FT”, wT , 
因 当 移 略 引力 场 时 这 些 项 不 退化 零 . 
在 后 牛顿 近似 下 ,由 方程 了 =0 和 (5,. 3. 20)，(5. 3,23), 得 


到 达 满 足 的 方程 
i —aU t= TT TaU ,Tr™. (5. 3, 24) 
为 了 积分 (5. 3. 24), 我 们 要 用 到 两 个 恒等式 . 引 人 记 号 
ruCPD=D of. -#6 VU Vf (5. 3. 25) 


" 18l* 


则 有 
4rpr ,一 一 2 Tf 4U vif, (5. 3. 26) 
式 中 是 任意 孙 数 ， 另 一 个 恒等式 是 
1 of | Br 。 — 
PP ,Tx | 2 Dt a VX VU 
i a 家 :十 


3 
gaox ot »—6,U 汪 十 遍 TU Uo)+ 


.1 1 :| op. 1 | 
Ui ar -pv 2p 机 YL . 
《5. 3. 27) 


式 中 几 是 方程 

vip, = — dnp ， 《5. 3. 28》 
的 解 . 四 (5.2.23),(5.2.24)、(5,1.32) 和 (5. 3.267、(5. 3.27)， 
可 将 (5. 3. 24) 改 写 为 


hr 二 4 十 的) 一 地 字 (67 十 2 一 5)|9U1? 一 
[L237+a— DU, Vo. t+ 37+a—2U.U, oj， 
5. 3, 29) 
4 一 4 十 区 一 | {4d 十 4 二 a 20 Vr] 十 
于 (47 十 2 十 aa 2 U,V, 一 (37 十 一 
DUVV+Eaw Uv UtaU.,w* VU) |+ 


放 | [1 Ut | 

PY 2 T BHF.T TX VU)— 
(C2 TC 2T 6) 十 (2 一 ai)， 

TV ew 的 一 人 1 十 把 一 六 十 
2 和 0 二 一 


* 了 82， 


式 中 


中 4 十 4 十 后 Vr Yr 0 一 二 SoVa IV 7 十 


(47 十 4 十 oa)CU oV ,0— 560U. V0) 
EL BAoX UU po XP 2 fi i 
x 一 地 47+2 二 一 Za 十 256,(U ,3 十 


| 计 (w ,VD 一 TD pn。 vUl+t 
(57 +a— DU (pv pe) + r+ 4. 
C5, 3. 30) 
B= 527—2+ott 2 ) D7—28+1+$: 十 


才 } 叶 ; 十 ‘1 十 ;2 加 ; 十 《37 十 3 一 2 )T, 日 


Fw VV, + owU oro ,, (WwW ” VU) ' 


他 =U, | 去 Cath ) pv 二 去 | 立 区 | 十 号 2 了 十 


55 十 六 和 Ver 十 mp w |. (5. 3. 31) 


可 以 看 出 , &' 不 可 能 写成 物质 变量 和 场 变量 的 时 间 导 数 和 梯度 ， 
因此 (5, 3. 297 和 (5. 3. 30) 的 可 积 性 要 求 


1 二 0 《5. 3. 32) 


任何 引力 度 规 理论 都 要 满足 条 件 (5. 3. 32), 否则 就 不 能 保证 守恒 
定律 5K5,. 3, 20) 成 立 . 


注意 到 (5.3.32), 将 (5.3.29) 和 (5.3.30) 代 入 (5.3.23) 及 


(5. 3, 22), 得 到 守 但 的 能 量 和 动量 的 表达 式 : 


pr = 611 + 3U + Hd (5. 3. 33) 
| 上 1 2 1 £ |- 
P= lv[1+ 坟 32U +H 二 + 
0 十 em — Ce — od) V+ wU)— 
Tw Uy, Idiz. (5. 3. 34) 


2 
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式 中 5 是 守重 密度 (5. 3. 16} 的 PPN 形式 ， 
5 一 p|1++ 到 wo 二 370TOCD |. (5. 3. 35) 

在 产 " 的 表达 式 中 , 第 一 项 是 场 中 粒子 的 总 静止 质量 ,其 他 各 项 
分 别 是 场 中 的 总 动能 ,; 引力 能 和 内 能 ,精确 到 O(27， 即 使 条 件 
《5. 3, 32) 不 满足 , P" 也 是 守恒 的 . 但 是 当 (5. 3. 32) 不 成 立时 , 精 
确 到 Ot4),，P? 可 能 不 守恒 . 

在 给 出 式 (5. 3.21) 时 我 们 曾 要 求 五 "是 对 称 的 ， 如果 五 “ 存 
在 而 不 对 称 ， 则 不 能 保证 J" 守 但 .由 (5. 3. 22) 可 得 


人 一 一 ?| ad'z (5. 3. 36) 


由 此 可 以 看 出 ,着 理 “* 不 对 称 ， 则 J" 不 守恒 ， 这 就 是 说 , 为 了 保 
证 角 动 量 守 但 ,1 必须 是 对 称 的 . 为 了 使 六 = 必须 使 它们 的 
表达 式 不 含 UVU,; 的 项 , 这 要 求 H* 中 所 有 依赖 于 «的 项 都 必 
须 消 掉 . 结果 得 到 


2 — 3 (20). ot :— a ME, 一 


Faw U VU aU .im ,TU, (5. 3. 37) 
2 2 a Uw VV 20U, owrU, 
2ausrerE7 JW VU, (5. 3. 38) 
由 (5, 3, 37) 和 {5.3.38) 可 知 ， 要 使 所 是 对 称 的 ， 必 须 有 
Ql 二 0. (5. 3. 39» 
(5. 3. 32) 和 和 (5. 3.39) 同 时 满足 的 理论 称 为 完全 守 和 书 理 论 ， 即 在 此 
理论 中 有 
qs0; (5. 3. 40) 


有 全 部 后 牛顿 守恒 定律 : 能 量 、 动量 、 角 动量 及 和 质心 运动 守恒 定 
律 ， 国 为 有 a 二 a; 二 a 二 0， 不 存在 优越 标 架 ， 所 以 完全 守恒 理论 
不 可 能 是 后 牛顿 量 级 的 优越 标 架 理论 ， 在 这 一 理论 中 , 对 应 于 不 
同 的 引力 度 规 理论 ， 只 有 三 个 后 牛顿 参量 7, 8 和 和 可 以 取 不 同 
的 值 . 五 "和 她 具有 形式 
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汪 一 [1 十 657 一 1)ET 十 十 )， 


1 
后 gr‘47 t+3) | vO|:, 
+ 1 下 
ti" = 一 27 十 1 od DO, Vri, nj; 
=[1~— (37+4 DUI CU) 2 DP, (S$,) + 
(1+25 TX 0 — B87, Avr — 


OV Yh, 7 十 4CY 十 1》 - 


UaV no— B60 .Veo| + 
,Brox. ey i Xp ii 一 


到 (27 十 1)85(C7.o)2， 


生 一 于 (27 十 2 一 中 7@ 二 (37 一 28 二 1 十 扣 ) 瑟 十 
{5,. 3. 41} 


B20 )D,, 
守 伍 量具 有 形式 
no |51 1 1 
P [EE 3U + Hdiz, 
ro|, | 1 lr P| _ li] 
P Jo[vl1+#o U0 ++ 如 | yw |a'z, 
站 二 ?天 foal 二 地 下 十 (27 十 DU 十 下 十 5 |- 


于 (人 十 3)89 一 去 W jdiz， 


= orl1+ $0+H) de Pt 
CD. 3. 42) 
质心 的 定义 是 

|5z 十 立 太一 于 +H) dr 

如 一 加 一 1 1 “5, 3， 43) 

a 3 
jafi+ yr BU + dz 
+ 185* 


由 人 二 和 (5. 3.42) 可 得 - 


dX P: 
Hr ~ Boe? 5. 3,444) 
~ hn P vi 
质心 以 速度 京 作 匀速 运动 . 


在 有 些 引 力 理 论 中 ,只 满足 条 件 (5. 3. 32), 不 满足 (5. 3. 
39)， 如 前 所 述 , 此 时 只 有 能 量 和 动量 守恒 定律 . 这 类 引力 理论 称 
为 半 守 恒 理论 . 它们 的 守恒 量 P* 如 (5.3.337 和 (5. 3.34) 所 示 ，; 
非 守 值 量 , 闫 可 由 《5. 3. 21) 和 (5. 3. 29),， (5, 3.30) 得 到 . 半 守 便 理 
论 的 特征 是 在 宇宙 静止 标 架 中 (w=0)， 不 管 ww 和 取 何 值 1" 总 
是 对 称 的 . 这 是 因为 当 ww= 二 0 时 一 0， 所 以 在 这 个 标 架 中 空间 前 
动量 7! 守 恒 ( 表 明 这 个 标 架 不 是 一 个 动 标 架 ). 但 是 对 于 任 一 w 
有 让 了 关 丰 ,所 以 在 任意 标 架 中 分 量 J" 不 守恒 .为 了 了 说明 上 述 当 w 
二 0 时 J 守恒 而 当 w 取 任 何 值 时 J"* 不 守恒 的 情况 ,我们 进行 一 
次 坐标 变 撞 、 将 变换 (5. 2. 12) 用 于 P* 和 J“ 的 表达 式 , 得 到 


Po=P| 1 二 了 Ww —w*p, 
p =p | 1 十 到 | wpP'+ ww * py)， 
J 二 一 J 二 2| 1 十 于 do] Jeom， 


To| 1 十 工 部 节 | wi 一 wT (5. 3.45) 


将 (5. 3.45) 中 第 三 式 对 时 间 求 微 商 ， 注意 和 J* 二 0 得 


| 
de 


此 式 给 出 了 质心 适 动 不 守 便 | 号 7" 关 9j 和 角 动 最 不 守恒 


Jo 一 2 Jieeoa[1 二 OGo9] (5, 3. 4 ) 


| 后” "地 gj 之 同 的 关系 ， 


每 一 个 由 了 拉 棒 六 日 出 发 建立 的 络 力 理论 至 少 是 半 守 局 的 . 
不 具有 守恒 定律 (P" 守 便 除外 ) 的 引力 理论 称 为 非 守 恒 理 论 . 
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它们 的 后 牛顿 参量 人 1 ， gz. ba bs 0 不 全 为 零 . 
§ 5.4 推导 PPN 度 规 的 一 般 方法 


在 第 6 篇 中 我 们 将 要 讨论 几 种 不 同 的 引力 度 规 理论 为 了 将 
它们 与 实验 观测 结果 进行 比较 ， 从 而 鉴别 其 优先 ,采用 后 牛顿 形 
式 是 很 方便 的 . 尽管 不 同 的 引力 度 规 理论 在 结构 上 有 很 大 差别 ， 
但 后 生 顿 极限 的 推导 程序 基本 上 是 相同 的 ， 本 节 讨 论 推导 PPN 
度 规 的 一 般 方 法 . 

1， 和 确定 各 小 量 的 量 级 

在 各 种 引力 理论 中 出 现 的 表达 式 

Bm—=E 二 有 him: 

$$ 二 加 十 gp， 

K,=(K+k,, ki, ke, ks), 

Bs,= Be tp,, (5. 4.1) 
中 , 所 售 各 小 量 的 后 牛顿 量 级 为 : 

Po 一 OU27 十 口 (4)， 一 OC3)， 

h,~O(2), p~O(2)+0O04), 

天 下 [2 人 Cd Kk,~ OL3), 

bw O02 +OU), bo~ O03), 

b,,~—O(2). (5. 4. 2) 

2. 代入 引力 场 方 程 

将 上 面 的 表达 式 代 人 引力 场 方程 ， 只 保留 对 A 阶 数 一 数 的 
项 (使 所 获得 的 后 牛顿 解 符合 3 5.2 中 近似 程度 的 要 求 ?， 对 于 物 
质 源 , 代 人 理想 流体 能 - 动 张 量 了 ”和 相关 的 流体 变量 , 了 “的 精确 
程度 按 (5.1. 18) 的 要 求 . 

3. 解 ho 精确 到 OC2) 

此 时 只 需要 最 低 后 牛顿 量 级 的 方程 . 假定 远 高 系统 foo 一 0， 
可 得 ho 二 一 2aU. (5. 4. 3) 
式 中 U 是 牛顿 引力 势 . « 是 宇宙 参量 和 引力 常数 的 消 数 . 因 

"了 137。 


此 , 在 牛顿 近似 下 , 度 规 张 量 可 表示 为 
gm 一 [一 2 gm=0, gy= tO0. 《5.4, 4) 
为 了 使 这 个 度 规 张 量 在 局 部 淮 第 卡 外 坐标 系 中 具有 通常 的 牛 
顿 和 后 牛顿 形式 , 我 们 改变 一 下 坐标 刻度 : 


T=CO x, T= (5, 4. 5) 
此 时 有 Bo 一 人 Boo， ga 一 (CeC ?go, 

号 一 CT C=OU. C9, 4. 0} 
代入 (5.4.4),， 去 掉 一 权 ， 得 到 

AQ 一 

So 一 1 一 EGG， go 一 0， Bo 一 一 人 (5. 4. 7) 
在 自然 单位 制 中 有 C 王 14， 即 

4 

G0 1. £5. 4. 8} 


4. 解 到 ,和 分 别 精确 到 O02) 和 00(3) 

这 些 解 可 以 由 场 方程 的 线性 变换 获得 . 有 些 引 力 理 论 的 场 方 
程 有 一 规范 自由 度 , 选择 规范 条 件 自然 要 使 方程 的 解 简化 ,这样 
选择 的 规范 就 不 一 定 是 标准 PPN 规范 ， 此 时 在 获得 全 部 解 以 后 ， 
需要 再 变换 到 标准 PPN 规范 (5. 2. 3) 和 (5. 2, 4)， 

5. 解 ho 精 视 到 如 64) 

这 是 最 困难 的 一 步 , 涉及 到 场 方程 的 非 线性 . 能 - 动 张 量 了 ” 
也 要 精确 到 后 牛顿 量 级 . 由 (5.1.17), (5.2,6) 和 (5.2.10),， 得 到 

To 一 Cr 十 王 十 2CC 十 CoCo 十 中 (4)]， 
T=C7'ip[yv' O03)], 
T=C0 pv CT po + Od). (C5. 4.9) 

56， 变换 到 局 部 准 犹 卡 儿 举 标 系 (5.4.5) 和 标准 PPN 规范 
(5. 2. 3) 一 (5. 2. 4， 将 最 后 形式 的 go 与 45.2. 11) 比 较 , 定 出 PPN 
参量 的 数值 

在 获得 后 牛顿 解 的 过 程 中 , 经 常用 到 式 45. 1. 24), (5. 1. 
28)，(5.1.31) 和 (5.1.32). 也 经 常用 到 式 


[vuUl=v" 30 —8,|. C5. 4. 10) 
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以 广 交 相 对 论 为 例 . 场 方程 可 写 为 
Rn 一 sz| 7 一 了 seT| 
对 于 上 中 所 要 求 的 量 级 ，R,, 具 有 形式 : 
1 


Rn pV *h ,十 车 > (hh. 站 站 —2hin., io7 
了 | 1 
Bhor. | Rita ha |] 十 二 | WV hu — 
及 0 一 总 CW ho 一 内 8. 二 + Ris. Bi ha, 3 ) '" 
A ji (WV “hi; 一 不 60， ha, 人 ba, [1 一 上 Ppp 


Ga) 解 ho 精确 到 0(2)， 对 于 相 庶 的 量 级 有 : 


Rm = 也 ” hons Tw = PP gwm=1. 
于 是 场 方程 为 
了 一 Brp， 
解 之 得 
hwm=—= ~— 2U. 
《b) 解 ,精确 到 DC2): 引入 规范 条 件 
局 = 广 的 hh) 


方程 (5. 4.11) 的 (zj) 分 量 为 
Vih,,= rod,,, 


解 之 得 
h,,=— 2U8.,,. 
ce) 解 ho 精确 到 Ot3) + 再 引入 规范 荣 件 
oo lp 
hh, ,= pe. 0 Hoo os 


场 方程 (5. 4. 11) 成 为 
VihatU no 一 16rpw' 
由 (5. 1.24)，(5.1.27) 和 (5. 1. 28), 得 到 


a dy Lil 
hn = 4V, om 一 7 十 2 研 ,. 


£5. 4.11» 
Thao it 
《5. 4.12) 


(5, 


(5, 


.13) 


.14) 


- 15) 


16 


17) 


:4.18) 


(dy 解 Au 精确 到 O 〇 O54; 根据 的 最 低级 近似 确定 Rao 的 形 
式 : 
Ro= V(t2U’ —88,). (5. 4. 21) 
控 要 求 的 量 级 能 - 动 张 量 应 取 为 
1 ,. 1r.., 1 3 
Tw 一 广 gwT 一 方 P| 1 十 2| Ee 一 十字 划 十 广 | | 


C5. 4. 22) 
代入 场 方程 , 解 之 得 
hm= CO— 2 2 C44,— 2,—6F,. {5.4.23) 
《e) 确定 了 PN 度 规 和 PPN 参量 ; 将 上 面 诸 结 果 代 入 度 规 式 
中 得 到 : 
gw—=1—20+20— 4 —4,— 28,— 69,, 


yt 
正太 一 pVit 2 Wi, 


gi = (1 二 20 068,.. (5. 4. 24) 
将 此 式 与 (5. 2. 11) 比 较 , 得 到 PPN 参量 的 值 : 

Y=8=1, t.=0, 

QO 二 0 (5, 4. 25) 


三 个 优越 标 架 参 量 ta ，m， as) 均 为 零 ， 这 表明 在 广义 相对 论 中 设 
有 优越 标 架 效应 .〈5. 4. 25) 还 表明 , 广义 相对 论 是 完全 守恒 的 引 
力 理论 ， 
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斩 。 PPN 运动 方程 


引力 度 规 理 论 的 主要 结果 之 一 是 把 物质 (和 非 引 力 的 场 ) 与 度 
规 结合 起 来 ,由 守恒 定律 得 到 运动 方程 ; 


T% 一 0 (物质 和 非 引 力 的 场 》 (6.0.1) 
wu 二 《中 性 试验 物体 :短程 线 ) 6. 0. 2) 
FH 一 4xJ*( 电 磁场 ) C6. 0. 3) 
kk 二 0，( 光 ; 零 短程 线 ) (6. 0.4) 


前 面 我 们 还 利用 后 牛顿 方法 得 到 了 作为 物质 变量 和 10 个 PPN 参 
量 的 函数 的 一 般 时 空 度 规 . 如 果 把 度 规 代入 运动 方程 , 则 可 得 到 
用 物质 和 非 引力 场 变量 给 出 的 运动 方程 . 在 特殊 情况 下 ,可 以 用 
标准 方法 解 这 些 方程 ,从 而 预言 物质 的 行为 , 再 把 这 些 预 言 与 实 
验 观测 结果 进行 对 照 . 本 章 的 目的 是 把 以 上 运动 方程 化 为 可 以 直 
接 用 于 特殊 情况 和 与 实验 对 照 的 形式 . 


386.1 光子 的 运动 方程 


在 几何 光学 极限 下 , 由 妻 克 斯 威 方程 组 可 以 得 到 短程 线 方程 


有 一. (6. 1, 1) 
式 中 &* 是 与 光子 轨迹 相 切 的 波 拓 量 , 它 满足 

有 有 一 0 C6. 1. 2) 
取 "二 dzx*/do( 这 里 o 是 沿 轨 迹 的 “ 仿 射 * 参 量 ), 我 们 得 到 

dix* | da dr 

0. (6. 1. 3) 


也 可 用 PPN 坐标 时 :二 x" 作为 仿 射 参 量 写 出 式 (6. 1. 3), 注意 到 
“191 。 


dr der’ 


tr da 一 (6. 1. 4) 
这 样 ， 空间 分 量具 有 形式 
口 2x7 i ] ,dx dr*dzr” 
di tla “driditd (6, 1, 5) 
方程 (6, 1. 2) 可 以 写 为 
dx*dz” 
gwd dr ™— 6.1.6) 


科 里 斯 托 夫 符号 18 的 表示 式 在 附 表 中 给 出 于 是 在 后 牛顿 近 亿 
下 ， (6.1.5) 和 和 (6.1.6) 可 写 为 


5 [7 A | 一 冤 | 到 ,woja+7， 
0 一 1 一 2 一 人 (6. 1. 7) 
这 些 方程 的 牛顿 解 4 零 级 近似 解 ? 为 
ZX 二 /一 6》，|7r|= 二 1， (8.1. 8) 
即 光线 以 恒定 速度 |dx,idi| 二 1 油 直 线 传 播 . 把 x! 写 为 
=# C6. 1. 9) 


Ti 一 一 可 。 TW = OL 
=—78,.U 二 3 二 一 a 十 机 一 28)V 十 


《1 十 让 一 如 十 2 人 J 十 Ce 一 2 的 十 eol Crp, 41 
ro——0 ,Fa | (BD —BT 让 (24) 十 


六 《al 一 — ea me 二 et 3 (Cs 一 全 | yu | 一 


2 [二 C47 二 3 十 一 后 十 名 一 26)V, 十 雪人 十 的 一 各 十 28)WW, 十 
工人 wm —20 wt + amoU, | 


有 一 和 ,一 言 447 十 4 Dr 一 地 woU i 
T= UU stb 一 6 ,) 
儿 一 本 (27 十 2 十 四 十 扣 一 3) 生 十 (37 一 28 二 1 十 区 十 条 加 十 (1 十 各)@ 十 


《3Y 十 30 一 2) 守 ， 


并 代 和 人 (6.1.7), 得 到 偏离 匀速 直线 运动 的 光子 轨道 方程 ; 
“了 GZ 


di:z, 
dr: 


DD 工 
曙 Po 


A +. 《6.1. 11) 
这 组 方程 用 于 计算 光线 的 引力 仿 转 和 时 间 延 迟 效 应 是 很 方便 的 ， 


= VU— 2 VUY], (8.1.10) 


$6.2 重 质 量 物 体 的 运动 方程 


得 到 重 奈 量 物 体 运 动 方 程 的 一 个 方法 是 , 假设 每 个 物体 党 时 
空中 试验 粒子 的 短程 线 运 动 。 而 PPN 度 规 是 由 系统 中 其 他 物体 
及 其 本 身 所 产生 的 .用 这 一 方法 得 到 的 运动 方程 不 能 用 于 重 质 量 
自 引 力 物 体 ， 如 行星 , 恒星 或 太阳 , 因为 这 些 物体 并 不 沿 PPN 度 
规 的 短程 线 运 动 .它们 的 运动 与 其 内 部 结构 有 关 . 这 一 点 首先 是 由 
Nordtvedt 证 明 的 (1968)， 

因此 , 为 了 得 到 重 质量 物体 的 运动 方程 ,必须 把 每 个 物体 看 
作 有 一 质量 中 心 的 , 且 具 有 有 限 自 引力 的 物质 块 ， 解 方程 
《6.0. 1)， 对 于 太阳 系 的 实验 和 观测 ,可 以 认为 构成 每 个 天 体 的 
物质 都 是 理想 流体 2 

在 牛顿 引力 理论 中 , 这 一 过 程 是 直接 的 . 对 于 每 个 物体 ,， 定 
义 惯 性 质量 和 质量 中 心 : 


x.=m,!| pxd'x. (6, 人. 1) 
由 牛顿 连续 性 方程 可 以 证 明 

dm /dt=0, 

"=dx,/di=m,"'| rdizx, 


a.=dv/dt—m."! | Pd dz) 中 人， {6. 2, 2) 
根据 理 起 芒 体 的 牛顿 运动 方程 ,得 到 
d= UU, 
* J9F* 


5 一 了 一 | 至 + 二 G8 Tari 十 Os) |， C6. 2. 3) 


式 中 ms 是 第 ， 不 疡 体 的 异性 质量 ， Qs 是 四 极 矩 ,其 定义 是 
qz 一 | edsz EPOVdir, X=xr x (6.2.4) 
式 中 xw 二 Xx rw 二 | ze|. (8. 2. 32 
下 面 我 们 利用 PPN 形式 把 这 些 方程 推广 到 后 牛 瑟 近世 . 由 于 
在 后 牛顿 极限 中 , 存在 许多 不 同 的 “质量 密度 ”， 如 重子 的 静止 质 
量 密度 bo, 质量 -能 量 密度 6 人 1 十 了 , “和 守 便 ”密度 0" ， 等 等 , 所 以 
对 于 惯性 质量 和 质量 中 心 有 多 种 不 辐 的 定义 . 我 们 下 面 末 用 的 定 
义 ， 使 得 运动 方程 具有 最 简单 的 封闭 形式 . 结果 只 要 在 每 个 物体 
的 几 个 固有 动力 学 时 间 尺 度 上 对 运动 方程 求 平均 , 最 后 得 到 的 运 
动 方程 和 惯性 质量 及 质量 中 心 的 精确 形式 关系 不 大 ， 


定义 第 a 个 物体 的 惯性 质量 为 
m= | eli + 5 — 30+ Hdz, (6, 2. 6) 

式 中 p’' 是 守恒 密度 , f 二 rv 一 bio， 而 
ww= | pvdix, ‘(6.2.7) 
D= | p(x i xO— x |-'dir. (6. 2. 8) 


可 以 认为 mm 是 在 局 部 随 动 近 似 为 惯性 系 中 观测 者 测 得 的 物体 总 
贰 量 能 量 ( 包 括 粒 子 的 静 目 质量 , 动能 , 引力 能 和 内 能 ), 只 要 和 忽 
略 作用 于 第 a 个 物体 上 的 潮水 力 , 在 后 牛顿 近似 下 , sm。 即 是 守恒 
量 ， 


dm 
=0, 【6.2. 9) 


利用 (6. 2. 6)，(6. 2. 7) 和 (6. 2. 8), 经 过 严格 计算 , 便 可 以 证 明 这 
一 点 . 定义 惯性 质量 中 心 为 

xm | | 1 十 pa — 50 + Hixdizx. (6.2,10) 
利用 2* 的 连续 性 方程 和 后 牛顿 近 做 下 的 牛顿 运动 方程 ,我 们 得 


到 
* IT94 。 


Vdxr, dt =m, | | Fv 一 30 十 a v 十 


Pr 5 WW jdz， (6.2.11» 
起 中 页- Je 人 (6. 2. 12) 
从 而 得 到 加 速度 
a, = dv, /dt = 
ml oei ly 45 acy /dd 
| ellt so 7 十 | cdwyan 二 十 


中 十 ,id 十 | [porP — (p/P YY Pidix 一 


于 Cd/di)| p* Waix 十 ep 一 FA 二 名， | ， 
《6. 2. 13) 
式 中 有 .5 和 . 史 . 伙 由 第 < 个 物体 的 内 部 结构 决定 . 它们 以 及 
其 他 “内 部 "项 由 附 表 给 出 ， 
现在 利用 PPN 理想 流 迟 的 运动 方程 来 计算 式 (86.2.13) 中 的 
第 一 个 积分 .把 了 “和 PR 的 后 牛顿 表示 式 代 人 运动 方程 466, 0. 1)， 
重新 用 守恒 密度 六 写 出 来 ,形式 为 


表 

矢量 积分 

= | EPE dr di 
i 2 [x 一 x ||r— x | 

a | tee Tp CO 人 一 d3 i dl” 
“ 一 


四 _ 
4a= | 人 "Ww Yardir’, 
Em 


| 
加 3 
a = | x 由 dr 


oi ee Cr Oo Wr Oo Ws 
A -| [一 于 上 da 


。 795。 


续 表 


Bi | pp (TC Yds 
ci ix x | “ 


+ 1 mr i 
i | PP OH To) 


[x xl 
张 量 和 标量 积分 
是 7 一 六 | a" Udir 党， 一 二 | pe" wd 


到 | pp" Cx -一 有 yx 一 di 


2 [一 天 | 


人 一 
Ti = | x dr = je jz 一 rsdaz 
P, 一 | pdix, E, = | pp” Hdix 

Hi = | hi RE ， 


Ix— x | 
Ky 一 | OP VR di 


ix x | 


pdvijdt=p°U,;—[Lptl+3707)]. ;+ 


户 .i 六 只 二 区 二 py 一 
p* (dd | (27 +420w— B47+4T yi 
SoU [+p' Uo—p. 0)— 


让 (Tb 填 26)p* Ci WI) 一 


SP [047 十 4 十 ov 十 Ca 一 283)re Va, 十 


p" (9a/ ar) | 5—é9.— 才 6 一 2 站)- 史 一 


二 


志 Ce a Vi Ws | 十 


PU 和 一 于 am = 十 二 (a 十 as 一 JR 一 


“了 836。 


(28_25f7 二 3ypyp: |. C6. 2. 14) 
把 上 式 代 和 (2. 2.13) 求 积分 ,如果 对 于 每 个 物体 的 几 个 固有 
动力 学 时 间 尺 度 求 平均 , 则 得 到 的 方程 相当 简单 . 而 所 有 固有 量 
对 时 间 的 导数 均 可 取 为 零 . 这 一 近似 对 于 太阳 系 是 合理 的 ， 因 为 
太阳 或 行星 结构 的 变化 是 相当 缓慢 的 . 这 样 ， 我 们 可 以 用 几 个 牛 
顿 关 系 式 来 简化 后 牛顿 表示 式 . 利用 每 个 牺 体 的 牛顿 运动 方程 
2 入 1 十 总 P 一 (入 ) 一 0， 
2 守 十 0 二 3P 二 人) 二 0， 
一 op. di 一 ( 定 7) 二 0， 
Hin aK (y=0, 
H*=— (NY=0, 
{pods 一 《了 了》 一 0， 
i 1 
($e Wad’s) = 0, 


PA (£ fe Vaiz) = 0，, 
(C6, 2.15) 
可 以 导出 运动 方程 ， 其 最 后 形式 为 
2 = {Aa deat 二 《Ga Jewr 十 《Ga nboay + 6. 2.16) 
式 中 
] -1| 1 了 oj a 
CoN pC -有 一 记 省 十 
CHE G+ ID! | 一 me(w 十 wa) 和， 
(6.2. 17》 
《ao7]New 一 (全 (6, 2, 18) 


4 
Dts ap 


i -- dnd Ys 
Ca 袜 人 { G27 + 28) + 


* 197. 


| 27 十 28 十 1 十 地 一 如 


2 Fp 


(28 一 1 一 路 一 和 D+ 


下 季风 由 
(C27 十 28 一 2 一 一 
ER 
十 2 二 Dm -3 
己 论 吕 
ED am 二 二 地 (4 十 4 十 后 )v .一 


光山 


27 十 2 十 十 a3) 虹 十 


a -一 如 一 的 人 十 aw "十 


Fm _ 90, — 9a Yo a vs | 31 py) Cvs :Rs) + 


Fw * hy 十 Soave * Tap ?Cs " is | 


(47 十 3 中 十 四 一 旦 十 四 2 过 2 一 一 
hy: 


2 昌 ; 返 过 ob 亡 于 出 岂 


3 De ¢ di 一 3) > (对 Te 到 | 十 


出 笑 凶 Tay 


Dy xs [27 + 2)v, — C27 + 1)ve]w — 
[es 


| 


PD w»* [LCdY + 4 + a dv 
Po 3 
— (4d? 二 2 二 一 2a)v0 二 22050 | — 
p> De [av 一 《al 一 2as)ps 十 2azru J ， 
[oi] rap 
(6 2. 192 


让 一 Nap /Tag 
在 (6.2.17) 中 ,前 6 项 包含 仅 决定 于 第 a 个 物体 内 部 结构 的 
项 , 如 避 ,， 32， 等 等 ,因而 表示 质量 中 心 的 “上 自如 速度” 目 加 速度 
= 人。 


与 总 动量 守恒 的 失效 有 关 , 这 是 因为 它们 取决 于 几 个 PPN 守重 
定律 参数 . 在 各 个 乎 经 典 引 力 理 论 中 , 这 几 个 参数 都 等 于 零 : 
03 王 41 王 6 二 5 于 0 天 0， 6, 2, 20) 
此 时 自如 速度 为 零 . 还 有 球 对 称 物 体 ， 其 引力 加 速度 也 等 于 零 ， 
这 是 因为 它们 的 项 站 ,了 3， Zo， 有 和 之 : 恒 为 零 . 近 似 为 
圆 轨 道上 的 两 个 物体 构成 的 系统 , 当 自 引力 加 速度 取 轨 道 周 期 平 
均值 时 也 如 此 , 因此, 在 太阳 系 中 无 法 检验 这 些 项 的 存在 . 但 是 对 
于 脉冲 双星 。 当 胃 道 偏心 率 很 大 时 就 可 以 检验 这 些 项 的 存在 ， 
方程 (6. 2. 17) 中 的 另 一 项 ， 一 ms as 加 十 ze) 五， 是 包 合 物 
体 相 对 于 宇宙 静止 参考 系 和 运动 的 自 加 速度 . 它 决 定 于 守恒 定律 / 优 
越 参考 系 参 数 , 在 各 种 半 和 守恒 引力 理论 中 它 均 为 去, 对 于 任意 
静止 物体 v= 二 0, 因而 恕 2 一 0 但 对 于 以 匀 角 速 w 转 动 的 物体 ， 


UX (x—x) 《6. 2. 21) 
上 t 型 yi 
He “| 0 dirdi 一 
Evimoy CO I ™. (6, 2. 22) 


对 于 接近 球形 的 物体 ， 02" 的 各 向 同性 部 分 是 对 (6.2.22) 的 
主要 和 贡献， 
1 


(之 3 Sm, HY Se wd,. 《6. 2. 23) 
这 时 (6. 2. 17)? 中 的 加 速 项 成 为 
一 坟 aa(0, /me) (wo) Xo C6. 2. 24) 
在 T45] 中 我 们 论述 过 ， 如 果 a; 不 为 零 ， 在 太阳 系 中 这 一 项 
产生 是 够 大 的 可 观测 效应 . 


式 (6.2.16) 中 的 (av)xew 是 重 质 量 物体 的 蕉 牛 频 加 速度 . 其 中 
的 (mm,)* 是 “被动 引力 质量 张 量 "， 形 式 为 
(Cm) =m {Ol+ (48—7Y—3—3E a a 6) 
N/m 一 EA /mej CDE et hE) /my, 
《6. 2. 25) 


LHCzo) 是 准 牛顿 势 ， 形式 为 
* 199* 


避 由 


其 中 [ma 是 第 5 个 物体 的 “主动 引力 质量 ”， 表示 为 


[ma Cw) j= ml 1 二 (48 一 7 一 3 一 3¢ 一 地 一 


lx) = > Ee a (6. 2. 26) 
2 


3 — 2 0 ps + Es Es ms — ott 一 35， 


Ps/mst 5 C1— 2 dit /fm ). (8, 2. 27) 
这 里 应 注意 , 主动 和 被 动 引 力 质 量 张 量 可 以 是 关于 其 他 物体 方 问 
za 的 函数 .用 包含 与 位 置 无 关 的 惯性 .主动 和 被 动 质量 张 量 以 及 
引力 势 来 重新 写 出 淮 牛 顿 加 速度 , 形式 如 下 : 
Cf Ya a = CR TS, 
Li = OCPea Ast 《6. 2. 28) 
币 认 而 . 


式 中 
CR = msl 十 《al 一 四 十 全 92/ 十 
(oa — b+ EF) /mm,}, 
(ap) 一 m1 + (4 Coo3— 30,/m,]— 
EO" frm,}, 


Ga) = ms{ 0™| 1+ 148 一 7 一 3 一 中 一 方 和 一 
3¢ 1 一 26,| 0, /ms + EE,/mb 一 

(2% + 8 — ,| Ps/m |— 

(5 — 36) /me). (6. 2. 29) 


在 牛顿 引力 理论 中 . 动 引力 质量 、 被 动 引力 质量 和 惯性 质量 

是 相同 的 . 所 以 , 每 个 物体 的 加 速度 与 其 质量 的 种 类 或 结构 无 关 ， 

但 是 由 式 (6.2.29) 可 以 发 现 , 在 给 定 的 引力 度 规 理论 中 , 并 不 要 

求 被 动 引力 质量 等 于 惯性 质量 ;其 差别 取决 于 儿 个 PPN 参数 和 物 

体 的 引力 自 能 CQ 和 04*). 在 引力 的 弱 等 效 原理 中 , 这 一 点 是 不 成 
+ ZO0+ 


立 的 ,并 被 称 为 Nordtvedt 效应 Dicke 首先 注意 到 这 种 效应 的 可 
能 性 ;我们 在 [45j 中 讨论 了 这 一 豆 应 及 其 可 观测 的 结果 . 它 的 存在 
并 不 违背 Eatv6s 实验 . 
由 式 (6. 2, 29) 可 知 , 被 动物 体 的 主动 引力 质量 可 以 和 惯性 质 

量 、 被 动 引 力 质 量 不 同 . 在 牛顿 引力 理论 中 , 孤立 体系 的 质量 中 心 
的 匀速 直线 运动 是 “作用 与 反作用 ”定律 的 结果 , 即 “主动 引力 质 
量 等 于 被 动 引 力 质量 ”定律 的 结果 . 在 PPN 形式 中 , 我 们 仍然 采 
用 这 样 的 牛顿 语言 来 描述 准 牛 顿 加 速度 . 前 面 我 们 已 经 指出 , 质 
量 中 心 的 匀速 直线 运动 是 完全 守恒 引力 理论 的 一 种 性 质 , 该 理论 
的 参数 满足 

Ne 0, C6. 2. 30) 
把 这 些 值 代 人 人 式 (6. 2, 29), 我 们 得 到 ,对 于 完全 守恒 引力 理论 ， 
惯性 质量 等 于 mm。， 主动 引力 质量 张 量 和 被 动 引 力 质 量 张 量 相 等 ; 

CR) = =m {il C48— 7— 3— 367, /im, |— 


Or /me}. (6.2. 31) 
类 似 地 有 
(esem=— ml [1+ (48— Y 一 3 一 36)| 全 + 党] 


Th fa 
bd 守 + 字 | rm “| 

(C6, 2. 32) 

显然 , 大 括号 中 的 项 关于 a, 六 反对 称 ， 所 以 作用 等 于 反作用 . 在 


广 交 相 对 论 中 , 式 56. 2, 297 中 的 质量 张 量 是 各 向 同性 的 , 且 等 于 


惯性 质量 , 即 

Wtf 二 1p 六 4 二 掀 ,， (6. 2, 33) 
于 是 , 在 广 六 相对论 中 不 存在 Nordtvedt 效应 . 在 标量 - 张 量 引 为 
理论 中 , 由 于 

mis 

mp=AMa=m {lil [2+w) 二 4AD, /m,}. (6, 2. 34) 


所 以 一 般 地 存在 Nordtvedt 效应 , 对 于 大 允 数 实际 情况 , 可 以 设 
。207 。 


方程 中 的 物体 是 球 对 称 的 ,从 而 用 Qi S60, 来 简化 质量 张 


量 , 我 们 有 
Ca dow — 1 (2m, Js I? 


jl 一 mr (6. 2. 35) 
式 中 [已 把 (关门 一 和 遍 基 族人 my 中] 
Gn) /m=1 十 | 48 一 7 一 3 一 二 8 一 十 二 一 
36 —d6) f/m 
Gna)s /m=1+| 4 一 7 一 3 一 一 一生 一 2j， 
Qo /mst bs Es /ms— | Sostt— | Py/me. 《6.2.36) 


式 (6.2.16) 中 的 (ao)aoo 称 为 二 体 项 . 它 售 有 对 牛顿 运动 方程 
的 后 牛顿 修正 ， 也 考虑 了 上 让 物体 本 身 引 力 场 产生 的 一 些 后 牛顿 
项 . 这 里 所 说 的 “质点 "牛顿 运动 方程 是 把 每 个 物体 和 作为 沿 所 有 其 
他 物体 产生 的 PPN 度 规 的 短程 线 运动 的 质点 . 


§ 6.3 引力 常数 的 局 部 测定 


本 节 我 们 导出 一 些 方程 , 它们 虽然 不 是 真正 的 运动 方程 , 但 
却 是 PPN 形式 的 基本 结果 . 前面 我 们 已 指出 , 一 些 引 力 的 度 规 理 
论 可 以 预言 Nordtvedt 效应 ,而 这 些 效 应 代表 了 强 等 效 原理 的 偏 
离 . 局 部 引力 实验 中 优越 参考 系 的 存在 和 优越 位 置 的 存在 也 代表 
了 强 等 效 原理 的 偏离 . 卡 文 犹 希 (Cavendish) 实 验 就 是 这 样 的 局 部 
引力 实验 . 在 一 组 理想 的 卡 文 犹 希 实验 中 ， 人们 测量 作为 两 物体 
质量 和 距离 的 函数 的 相对 如 速度 .距离 和 时 间 是 用 静止 子 实验 室 
中 的 标准 尺 和 产子 钟 进行 测量 的 . 引力 常数 G 与 两 个 物 蛋 的 牛顿 
引力 定律 中 出 现 的 值 相等 . 这 个 量 称 为 局 部 测定 的 引力 常数 Ci- 

这 个 实验 过 程 的 分 析 如 下 :一 个 质量 为 mi 的 物体 (作为 源 ) 

+ 202* 


在 时 空中 自由 下 落 : 另 一 个 质量 可 忽略 的 试验 物体 通过 该 空间 ， 
在 四 维 加 速度 的 作用 下 使 其 与 源 保持 着 固定 的 距离 x,. 两 质量 的 
连 线 相对 于 渐 近 平 直 的 惯性 空间 没有 旋转 . 一 个 不 变 的 径 向 单位 
和 失 E, 从 试验 物体 指向 源 . 这 样 , 根据 牛顿 引力 定律 , 试验 粒子 四 
维 加 速度 的 径 向 分 量 为 

A* FE,=—Gm/r,, 《6. 3.1) 
式 中 7; 小 于 外 部 引 为 场 的 非 均 名 性 尺度 . 由 于 上 式 左 端 是 不 变 
的 , 所 以 可 在 一 个 适当 的 PPN 坐标 系 中 计算 出 来 , 然后 代 人 上 式 
求 得 G7. 在 源 是 瞬时 静止 的 PPN 坐标 系 中 进行 计算 最 为 简单 . 我 
们 和 希望 4， 含有 对 (6.3.1) 的 修正 5 后 牛顿 精度 )， 修 正 形式 为 


有 EF:——,， 二 一 ， 一 一 ， -3 (6. 了 . 2 


式 中 7 二 |x 一 zsl. 在 得 到 这 个 形式 时 , 我 们 忽略 了 r* 处 外 部 引 
力 势 的 变化 ， 这 种 变化 产生 形式 为 


(4 。 Ea: Fr, (6, 3. 3) 
1u 


的 牛顿 潮汐 力 和 对 这 一 力 的 后 牛顿 修正 , 式 (6. 3. 2) 中 的 第 一 项 代 
表 关于 试验 物体 和 源 的 二 体 运 动 的 修正 , 第 三 项 代表 由 外 引力 场 
梯度 引起 的 效应 ;为 了 决定 Gr 值 , 如 果 使 4。 按 +r7? 变化 , 这 
一 项 不 产生 影响 (在 大 多 数 情 况 下 可 以 忽略 不 计 六 在 整个 分 析 过 
程 中 , 都 去 掉 了 这 第 一 项 和 第 三 项 ， 
我 们 用 W, 表示 场 源 相 对 于 宇宙 静止 参考 系 的 速度 ,用 脚 标 c 

一 0 标定 试验 物体 ; 用 4a=1 标定 场 源 , 其余 物体 用 4 二 2,3,… 
标定 . 初始 时 刻 场 源 和 试验 物体 都 是 静止 的 ， 即 

ott—=0) = t= 0) = 0. 
把 场 源 产生 的 牛顿 引力 势 和 系统 中 其 他 物体 产生 的 引力 势 区 分 
开 ， 

U(X)=U. (D+ uma/r,, (6. 3.4) 
式 中 必 一 | 基 一 了 |, 7 二 | 久 一 X,|， 并 设 UV 是 球 对 称 的 . 场 源 和 
试验 物体 之 间 的 国有 上 距离 为 
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1 
-一 jn + YUCXOV) + O(NIdX/daldA (C6.3.5) 


为 了 足够 精确 ,我们 可 以 选择 直 的 坐标 线 
六 (A) 二 让 (一 相 十 守 14， 0 夺 A1， (6. 3. 6) 
连接 这 两 点 . 于 是 有 


] 
rs 一 | (1 十 YC[L(1 一 A) ro ] 十 


7 之。 CD 二 pp pe (C6, 3. 7) 
忽略 ro 外 部 引力 势 的 变化 ,得 到 
rr 11727 交 +7| UCoYdo. 《6. 3. 8) 
在 四 维 加 速度 作用 下 +， 保持 为 常数 ,因此 有 
drsgdi=d7r /dt=0， (6, 3. 9) 
Xl do dv 
7 。 I a 一 9， £6. 3.10) 


式 中 用 到 了 :=0 处 一 mm 一 090， 并 忽略 了 外 部 引力 势 的 时 间 导 数 ， 
由 分 析 可 知 ， 可 以 去 掉 (6.3.8) 中 的 最 后 一 项 , 并 把 ro 的 系数 当 
作 常数 , 这 样 

r ,ra 1172 半 ， 


假设 源 沿 着 短程 线 运动 ， 试验 粒子 的 四 维 加 速度 为 4, 则 有 
Usource lyourcerr — Os 
Htestifiosts — A etd = 人 0 《6. 3. 12) 
在 PPN 坐标 中 ,上 = 一 0 时， 式 (6.3.2) 可 写 为 


TCD 一 一 0， 


(6. 3.11) 


dn rr - dz1 了 
++) =| A ， 
过 "一品 ， 《6. 3. 13) 
对 于 试验 物体 ， 
| 1 
[于 = 1— 20(K) — 2 mr + O04), 
人 


《6. 3. 142 
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这 里 在 用 代替 六 , 的 计算 中 , 又 忽略 了 外 部 执 的 变化 ,对 于 外 
部 的 点 质量 ， 代 人 

P= 0" | 1 一 Ea 一 37U | ， | ed 一 #4,， 
利用 PPN 克 里 斯 托 非 符号 和 牛顿 运动 方程 来 简化 任 一 后 牛顿 项 ， 
仅 保 留 上 面 讨论 的 项 (也 保留 潮 沙 力 ). 把 46.3, 137? 代 人 (6. 3. 10)， 
得 到 

A*X aa 

二 1 一 > eo ee 


3 
Tin 2 Ta 


~ 和 VO .| 一 C4 十 2 一 一 3 -一 Ea) 
10 


> -一 Fm 一 ca) | 二 
如 科 ] 
Xo * kt 1 让 manta la 
rp voi (Xo) | Bete 6 之 |, 
(6. 3.15) 
式 中 E 一 天 1o77rlo， a 二 让 ora 
T+ DO* CX', td 
Ux) =| | 于。 一 于 | 里 
并 有 _ 2 CX!', 1D 一 rr Oo x Ydir' 
ocx 一 | 一 
《6.3. 工 6) 


对 于 球 对 称 源 ,可 以 直接 证 明 

VU (xo) =—=mzrio/riot O66), 

VV UMr) = Cm/ rl) (3r{ee — 27 ) — 

CT /ri Sree — 2 rd ) Od), (6. 3. 17) 
式 中 mm, 和 万 是 源 的 静止 质量 和 球 企 性 矩 ,和 定义 为 


mm 一 | xdaz， 了 = | ordsz, (6. 3. 18) 
现在 计算 不 变 的 径 向 单位 4 矢量 五 .在 轴 o 处 ,其 分 量 就 是 连 

接 两 物体 的 曲线 切 矢 重 的 分 量 ， 
Eade (A /dA= 一 aa E'=0. (6. 3. 19) 
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式 中 的 “由 


BE’=1 = iN l’ 1 十 272, | (6. 3. 20) 
得 到 ,这 里 我 们 仅 保 留 了 必要 的 项 .于 是 有 

E! 一 一 型 | 1 一 ”2 7 < 《6. 3. 21) 
由 此 得 到 不 变 4 加 速度 的 径 向 分 量 

4。 吾 一 4 。 | 1 十 7 人， |. C6, 3. 22) 
最 后 的 结果 是 


:EC= mri 3 Cn *e) 一 1 ri’ 
= 者 
1 yy 9 a Wi 
2 (1 (48 一 7 一 3 一 3 人 3 


1 (0 1 8): + 


1 ， 
到 《al 一 一 Ql 一 


2 
£2>, A “8)? 十 
二 玉 1 
A (988 Ee 一 | 六 entru -#2 A A |} 
mr 加 1 1 全 EF i 


《6. 3. 23) 
式 中 第 一 项 是 牛 辐 潮汐 加 速度 :由 第 二 项 可 以 得 到 局 部 引力 常数 : 


Cr 一 1 一 [48 一 7 一 3 一 全 2 jos- 


1 i | 2 
za 和 xl | 1 


1 1, 37 - 3T Ys 
六 1 一 

(6. 3. 24) 

式 中 DOA, == 之 7。 闪 人 放 dr 。 时 Cn 一 On,. C6. 3. 25) 


这 里 ， 我 们 由 局 部 卡 文 狄 希 实验 中 的 优越 参考 系 或 优越 位 轩 
效应 , 看 到 了 一 个 强 等 效 原理 可 能 被 偏离 的 例子 . 优越 参考 系 效 
应 决定 于 场 源 相对 于 宇宙 静止 参考 系 的 速度 w,， 只 要 PPN 优越 
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参考 系 参数 om ，a 和 &; 不 为 罕 ， 就 存在 这 个 效应 . 优越 位 置 效应 
取决 于 邻近 物体 的 引力 势 Uw 和 UU， 只 可 PPN 参数 不 满足 
“48 一 Y 一 3 一 所 0， 
就 存在 这 个 效应 .下 一 节 , 我 们 将 对 半 和 守恒 引力 理论 的 特殊 情况 ， 
建立 能 量 守 恒 公式 , 它 可 以 给 出 局 部 洛 仑 兹 偏离 和 卡 文 犹 希 实验 
中 的 位置 不 变性 ,以 及 引力 弱 等 效 原 理 候 离 之 间 的 直接 联系 . 
应 注意 , 在 广义 相对 论 中 ， 
Cr 二 1. (6. 3. 26) 


$6.4 AN 体 的 拉 格 朗 日 函数 , 能量 守 恒 及 强 等 效 原理 


前 两 节 已 指出 , 一 些 引力 度 规 理论 可 以 预言 关于 引力 实验 的 
GWEP 偏离 ,LLI 偏离 和 LPI 伺 离 .在 具有 能 量 动量 守恒 的 半 守 
恒 引 力 理 论 中 , 可 导出 这 些 依 离 之 间 的 直接 联系 . 方法 是 以 准 牛 
顿 形式 给 出 一 个 复合 系统 的 能 量 守 重 表 达 式 ， 由 此 得 到 惯性 质量 
和 被 动 引 力 质量 的 变化 Smy 和 my. 上述 三 种 情 离 都 取决 于 质量 
张 量 的 变化 . 

这 些 贪 离 产 生 的 岂 因 是 只 考虑 半 和 守恒 引力 理论 5 因此 二 5 
三 4 二 #6, 三 0) 和 把 系统 中 物体 当做 了 质点 ,然后 由 共同 的 引力 场 
中 的 质点 组 构造 一 个 复合 体 ， 并 且 选 取 了 一 个 相对 宇宙 静止 参考 
系 静 止 的 PPN 坐标 系 , 这 样 ， 物 体 的 运动 方程 包含 了 牛顿 加 速度 
和 后 牛顿 n 体 加 速度 , 式 (6.2.19) 中 WW=0, 且 含 有 半 和 守恒 参数 

2 =— 5) F127+28) ~ 
| 27Y 十 2 十 1 十 地 | 和 一 (28 一 1 一 中) 之 7 2 
(27 +28 -2 笃 十 去 ( +2€ 十 os 2 pA 
十 


了 人 1 
声 之 ， te . 
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十 二 (27 二 2 十 8s) 如 一 礼 (1 十 0aD Cv . jes) | 一 
J 
二 (47 十 3 一 2+a—a) SD, >) 人 
站 条 Fag pp Fp 


点 ， 
一 mis, 一 Te 
6 > -7 (ORO 3 六 各 六 s6 > > | 一 一 一 | 十 
be 了 mn Fy Fpe 


了 FX L2742)w,— 27+ 1 — 


四 号 
二 > Tw L474+4 十 a)vs 一 《47 十 2 十 
下 下 本 a 
a 2a) | (6. 4.1) 
对 作用 量 
Ta 三 [raz, (6. 4. 2) 
一 一 | 1 1 Pani, 
r= 之 ms| 1 2 8 ui rap 
EE 
Ht. 
[27 二 8 一 DZ 一 
让 A 


td 十 3 二 | 一 dU, "es 
《1 十 Gao} Cd 7 A VD 人 


$f 于 .Dm | 于 一 诗 | | (6. 4. 3) 


局 Eb Te Fae ! 


取 关 于 第 4 个 粒子 轨迹 的 变 分 , 便 可 直接 导出 这 些 运 动 方程 . 

考虑 由 一 个 质量 ms 的 物体 和 多 个 质量 为 m。 构成 的 复合 物 
体 组 成 的 系统 , 设 mr, 次 >，rsy me 静止 于 原点 ， 和 复合 物体 相距 
|X|(Cx 大 于 复合 体 的 尺度 ). 由 于 ms 很 大 , 可 认为 是 静止 的 ， 从 
而 为 复合 体 提供 了 -~ 个 外 部 场 ( 忽 略 物体 与 外 部 非 均匀 的 看 合 ). 
在 工 中 作 变 量 代 换 ， 


1 
计 二 2 :之 nt 2 二 人 
如 


Xi 一 必 ， C6. 4， 4) 


我 们 还 已 知 

vO—dzr/di, V=dX /dt. (6. 4. 5) 
用 标准 方法 由 工 得 到 蛤 米 顿 : 

Pi=aL /i, pi=0/adi, 


五 三 已 ;天 十 2 piriL. (6. 4. 6) 
计算 结果 为 
pr mmo pe 1 Mais 
Hmtmr Rt om 3 
_ PAST mm lM Mame 
上 一 号 
(A AY 十 了 (1 十 多 os) 一 号 Fee 十 
上 全 皮 
1 Was Py Loy 
4 (1 + ma) 2 i A P) 一 本 (27 十 1) 
2 
pi: 1 
> 人 一 jo [psp + 2(ps* P)*]— 


1 I 1 1 «mm 
pr 现 P 记 十 到 (十 和 一 0) 广 — 


ab Tab 


CP :2 十 到 (1 十 o] 二 > + PC: ps)+ 


出 Fop 


Op') + OP), C6. 4.7) 
式 中 R= |X|, =X/R, f= XT 
我 们 忽略 了 与 惯性 运动 和 复合 系统 质心 运动 无 而 合 的 后 牛顿 项 
Op 和 OCP ,在 复合 系统 内 部 运动 的 时 间 尺 上 度 圭 对 态 求 平均 ， 
并 利用 维 里 定理 . 
(Pm p22) = (FB Pm + mO(4)). 

(6. 4. 8) 
尽管 上 式 中 的 后 牛顿 项 取决 于 下 或 天 ,但 是 这 种 依赖 性 并 不 影响 
五 的 形式 .最 后 的 平均 哈 米 顿 用 站 一 尽 互 /aoP 的 项 表 出 . 对 于 守 
恒 的 能 量 旺 数 , 结果 为 
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E 一 M 二 地 (M84 [Ca aad Nt a VV 
(M67 + [48—7— 3— 3 .00 — ET moA A /R, 


(C6. 4. 9) 
一 pi mn 
式 中 。M=m 二 (大 一 #2 守 )， 
0'=( 一 训 2> ee ). (6, 4. 10) 
由 以 上 结果 可 以 得 到 质量 张 量 的 变化 
Sm CaO a a, 
bo 一 (48 一 一 3 一 36)06" 一 50 C6. 4. 11) 
从 而 得 到 
Ga:—=M {dB—7—3— 38 00 —é0" | 
CO/AR) (mf'A /RI 
Me — a dd 06+ a mr/ 有 (6. 4. 12) 


如 果 代 人 PPN 参量 的 半 和 守恒 值 ， 并 注意 孤立 分 布 的 点 质量 产生 
的 势 
1" =mon nhR, (6.4.13) 
则 (6. 4.12) 和 和 式 (6. 2. 25)、(6. 2. 28)、(6.2.29) 以 及 asem 中 的 弱 等 
效 诛 理 偏 离 项 完全 一 致 . 
为 了 确定 复合 物体 内 部 结构 对 质心 运动 的 影响 , 我 们 令 其 结 
构 不 变 而 考查 互 对 了 P 和 的 依赖 性 .现在 , 为 了 研究 物体 运动 对 
它 内 部 结构 的 影响 ,从 而 得 到 Gi 的 表 未 式 ， 必 须 固定 质心 运动 
(P, 夺 )， 而 着 重 考查 瑟 与 忆 和 天 的 关系 .利用 (6,. 4.8) 简 化 五 中 
的 后 牛顿 项 .得 到 守恒 的 能 量 函 数 
E—M+ {Me"—[ Cm a) 08" ta} PP /Me — 
{M6"+ [48—Y— 3— 3 N00 — E01]) mei/R, 
C6. 4. 14》 
式 中 的 村 和 如! 由 式 (6.4.10) 给 出 ; 方 插 号 中 的 量 是 (6.4.11) 定 
义 的 6mY 和 dm?, 但 是 5mY 的 符号 与 (6. 4.9) 中 的 相反 . 
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为 了 简单 , 在 局 部 卡 文 狭 希 实验 中 , 设 复 台 物体 是 由 两 个 点 
质量 构成 的 . 这 时 , 用 以 上 给 出 的 上 可 直接 证 明 , 两 个 物体 之 间 
的 有 效力 为 

F=— (VE), ,ae (6. 4. 15) 
于 是 有 效 局 部 引力 常数 是 
GrisF * EM CO— 
1— Ema) 0+ aee’]p'p’/ NM’ — 
[C4B8—Y—3— 3 — élmAii/R, (6.4.16) 
式 中 FT i ee la。 
在 式 56. 3.24) 中 代入 
P/M mn/ REU, DO=0, 
便 得 到 (6.4. 16). 对 于 半 守 恒 引 力 理 论 的 情况 , 我们 又 一 次 得 到 
了 GWEP 偏离 和 LLI.LPI 偏离 之 间 的 联系 ， 


$6.5 旋转 物体 的 运动 方程 


把 旋转 物体 (陀螺 , 行星 , 基本 粒子 ) 在 弯曲 空间 中 的 运动 作 
为 专门 课题 进行 研究 已 有 多 年 历史 了 . 这 类 研究 的 目的 在 于 发 现 ， 

“U 一 个 物体 的 固有 有 角 动 旦 是 怎样 改变 其 轨迹 的 (偏离 短程 线 
运动 ); 

4 在 夺 昌 时 空中 物体 的 运动 是 怎样 改变 其 自 旋 的 . 

除了 近似 解 和 在 特殊 时 空中 的 解 以 外 , 第 一 个 问题 至 今 示 得 
到 严格 的 解 , 困难 在 于 弯曲 时 空中 旋转 物体 的 质心 没有 严格 定义 ， 
Mathisson 等 人 取得 了 最 成 功 的 解 . 这 些 计 算 的 结论 是 ,一 个 物体 
的 因 有 自 旋 S” 对 短程 线 引 起 的 偏离 为 

mda” ~ So™ pr RE, (6. 5.1) 
式 中 ww' 是 物体 的 4 速度 , R 和 ,是 黎 曼 曲率 张 史 ,但 是 这 些 计 算 还 未 
详尽 . 对 于 在 和 牛顿 引力 势 U~M/r 中 以 速度 ”运动 的 旋转 物体 ， 
这 些 偏离 的 量 级 为 
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Bat [S| /ma | zw 
《6. 5, 2) 
式 中 为 物体 半径 , 4 为 旋转 角速度 ,对 于 以 接近 分 型 速度 (让 一 
oa /02 旋转 的 行 旱 . 我 们 有 
Ga Cm/ CM BA)eveweS10 lanew. (6. 5. 3) 
一 个 绒 地 球 运 行 的 半径 为 4cim 的 陀螺 (频率 为 200rps)， 则 有 
dal ev. {6,. 5. 4» 
因此 ，, 在 绝 大 多 数 情况 下 , 太阳系 中 自 旋 引 起 的 短程 线 篇 离 可 以 
忽略 不 计 . 在 重 质量 物体 运动 方程 的 偏离 中 , 我 们 忽略 了 潮 沙 力 
的 作用 , 因此 运动 方程 (6. 2.16) 中 没有 包含 自 旋 残 应. 
即 本 迅速 旋转 的 中 于 星 , 如 #510kEm, A~10Hz, mr~1lmo:sr 
~ 10km, 
dal10 "aww {6. 5.5) 
自 旋 的 影响 仍 可 忽略 不 计 . 
对 于 问题 4i) 中 的 物体 运动 对 自 旋 的 影响 ， 人 们 已 了 解 得 很 
多 . 只 要 作用 在 旋转 物体 上 的 潮 小 引力 可 以 忽略 ,， 自 旋 8 就 沿 该 
物体 的 世界 线 作 Fermi-Walker 移动 . 4- 矢量 ?具有 分 量 


S"= eS wxS .一 0 (6. 5. 6) 
这 样 ，F-W 移动 方程 为 

WO ). (6.5. 7) 
式 中 的 a* 是 该 物体 的 4- 加 速度 , 具有 形式 

dA" Oe. C6. 5, B) 


在 瞬时 随 动 局 部 党 仑 益 系 中 分 析 (6. 5. 7) 很 方便 , 这 个 坐标 系 
中 的 基 基 量 与 PPN 坐标 系 中 基 矢 量 的 关系 由 洛 仑 兹 变换 加 上 归 
eh Hs 
ev O03) 9 
cd 一 (1 一 70D8 二 was 十 0O04)， (6. 5. 9) 
式 中 所 有 量 都 假设 沿 物 体 的 世界 线 求 得 . 这 样 , 根据 式 (6.5. 6)， 
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自 旋 就 是 在 这 个 坐标 系 中 的 纯 空 间 矢 量 , 即 

SS 一 2S 一 0. 《6.5. 10》 
现在 我 们 求 自 旋 $; 的 空间 分 量 的 进 动 .由 于 ef 一 0， 由 《6. 5.7》 
得 到 


站 一 2 一 《6.5. 11) 
又 由 于 S$; 是 标量 , 于 是 有 
WS ;uN ;= ds /dr., £6. 5. 12) 


式 (6. 5.11) 的 右 端 第 二 项 很 容易 在 PPN 坐标 系 中 求 得 . 首先 ， 利 
用 56, 5,9) 得 到 SS, 和 5; 之 间 的 关系 : 

So= C—O3)S;; 

Sj 二 Sy 二 OC(2)N;, (6.5. 13) 
作 某 些 简 化 之 后 , 精确 到 后 牛顿 量 级 ， 得 到 

dS;/dr= SiLvrantt gors, 1 (2s vr |]. (6.5.14) 
用 了 维和 拓 量 符号 ,上 式 可 写 为 

ds/dr=N XS, 


0 一 一 二 opXe 一 到 六 xXg 十 | 7 十 寺 j| sx YU 

EB po (6.5.15} 
在 土 式 中 ,我们 没有 指出 2 中 的 矢量 是 PPN 坐标 系 或 随 动 系 中 
的 量 , 这 是 因为 它们 空间 分 量 的 差别 仅 为 OC2). 我 们 计算 了 自 旋 
相对 于 随 动 坐标 系 的 进 动 ， 而 随 动 系 绕 PPN 坐标 系 转动 , PPN 


坐标 轴 相 对 于 远 距 星系 静 正 . 
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有 了 PPN 形式 各 运动 方程 ,就 可 以 把 广义 相对 论 的 理论 预 
言 和 太阳 系 中 的 实验 结 时 进行 比 较 “. 本 章 着 午 讨 论 广 闷 相对论 
的 3 个 经 典 实验 ， 即 (光线 的 引力 偏转 ; (ii) 光 传播 时 间 的 延迟 ; 
(0D) 水星 近 日 点 的 进 动 . 

“经 典 实 验 ” 这 一 术语 不 再 只 含有 传统 的 内 容 . 按照 传统 的 
观点 , 经 典 实 验 只 包括 引力 红 移 ,光线 偏转 和 水 星 近 日 点 的 进 
动 . 这 些 都 是 爱 因 斯 坦 算 出 的 广 关 相对 论 可 观测 效应 ， 后 面 我 们 
将 看 到 ,引力 红 移 实 际 上 不 是 广义 相对 论 的 实验 , 而 是 关于 广 多 
相对 论 和 每 个 引力 度 规 理论 的 基础 一 一 爱 因 斯 坦 等 葡 原 理 的 实 
验 ， 因此 , 每 个 引力 庶 规 理论 都 预言 了 相同 的 红 移 . 它 只 能 验证 
等 效 原 理 , 不 能 验证 引力 理论 的 核心 引力 场 方程 .由 于 这 个 
原因 ， 一 些 学 者 认为 不 应 再 把 红 移 作为 经 典 实验 . 但 是 可 以 用 一 
个 重要 的 实验 一 一 光 的 时 间 延 迟 代 替 它 . 正如 所 预料 的 , 由 于 在 
麦克 斯 威 方 程 中 光线 弯曲 的 物理 机 制 都 可 以 产生 这 种 延迟 ， 所 
以 ， 光 的 时 间 延 迟 效 应 与 光线 偏转 效应 密切 相关 . 事实 上 , 这 正 
是 爱 因 斯 坦 没有 发 现 这 个 效应 的 原因 ， 这 个 效应 是 Shapiro 发 现 
的 . 最 简单 的 解释 是 , Shapiro 已 经 了 解 了 69 年代 种 70 年 代 的 空 
癌 技 术 , 使 在 预料 的 精度 下 (对 于 传 到 火星 前 信号 为 200ks)， 延 
迟 的 测量 可 以 实现 . 而 爱 因 斯 坦 在 当时 还 不 知道 这 些 事实 ,他 只 
知道 水 星 近 日 点 每 世纪 进 动量 为 43 秒 和 测量 太阳 光线 偏转 的 可 
能 性 ， 总 之 , 爱 因 斯 坦 导出 的 引力 红 移 ， 是 当时 实验 勉强 能 进行 
测量 的 ,其 他 一 些 广 文 相对论 效应 方面 的 工作 (如 Lense， 
Thirring 和 de Sitter 等 ) 在 当时 还 没有 能 测量 的 条 件 . 后 来 人 们 
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才 认 误 到 “经 典 实验 ”中 应 包括 时 间 延 迟 效 应 ,因为 它 是 至 今 最 
精确 的 广义 相对 论 实 验 之 一 . 

本 章 首 先 讨 论 光 线 的 引力 偏转 ,然后 讨论 时 间 延 迟 , 最 后 讨 
论 水 星 近 日 点 的 进 动 . 


$7.1 光线 的 引力 偏转 


利用 PPN 光子 运动 方程 (66. 1.10) 和 (6. 1.11)， 可 以 直接 得 

到 光线 偏转 的 表达 式 . 考虑 当 PPN 学 标 为 嘉 时 , 在 x 处 发 射 一 
光 依 号, 其 初始 方向 用 单位 矢 立 表示 ( 交 i 二 1). 考虑 到 后 牛顿 
修正 x,， 光子 轨迹 为 

CE 一 上 

XU) A ts 《7.1.1) 
式 中 已 经 用 到 了 边界 条 件 x, (2) 二 0 把 x。 分解 为 未 受 扰动 的 轨 
道 的 平行 和 垂直 的 分 量 : 


Tat) 1 一 六， Xott) 4 


Xt) =x — RR r,t) 1. (7. 1. 2) 
式 (6,1.10) 和 和 (6.1.11) 导 致 
dz， | 
dr 一 一 [1 十 7 ， (7 了 , 1.3) 
CDI, 一 。 TU)]. (7. 1. 4) 
为 了 简单 ,我 们 设 牛 顿 引力 势 U 是 由 原点 处 质量 为 mx 的 静态 球 
产生 的 ， 邵 
Umir. 7, 1.5) 


沿 着 未 受 扰动 的 光子 轨迹 ，U 为 


下 


2 Hi 
二 一) 
精确 到 后 牛顿 量 级 ， 利用 方程 (7.1.6)， 可 以 泊 着 未 受 狐 动 的 光 
子 胃 迹 积 分 (7. 1. 4), 结果 为 


(7.1.68) 
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a | ， 7 本 | CE》 fi A," 

T= {1 二 *) 2 py ， 《7. 1. 了》 
式 中 dd 圭 n XX (, XA (7.1.8) 
Relerence _ 
Source Rr $B Earth 


图 2-6 
是 连接 物体 中 心 和 最 接近 的 未 受 扰动 光线 上 的 点 的 矢量 (如 图 2 
6). 式 57.1.7) 表 示 光 子 轨 道 方向 的 变化 指向 太阳 (说 一 和 方向 ) 
于 是 得 到 


d - 
TX = 1+ UA (1 十 7 


古人 te 


六 r, 

C7.1.9) 

考虑 地 球 上 的 观 侧 者 接收 到 从 源 发 出 的 光子 和 从 位 置 x 的 

参考 源 发 出 的 光子 ， 两 个 光子 人 射线 之 间 的 夹 角 8 是 可 测定 的 
量 ， 并 可 给 出 不 变 的 数学 表达 式 . 利用 投影 算 子 

Pru, 7.1.10) 
把 两 个 人 射 光子 的 轨迹 zx) 和 x!(2) 的 切 矢 量 二 dx*/dt 和 大 人 
三 dzxt/dt 投影 到 与 观测 者 4- 速 度 w* 正 交 的 超 曲 面 上 . 得 到 的 二 
矢量 的 内 积 与 8 的 关系 是 


— x Pisin Pun 站。 看 
COSH= [ee | | we, DP | | 1 十 (uy 


tr 
Rk C111) 


如 果 和 忽略 只 产生 光 程 差 的 地 球速 度 ， 上 式 简 化 为 
"216。 


COS0=1— {po} Eak' Kl,,. (7,1.12) 


将 (7.1.1) 和 (7.1.927 代 人 (7. .1.127， 怕 确 到 局 牛 晤 量 级 ， 得 到 


we NE ， (7. 1. 13) 

式 中 d,=AiX (x, Xn}. (7.1.14) 
在 (7.1.13) 中 ,为 了 满足 后 牛顿 精度 , 记 住 下 式 是 很 有 用 的 : 

d=iX (xo Xn), d,—Ai,X (xe Xr). (7.1.15) 
我 们 定义 外 有 是 未 爱 扰动 轨道 之 间 的 夹 角 ， 

cos 可, 王 拓 。 天， ， (7. 1.16) 
又 定 文 测量 得 到 的 角度 与 负 的 偏差 为 

59=0—0,. [7.1. 17) 


下 面 讨论 两 种 情况 : 第 一 种 是 导出 简单 公式 的 理想 情况 . 假设 太 
阳 本 身 为 参考 源 , 于 是 a. 一 0, 式 (7. 1.13) 大 括号 中 第 二 项 为 零 ， 


df/d snd,, 《7 了 . 1 . 18) 
fl 二 Yi2mi x 站 x | 

04 一 | -| | | (7. 1. 19) 
对 于 从 遥远 恒星 和 星系 发 出 的 光子 ， 

rr Fl1， C7.1. 20) 
而 且 上 共有 是 够 的 精度 ， 

XD /二 二 tos ， (7?.1.21) 
于 是 有 3-| | 等 os | (7. 1. 22) 


对 于 广 世 相对论， Y= 二 1， 这 与 Shaprot1987) 和 Wald(1970) 得 到 
的 结果 一 致 . 

有 趣 的 是 , 仅 用 等 效 原理 和 光 的 微观 理论 得 到 的 光线 偏转 在 
C7,.1.22) 中 4m/q) (1 十 cos)/2 项 前 出 现 系 数 172. 这 并 不 表明 
这 种 计算 不 正确 ， 就 我 们 讨论 的 情况 来 说 , 这 些 计算 的 结果 是 光 
线 相 对 于 局 部 直线 的 偏离 ; 而 太阳 附近 的 时 空 是 弯曲 的 (由 PPN 
参数 7 决定}, 局 部 直 组 相对 于 远离 太阳 的 渐 近 直角 是 弯曲 的 ， 
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怡 好 又 产生 5722 的 因子 . 第 一 个 172 的 因子 包含 于 任意 度 规 理 
论 , 第 二 个 YY?) 的 因子 则 因 不 同 的 引力 理论 不 同 . 因此 , 仅 用 等 
效 原理 给 出 全 部 偏离 的 计算 是 不 正确 的 ， 
掠 过 术 阳 的 光线 偏转 值 最 大 , 即 当 二 0, dR 6. 96X 
10km,; m=mw 二 1. 476km. 在 这 种 情 沉 下 ， 
39 一 与 (1 十 71.757 C7. 1. 23) 
我 们 要 讨论 的 第 二 种 情 部 与 用 射电 波 干涉 技术 来 测量 光线 偏 
离 的 实际 方法 有 密切 的 联系 . 选择 一 个 接近 观测 源 的 参考 源 . 如 
时 定 义 旬 和 更 是 地 球 - 太 阳 方 向 和 从 两 个 源 发 出 的 光线 之 间 的 来 
种 (如 国 2-6 所 示 )， 则 有 
cosD—=xp* A/ro, COSD,=~= Xp * fh./re. (7.].24) 
又 假设 两 个 源 相距 很 远 , 则 有 


09=| | | 经 | cos, — cos Pcost, | 1 一 cos | 


2 dl sin®sind, 2 
dm cosD,cosh —cosD i lt+cos®! 
Pp | | (7. 1. 25) 


如 果 观 测 源 的 方向 非常 接近 太阳 , 而 参考 源 仍 保持 较 大 的 角度 ， 
从 而 有 二 放 硬 ,于 是 

oD Pecosxt OB /SD,), (7. 1. 26) 
式 中 * 是 投影 到 天 空 平面 的 太阳 - 源 和 太阳 -参考 源 方向 之 间 的 来 
角 . 得 到 的 偏转 第 为 


30=[ -| | 一 各 cosxz 二 多 | ss | (7.1.27) 
这 个 结果 相当 清楚 地 表明 , 两 个 源 之 间 夹 角 如 何 随 着 它们 之 一 探 
过 杰 阳 的 光线 而 改变 1 一 Ra， ad, 这 qd， X 为 变量 ). 

光线 被 太阳 引力 场 夺 由 是 爱国 斯 坦 广 义 相 对 论 最 成 功 的 预言 
之 一 ， 第 一 次 世界 大 战 后 的 第 一 次 日 全 食 期 司 ,， 为 了 证 朋 爱 因 斯 
坦 的 预言 ，Edqdington 等 观测 了 星光 的 弯曲 不 过 这 一 小 组 的 实 
验 只 有 30% 的 准确 度 , 而 相继 的 实验 精度 并 未 提高 多 少 , 结果 在 
理论 预言 值 的 172 和 2 倍 之 辣 摆 动 . 1973 年 6 月 30 日 的 日 全 食 
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期 间 的 实验 观测 值 为 
广 (1 十 为 一 0.95 士 0. 11. (7. 1. 28) 


观测 的 精度 受 能 见 度 的 限制 (如 由 日 食 前 的 尘 爆 , 云层 等 引起 ). 
能 风度 低 则 大 大 减少 了 可 测量 的 星 的 数目 . 此 外 , 还 有 日 食 和 比 
较 场 方位 刻度 的 变化 . 现在 的 光电 和 天文 测 量 技术 已 经 可 以 在 不 
出 现 日 食 时 进行 测量 . 

长 基线 射电 干涉 的 发 展 改 变 了 这 种 情况 ， 长 基线 和 超 长 基线 
干涉 技术 , 可 以 测定 3x10 -+ 级 秒 的 分 开 角 度 或 角度 变化 . 与 此 
相关 的 还 有 一 系列 天 体现 象 : 每 年 都 有 许多 强 类 星体 射电 源 从 很 
接近 太阳 (从 地 球 上 看 ?处 通过 , 其 中 包括 3C273，3C279 和 
3C48， 以 及 类 星体 0111 二 02, 0119 十 11 和 0116 十 08。 每 一 个 类 
星体 的 方位 戎 决定 一 个 射电 干涉 仪 的 相位 . 相位 的 差别 雇 定 一 对 
奖 星 伍 之 间 分 开 的 角度 . 由 于 地 球 在 绕 太 阳 的 轨道 上 运动 , 类 星 
体 视线 的 变化 与 太阳 有 关 , 658 的 变化 也 导致 相位 差 的 变化 . 利用 
关于 地 球 和 类 星体 初始 方向 的 精确 星 历 表 ,可 以 确定 (7.1. 25) 中 
da, d,, 呈 和 和 中, 的 时 间 变 量 , 而 得 到 的 相位 差 是 时 间 肾 数 的 预言 ， 
又 是 测定 最 小 类 星体 相位 差 的 基础 近年 来 的 大 量 测 量 给 出 了 


二 (1 十 7) 的 准确 值 ， 实验 观测 结果 和 广义 相对 论 的 预言 一 至 
§ 7.2 光 信 号 传播 时 间 的 延迟 
光 信 号 在 重 质量 物体 的 引力 场 中 传播 ,所 需要 的 时 间 ( 对 于 一 


给 定 的 距离 )， 比 牛顿 理论 预言 的 要 长 . 由 式 (7.1.3) 可 以 容易 地 
得 到 这 个 时 间 延 迟 的 表达 式 . 利用 (7. 1. 6), 积分 得 到 


zf) =— +t mln| | (7. 2.1) 
由 (7.1.1), 从 发 射 点 到 点 x， 光 信号 花费 的 坐标 时 为 
£— t= |x—x,|+(l Fmln| Te | (7. 2. 2) 
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一 信号 由 地 球 发 出 , 经 ,处 的 行星 反射 再 回 到 地 球 , 整个 过 程 所 
一 上 | 一 | 十 


2 + mn| SE | 【了 ， 9. 3) 


式 中 新 是 返回 时 光 的 方向 ， 这 里 忽略 了 地 球 运动 和 行星 运动 的 影 
响 ， 为 完全 起 见 , 所 适时 间 应 该 用 固有 时间 表示 ， 基 由 地 球 上 的 
标准 钟 ( 如 向原 子 钟 ?测定 . 这 样 做 并 没 引 进 新 的 效应 ， 因此 我 们 
不 需要 这 样 做 . 下 式 57. 2.31 第 二 项 产生 的 附加 延迟 6:， 当 行星 
在 远离 地 妹 的 太阳 另 一 全 时 最 大， 即 关 


Xo "re YX, RO, dR (7.2. 4) 
时 Ht =2t1+ 7 mntidrer,/d’) = 
1 . da 
到 41 十 力 | 240e 一 20sn| 站-| [| C7. 2. 5) 


式 中 Ro 是 太阳 半径 ,a 是 天 文 单位 ， 

在 用 雷达 信号 所 做 的 实验 观测 中 ,， 曾 用 三 种 反射 体 . 第 一 种 
是 行星 5 如 水 量 和 人 金星)， 主 要 的 困难 之 一 是 对 行星 的 地 形 不 了 
解 , 地形 的 变化 会 引起 5as 的 误差 ,为 了 殉 服 这 一 困难 ， 人 们 已 
进行 了 一 些 努力 . 

第 二 种 反射 体 是 人 造 卫 星 ( 如 水 手 6 号 和 ?号 ), 反射 体 的 形 
状 已 不 成 问题 , 而 飞船 上 的 脉冲 转发 器 可 以 做 到 精确 确定 飞船 的 
位 置 . 但 是 飞船 要 受到 多 种 原因 引起 的 不 规则 加 速 力 的 作用 , 包 
揪 由 太阳 风 和 太阳 辐射 压 引 起 的 不 规则 加 速度 ， 以 及 飞行 次 态 控 
制 器 的 力 的 作用 . 这 些 不 规则 的 加 速度 会 使 飞船 轨迹 与 预定 轨迹 
有 50m( 或 0. 14s) 的 误差 ,人们 已 经 用 范 轩 数据 分 析 方 法 来 消除 
这 种 影响 (Anderson ，1974)， 

第 三 种 是 试图 把 宇宙 飞船 的 脉冲 发 射 器 与 不 受 扰 动 的 行星 运 
动 结合 起 来 作为 反射 体 ， 如 火星 轨道 上 的 水 手 9 号 和 海盗 号 . 

在 所 有 这 些 情况 中 , 同 用 无 线 电波 反射 进行 测量 一 样 , 存在 
日 旱 引 起 测量 的 误差 ,可 以 用 双 频 率 技术 减少 这 些 保 深 ， 
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从 光线 偏转 和 时 间 延 迟 实验 , 得 到 方 (1 十 7 的 误差 都 在 
0.2% 之 内 . 《引力 理论 和 引力 效应 中 给 出 的 大 多 数 引 力 理论 ， 
可 以 利用 调整 适当 的 参数 值 或 宇宙 边界 条 件 来 满足 这 种 限制 。 例 
如 ， 为 了 误差 在 0.1% 之 内 ,标量 度 规 理论 的 参量 w>> 500; 而 要 
在 0.2 为 之 内 ， 则 >250， 


$7.3 水 星 近 日 点 的 进 动 


对 水 星 近 日 点 不 规则 进 动 的 解释 是 广义 相对 论 的 另 一 重大 成 
就 . 而 在 1967 年 到 1974 年 之 间 , 由 于 出 现 了 可 引起 进 动 的 太阳 
四 极 和 窍 ， 引 起 了 近日 点 进 动 是 证 实 了 还 是 否定 了 广 尽 相对论 的 争 
论 . 尽管 这 些 争 论 已 减少 , 但 太阳 四 极 汗 问题 仍 需 有 最 后 的 管 
案 . 

从 PPN 运动 方程 , 可 得 到 对 近日 点 进 动 的 预言 . 考虑 惯性 质 
量 为 mmx, 和 m;， 自 引力 能 为 2, 和 2, 的 两 个 系统 ， 第 一 个 物体 具 
有 很 小 的 四 极 甜 Q&'， 假设 整个 系统 相对 于 宇宙 静止 参考 系 是 静 
止 的 (w= 二 0), 且 在 系统 附近 没有 其 他 引力 物体. 我 们 取 系 统 质 量 
中 心静 止 于 原点 的 PPN 坐标 系 ， 


由 于 每 个 物体 近似 为 球体 ,02 一 二 Se0.， 根据 (6. 2. 16) 得 到 
每 个 物体 的 加 速度 


{1 = Cp Cw Co 
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六 (4y 十 4 二 9 . 六 一 序 (2Y 十 2 十 中 十 es 十 
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27 十 1 Jy, | 地 
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《47 十 2 十 四 一 2as)y， Jv,，, 
ds ltr; Xo}, 7.3.1) 
式 中 x 夺 xs1 ,三 x/r?， 考 虑 到 由 物体 1 产生 的 准 牛 顿 势 中 的 四 极 
和 矩 的 Newton 贡献， 我 们 得 刘 


(UU |= (pays 去 ， 


《EC sO ma) 扎 一 2 tA A 7.3.2) 


式 中 人 ma 和 和 (Crm) 是 由 趟 (6 2， 30) 给 出 的 主动 引力 质量 一 
对 6 方向 具有 纳 对 称 的 物体 ， 可 证 Qf 的 形式 是 


=m Ri 0 30). (7.3.3) 
式 中 J 是 四 极 撼 的 大 小 ， 其 定义 为 
J CC— AV/mR’. 《了 ， 3. 4) 


式 中 C=[ 关 于 对 称 轴 的 惯性 矩 ]， 
4 一 [关于 赤道 轴 的 惯性 矩 ] ， 
尺 一 [半径 ]. (7.3.5) 
由 于 系统 的 质量 中 心 是 静止 的 ， 对 (7. 3, 1) 的 后 牛顿 项 取 足 
够 的 精度 ,我 们 可 用 


v= Oo np peo Cn 《7 了 .3.6) 
代替 岂 和 v。， 式 中 

pp 一 TY WIE ps 《7. 3. 7 了) 
定义 折合 质量 

A= msni, C7. 3. 8) 
于 是 ， 相对 加 如 度 a -Qs 三 a 为 

4 一 5 。 站 二 一 6(8 个 一 


mm 


3 十 5] (27 二 2B) 加 一 7 十 (2 十 一 25) 台 
ot 
| 27 十 2 一 £2—a te) | (7. 3. 9) 
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式 中 mm’ mm ma Cm ma) 一 
mm(1 十 [物体 1 和 2 的 自 能 项 ]). (7. 3, 10) 
上 式 中 出 现 的 自 能 项 对 于 太阳 至 多 为 ~10“, 并 且 是 一 常量 ,所 
以 mm 与 x 的 差别 是 不 可 测量 的 , 可 把 (7.3. 9 中 的 ( x) 去掉. 
考虑 具有 下 述 瞬 时 轨道 参量 的 行星 轨道 : 与 选 定 的 参考 平面 
的 交角 为 i, 从 参考 平面 中 选 定 的 参考 方 各 到 上 交点 的 角 为 也 在 
轨道 平面 中 测 得 的 近日 点 的 角度 为 w， 偏心 率 为 e, 半 主 轴 为 a. 
第 6 个 参量 了 是 由 初始 条 侍 决 定 的 ,对 我 们 的 讨论 无 关 紧 要 ， 对 
于 太阳 系 , 参考 平面 选 为 地 球 胃 道 平面 , 而 参考 方 同 是 春分 点 的 
地 - 归 方 向 . 
利用 标准 的 方法 计算 轨道 参量 的 扰动 , 把 加 速度 eL 式 
(7. 3. 9) ] 分 解 为 与 轨道 平面 正 交 的 径 向 分 量 信 和 ,以 及 与 沈 
oo 
do i 


= 一 OS$ 十 一 一 一 一 SIN 一 cotrsin (wt$), 
7. 3.11) 
时 = 人 aemng 二 | 竺 一 r| |] (C7, 3.12) 
= 元 TL + Resing) | ， (7. 3. 13) 
和 cosf oo 十 过) ， 7. 3. 14》 
ru (7. 3. 15) 
式 中 是 单位 质量 的 国道 龟 动 量 , p 的 定义 为 
p=a(l—e’). (7. 3. 16) 
~ 和 多 与 瞬时 遍 道 参量 的 关系 为 
7 和 至 思 (1 十 ecosg) !, 
ridg/dt=h (mp) 2 (7.3.17) 
由 于 行星 的 观察 是 在 地 心 坐 标 中 做 出 的 ， 测 得 的 近日 点 语 由 
下 式 给 出 : 
奋 二 ww 十 fcosi. 7.3,18) 
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各 的 变化 率 为 
下 一 一 交 osg 二 sin¢, 7.3.19) 
式 中 利用 了 对 所 有 的 行星 : 邦 很 小 \ 这 一 事实 ， 故 sin: 作 1， 对 于 式 
(7. 3. 9) 的 扰动 加 速度 ， 
3 mR J 

和 加 
a pa p44 让 十 


pt) 


® 


| 306。 站 ?2 一 1] 十 


1 
(2 十 一 2 全 一 地 (6 十 十 十 49) 启 六 一 
计 (1 一 20 一 02) 友 (v7 |， 
= 3mR /rr CA) (E+ A) 


二 Op * 谋 JKP 和 | C27+2) 一 各 (2 一 二 a2) |， 


(7, 3, 20) 
式 中 处 是 在 轨道 平面 中 洪 轨 道 运动 方 向 的 单位 矢量 , 与 十 正 交 ，. 
对 于 水 星 轨道 , 太阳 的 对 称 轴 与 轨道 平面 正 交 , 所 以 E， 庆 二 0. 把 
式 (7. 3.20) 代 入 (7. 3.19), 利用 式 (7. 3.17)， 沿 轨道 积分 , 得 到 


45= (Gmm/p)| (2+27—B)+ 


二 (2 ~ Fas 二 p/m+ TR /2mp) |. 


(7. 3. 21) 
这 是 由 (7.3.9) 中 后 牛顿 项 产生 的 唯一 的 贺 道 参数 的 长 期 扰动 ， 
可 证 明 四 极 德 项 产生 的 ; 和 总 的 变化 分 别 与 sin8 和 singystinz 成 
正比 , 式 中 & 是 太阳 的 对 称 轴 或 旋转 轴 对 黄道 的 倾 前 (8<*7?)， 在 
这 些 扰 动作 用 下 , a 和 没有 长 期 的 变化 . 

式 (7, 3,21) 中 的 第 一 项 是 依赖 于 PPN 参数 ”和 有 的 经 典 近 
日 点 进 动 . 第 二 项 依赖 于 两 物体 质量 的 比 , 在 完全 守恒 的 引力 理 
论 中 为 堆 ; 由 于 g/m 一 my /me 一 2X10 7， 所 以 对 于 水 星 可 忽略 

* 2Z24* 


这 一 项 ， 从 现在 起 , 我 们 去 掉 这 一 项 . 第 三 项 依赖 于 太阳 四 极 矩 
yi 它 是 由 扁平 结 档 产生 的 , 估计 无 为 一 1 和 10 ,用 这 个 值 作 
为 吕 的 值 , 并 代 人 水 星 和 太阳 的 标准 轨道 参数 和 物理 常数 ,得 到 
近日 点 的 进 动 

Y=42". 954uc 1， 

1 二 | 村 (2 二 27 一 由 十 3X10(72/10-7 | (7. 3. 22) 


在 关于 水 星 的 亚运 测 距 分 析 中 , 假设 六 具有 与 匀速 旋转 有 
美的 值 (Ch 的 影响 已 勿 略 )， 且 估计 了 耦合 的 PPN 参数 值 . 结果 
是 . 

1. 005 士 0.020(1966 一 1971 数据 )， 
1. 003 土 0. 005(1966 一 1976 数据 ). 

C7. 3. 23) 
式 中 引用 的 误差 是 相对 误差 和 的 1, 值 (考虑 了 系统 误差 }, Dike 和 
Goldenberg 在 1956 年 做 了 一 系列 实验 ,， 测 其 了 太阳 的 扁 率 ， 得 
到 极 半 径 与 赤道 半径 之 差 为 AR= (43". 3 士 3".3)X10- 3. 考虑 到 
由 筷 平 结构 引起 的 太阳 党 面 的 篇 率 , 得 到 扁 率 与 J; 的 关系 为 : 


(2+27-8)=| 


Js= (AR/Re—5. 3X10-°). (7. 3. 24) 
它 给 出 (Ro 二 959"》 
J 二 (247 十 0. 23) X10- 1. (7. 3. 25) 


这 样 大 的 7; 值 , 引起 水 星 近 日 点 的 进 动 大 约 为 4C 1， 从 而 使 广 
尽 相 对 论 的 理论 值 与 观测 值 不 一 致 ; 而 男 一 方面 又 支持 了 w 人 5 
的 Brans-Dicke 理论 , 它 对 近日 点 进 动 的 后 牛顿 贡献 为 每 捞 纪 
39", 

这 个 结果 和 萤 经 引起 了 相对 论 和 太阳 物理 学 界 的 激烈 争论 , 与 
出 了 大 量 的 文章 ,支持 和 反对 太阳 扁平 的 论 氮 . 

直到 Hll 小 组 测 得 太阳 扁平 率 为 

R= 二 (9", 2 十 6 ,27X10 
或 太一 0 10 士 0,43X10 ， CF. 3. 26) 
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其 上 限 比 Dcke 值 小 5 售后 ， 这 种 争论 才 停 上 上 . 

得 到 太阳 扁 率 的 结果 与 J/; 的 关系 的 主要 困难 之 一 是 必须 使 
用 大 量 的 复杂 的 太阳 物理 理论 ,然而 , 存在 着 决定 .7, 的 方法 ,在 
离 太 阳 不 同 距 离 上 探测 太阳 引力 场 ,， 从 而 通过 它们 对 不 间 往 向 的 
依 束 性 来 区 别 7; 效应 与 广义 相对 论 引 力 效 应 . 一 种 方法 是 比较 
不 同行 星 的 进 动 ， 男 一 种 方法 是 考虑 水 星 轨 道 的 偏心 率 {e ~ 
0.2), 并 寻找 由 J; 和 广义 相对 论 引 力 引 起 的 不 同 周期 的 轨道 抱 
动 。 这 样 测量 所 需 的 精度 要 求 飞船 在 绕 水 星 的 轨道 上 ， 最 后 ,最 
有 希望 的 是 用 所 谓 的 赤 阳 探测 , 它 是 利用 近日 点 为 4 售 太 阳 半 往 
的 高 偏心 率 的 飞船 ,给 出 精度 为 10 的 .7; 值 . 
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他。 强 等 效 原理 的 实验 


另 一 类 太阳 系 的 广义 相对 论 效应 实验 称 为 章 等 效 原理 实验 
《SEP). 这 原理 指出 QQ) 对 于 自 引 力 物 体 以 及 实验 物体 ，WEP 成 
立 (GWEP)，Q(1) 任 何 局 部 实验 的 结果 (引力 或 非 引 力 的 ) 与 仪 妖 
的 自由 下 蒂 的 速度 无 关 ，(iu) 局 部 实验 的 结果 与 它 在 宇宙 的 什么 
时 间 , 什么 地 点 进行 无 关 ， 在 《引力 理论 和 引力 效应 ?中 我 们 已 指 
出 ,许多 引力 度 规 理论 (也 许 是 除 GR 以 外 的 所 有 理论 ) 在 一 个 方 
面 或 多 个 方面 违背 强 等 效 原 理 , 在 第 6 章 中 , 利用 PPN 坐标 ,给 
出 了 这 些 违背 的 证 据 :; 对 于 大 量 的 自 引 力 物 体 , 运动 方程 中 
GWEP 不 成 立 [ 方 程 (6. 3,18) 和 (6.2. 25)]; 在 局 部 测定 引力 常数 
Gr[ 方 程 (6. 3, 24)] 时 用 了 优越 参照 系 和 优越 位 置 效 应 ， 


§ 8. 1 Nordtvedt 效应 和 L-E 实验 


本 节 讨 论 Nordtvedt 将 应 和 Lunar-Eetvos 实验 . 许多 度 规 理 

论 预 言 ， 对 于 重 质量 的 日 引力 物体 ,， 戏 等 效 原 理 丰 成立. 现在 已 
有 和 多 种 多 样 的 观测 结果 . 在 第 6 章 中 已 指出 ， 用 每 个 重 质 量 物体 
的 惯性 质量 和 被 劲 引力 质量 张 量 斋 ? , 志 2， 可 以 由 玲 牛 顿 语 言 表 
示 出 这 种 ” 违背 ”. 物体 加 速度 的 淮 牛 顿 部 分 可 写 为 

CR Se = UT™,, 《8.1.1》 
式 中 UU 是 准 和 牛顿 引力 势 ，( 斋 1 和 ( 病 , 六 为 

(Fi =m, {601 Cm Om— aT Am 十 

(Cas — Et YO fm,}, 
(RT =m {T1487 3— 3 0 /mj— 
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Ef /ma}, (8. 1. 2》 
其 中 总 .和民 是 物体 的 慢性 引力 能 量 和 引力 能 看 张 量 , ma. 是 物 
体 的 总 质量 ， 
太阳 系 中 大 多 数 物体 接近 球 对 称 ， 所 以 


Qs S08. (8. 1. 3) 


可 以 预见 , 引起 (8.1.2) 中 Q* 非 各 向 同性 的 Nordtvdt 效应 小 到 
不 能 测量 . 用 以 上 的 近似 ; 可 把 准 和 牛顿 式 (8. 1. 1) 写 为 


Cra kw 一 C2 1 aU, 1? (8. 1. 4) 
式 中 Cp/m)o= t+| 48 一 y 一 3 一 补 4 一 
十 二 wo 一 号 一 /ma 
U 一 (mra' (8. 1. 5) 


出息 订 


由 于 月 球 的 自 引 力 能 小 于 地 球 的 ， 所 以 Nordtvdt 效应 引起 
地 球 和 月 球 以 不 相同 的 加 速度 落 阿 太阳 . 考虑 到 它们 的 相互 吸 
引 , 由 式 (8.1.4) 和 (8.1.5), 忽略 四 极 矩 ,我 们 得 到 
(gg =— (mm a na Ni/R— (mad rir 
(a = mm ma) oe KE RI Cma) gr Ar ]， 
(8. 1.6) 
式 中 卫 和 Xs 分 别 表示 由 太阴 措 启 地 球 和 和 月球 的 天 量 ( 如 图 2-7 
ca)). 相对 地 -月 加 速度 


dar — ag 《名 . 1 .7 了 ) 
由 下 式 给 出 : 

a=—m "xr 二 ong /me mo/R 十 

《2 mo (KR/ RT— Kf Ro), (8.1.8) 
式 中 mmadpt ma) et? mm Nn na) 
(f/m) ej], 
mamado ， ‘8.1.9) 
f=48 一 7 一 3 一 吉 4 一 m 十 对 一 也 —3te. 


" 228* 
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图 2-7 

式 (8.1.8) 中 第 一 项 是 地 球 和 月 球 的 牛顿 加 速度 , 第 二 项 是 
地 球 和 月 球 朝 太阳 的 加 速度 之 差 (Nordtvedt 效应 ); 第 三 项 是 月 
球 轨 道 的 潮汐 扰动 , 在 此 可 不 对 考虑 . 这 样 ， 月 球 相 对 于 地 球 的 

运动 方程 (考虑 到 Nordtvedt 效应 引起 的 扰动 ) 为 

a—=—m x/ tn me Nm) moo/R!. 

(8. 1. 10» 
设 未 受 扰动 的 月 球 轨道 是 在 x-y 平面 内 的 角速度 为 w 的 图， 
地 球 绕 太阳 的 轨道 也 在 x-y 平面 内 , 是 角速度 为 w 的 加 取 以 太 
阳 为 原点 的 惯性 PPN 坐标 系 加 速度 4 和 地 -月 轨道 每 单位 质量 的 


角 动 量 分 别 是 
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a—=dir/dri, h=xx (dr/dr), ‘(8.1.11} 


且 有 下 面 的 关系 式 成 立 : 

dir/df i =x * a/rth ri’, 

dk/dt = (x XX a), C8. 1. 121 
式 中 r= 二 |x|. 因此 ， 利 用 C8. 1.10) 和 定义 

a=n (| Ae Cn ma, C8. 1. 13) 
可 以 得 到 dir/di? = 二 一 * /十 有 /r 二 Bacos 大 t， 

dh/dt=—riasin ht, (8.1.14) 
式 中 cos NtE—R Fr smnAtE— RX) A Oo, 

C8. 1. 15) 
i /AR. 


角度 At 蚌 地 -日 方向 和 地 -月 方向 的 来 角 . 对 圆 轨 道 做 线性 化 处 
理 ; 


Fr 三 ro or, 卢 三 吕 , 十 放 语 ， 《 吕 . 1. 16) 
并 利用 闫 ” /了 一 届 / 下 一 由 将 上 面 得 到 的 方程 积分 ， 得 到 
全 站 一 (0 NM Dbacos Ar, 《8. 1. 17) 
1 十 2eny7 A 
6r= | Kf |bacos Ar, (C8. 1, 18) 


上 式 表 示 由 太阳 引力 场 引 起 的 地 -月 系统 的 极 化 ,这 一 轨道 极 化 
的 方向 总 是 指向 太阳 的 :如 图 2-7tb)). 
应 用 {8.1.13)，(8.1.18) 和 数据 
moa/R'5.9xX10 kms:, 13. 4w2.7 X10 
3 1 
CM/ 之 —4.6X10 人 (Ar 全 一 0 2X10 "™, 
可 以 得 到 Sr 二 8. 07cos (an 一 om )E m. {8.1.19) 
更 精确 的 计算 应 考 虚 (8.1.8) 中 关于 潮 沙 加 速度 项 的 Nordtvedt 
效应 以 及 关于 Nordtvedt 项 的 潮 沙 扰动 ; 这 些 对 5. 系数 的 修正 因 
子 约 轴 1 十 2msyon 一 1.15， 于 是 
F790. LRACOS en 一 是 二 ni, (8, 1. 20) 


+ 


§ 8. 2 地球 物理 实验 


考虑 到 已 知 的 表达 式 ， 
Gi—=1—[48—7Y—3—t ~—é(3+I/mr’) 7 一 


FL -一 人 一 人 (一 了 or] 一 


#02(1—31/mr’) (we " €) (1 37 /mr UE, 

(8. 2.1) 
式 中 了 工 m 和 7 为 地 球 的 惯性 答 , 质量 和 半径 ; 6 是 从 引力 计 指 向 
地 心 的 单位 矢量 ， 并 且 . 


UR = >》 mf/ re Lou = UW. (8. 2. 2) 
忆 志 年; 


关于 式 (8. 2.1) 的 第 一 后 牛顿 项 . 由 于 地 茬 在 俩 心 轨道 上 和 运 
动 , 太阳 产生 的 外 部 势 对 地 球 影 啊 的 改变 只 有 10 ,小 得 难以 用 
地 球 上 的 引力 计 或 卡 文 犹 希 实验 发 现 ， 其 他 物体 的 时 间 变 化 效应 
就 更 小 本. 

下 面 考虑 优越 参考 系 项 . 地球 的 速度 由 两 部 分 组 成 , 即 太 阳 
系 相 对 于 优越 参考 系 的 速度 和 地 球 绕 太阴 的 轴 道 速度 ,于 是 有 

t 负 二 tw 十 2w * PY 十 迪 ， 
(Wa eS= WwW +E) 2w EC * ED) Cy * EY), 
(8. 2. 3) 
由 于 地 球 旋 转 必 变化 ) 和 轨道 运动 (v 变化 }, 引力 计 测 量 Gi 就 会 
有 变化 (只 保留 振 焉 大 于 10 "GL 的 项 ); 


AGL/GL=| 十 一 HP 十 


[Cw * ETF2CW " EY Cp BD) Cr * EE): |], 
(8, 2. 4) 


式 中 所 用 的 地 球 的 惯性 和 矩 为 
I~mr:/2. (8. 2. 5) 
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最 后 考虑 优越 位 置 项 ， 由 PPN 形式 的 表述 可 知 ， 势 【六 应 包 
括 所 有 局 部 引力 物质 ， 即 包括 太阳 , 行星 , 恒星 ,银河 和 星系 五 . 
其 中 起 主要 作用 的 是 银河 (7e 一 5X10-7)， 其 次 是 太阳 (Ca 一 1X 
10 *)》， 于 是 
AG/G.=— FtUo(é ' 6 — FEUol(e  éo), (8.2.6) 
为 了 用 引力 计 读 数 比 较 G 的 这 些 变 化 ， 应 该 对 (8.2.,4) 和 和 
《8. 2. 6) 进 行 调 和 分 析 . 由 于 的 方向 相对 于 w 和 人 的 固定 方向 
在 变化 ， 所 以 必 会 有 地 球 的 旋转 频率 册 ; 又 由 于 +v 的 方向 相对 于 
w 在 变化 , 故 全 有 轨道 频率 w, 还 含有 这 些 频率 的 组 合 项 . 选取 黄 
道 坐 标 ， 设 地 球 轨道 为 圆 ,， 取 地 球 的 春分 点 处 上 一 0， 则 有 
é€0 = Oste; 十 Slimeitev， 


Vv snNnete,— coswte,), 


w=rw [eosp, teosu ev 十 sine + sind,e. |], 


é=cos pctcosdces snice,) sinfoe.. (8. 2.7) 
后 二 式 确定 坐标 (Au， Bs.) 和 (As，Bc}， 在 地 球 纬 度 为 工 处 的 引力 
计 ， 我 们 有 
E—cosLceos (ft—e)e,t [cosLsin(f—e)cosd+sinLsing je,— 
[eosLsin (ft— eysind— sinLeosed Je,. (C8. 2. 8) 
式 中 < 与 引力 计 在 地 球 上 的 经 应 有 关 , 8 是 地 球 相对 于 地 球 轨道 
的 倾角 | 23 去 |. 《8. 2.7) 和 (8. 2.8) 给 出 
W PtUCOsASn (wt— A,), C8. 2. 9) 
CW 虽 6 一 do 二 十 袜 二 一 sn8. | | 可 一 sin 世 | 十 
到 sm 26,,sIn2Lcos (tw —€-— 0) 十 
Feos’B.cos’Leos2(¥—e—a,) |， ‘8B, 2, 102 


Cw Ep: 一 ww | 吝 cosBusin (et 一 加) 十 
| 于 一 sme| [BeosBosim Cot— Xo) + 


* ZI2+* 


号 smavstnbeosat | 二 


Tsind (1l—cosd)sin2LsinL (Ow)t— el]— 


于 cos singsim27cosl (2+ wm) —e— a, |— 


于 sm 人 (1 十 cosysin275In[ (OQ—w)t—#]— 


人 TeosGusImnpsin27eos EQ—w)t— e— a, ] 十 


jcos ,C1—cosd)cos?:Lan[ (2 wt— 2e— a |— 


二 cos5u(1 十 cosbg)coszLsimn[(29 一 at 一 2e 一 wu] | ) 
《号 , 2. 11) 


| sme | 训 一 诗 sin?9)| 一 


《Pa 一 多 


i 


一 


1 
已 
二 —sih:L | sin’Ocos2mr+ 


人 


sin28sin2Lsintta — ee)— 


I le 


sind(l—cosd)sin2Lsin[L (0 20)¢t— el+ 
singtl icosd)sin2LsinL (0 20)t—e |+ 
sin’Pros:Leos2(0%—£)— 


(lcos0) cos Leos[2(0++w)t— 28]— 


wo wl 中 | 一 二 | 呈 中 


(1+ceosd) cos:Leos[2002—w)t— 2e] | ， 
《8. 2, ]2) 


二 了 | EE | 本 一 sm 民 十 


于 233* 


n 


in2dcsin2Leostth—e— oa) 二 


| 一 


Scos'docos*Leos2 (一 此 一 中 (8. 2. ] 3) 
saa 13i1l rifl 1.,s 
CE EY 3 十 到 | 本 sn | | 3 sm 0 十 

> | 一 SI sin2ecos2ot 十 

本 sm2bsin27sm(C 一 9 十 

1 


sind(l—cos0)sin2Lsin[ (R20w)t—e |— 
sing(l+cosB)sin2Lsin[ (0@— 2w)t—e] 十 


sinipeos: Leos2(t%—a) + 


gl cost) eos Leos[L2(0+w)t — Ze | 十 


到 (leosd) cos: Leos[ 2¢0 wm)t— 2e]. 


Ca. 2, 14) 
这 里 ,为 了 简 北 ,采用 了 黄道 坐标 (CX,，B6)， Cac，Be) 和 赤道 坐标 
(ow Gy (ac 66). 这 两 个 坐标 系 闻 的 关系 是 
sind—smnpcosd cospsinfsind, 
Cosdcosa=cOs PcosA, 
cosdsina=—= —snfsnd- cos Becostfsina. (8. 2. 15) 
式 (8. 2. 9 一 14) 给 出 了 Gi 的 四 种 不 同类 型 的 变化 . 
《1) 一 天 两 次 变化 : 有 频率 为 20,， 20 十 w, 2 一 w，2(《 刁 十 
2 2 一 o 的 变化 项 ; 即 有 周期 近 介 为 12 小 时 (ao< 科 8) 的 项 、 而 
且 随 纬度 以 ecos 江 的 规律 变化 .与 此 相关 的 引力 计 读 数 的 变化 是 
CAg /Eg Iw]1. 16CAG/G Yn C8, 2, 16) 
式 中 因子 1.16 是 由 地 球 的 结 枸 决定 的 上 式 更 精 兢 的 计算 应 考 
虚 由 于 Gi 变化 引起 的 地 球 内 部 扰动 力 和 VU 成 正比 , 而 潮 沙 扰 
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动力 和 到 地 心 的 距离 成 正比 . 如果 p 是 均匀 的 , 则 pVU 和 成 
正比 ,“ Love 数 ” 与 牛顿 潮汐 情况 相同 . 在 牛顿 潮汐 理 沦 中 , 引 
力 计 测 得 的 "Love 数 " 为 1.16, 对 地 球 模型 变化 的 灵敏 度 为 
5 站 ， 所 以 对 不 同 的 拢 动力 并 不 敏感 
(2) 每 日 变化 . 在 频率 吕 附近, 有 频率 为 ,0 二 a, 0 一 o, 0 
+2w, 0 一 2w 的 变化 项 , 即 有 近似 24 小 时 周期 的 项 , 且 随 纬度 按 
sin27 规律 变化 . 由 此 引起 的 引力 计 读 数 变化 为 
CAgp/eg) gO—=1.16CAG/G au， (8.2.17) 
(3) 长 周期 带 状 变化 即 频 率 为 a 和 2w 的 变化 ,与 纬度 的 关 
系 是 | 读 一 sin* 世 ,与 太阳 和 月 球 引起 的 长 周期 潮 相 同 , 称 为 ” 长 
周期 带 状 波 ”. 这 -- 变化 引起 地 球 动量 矩 的 变化 ,从 而 影响 地 球 
的 旋转 频率 
CA LD) a = 0. 41 ona. {8.2.18) 
式 中 soma 和 (8,2.11)、(8, 2.12).(8.2.14) 中 必 的 带 状 变化 的 关 
系 是 


(AG/G) m= Amal 言 一 stm (8. 2. 19) 


(4) 长 周期 球状 变化 . 即 频率 为 w, 但 与 纬度 无 关 的 变化 [ 式 
《8. 2.9) 和 (8.2,11)j], 它们 代表 一 年 中 5 的 变化 ,在 牛顿 潮水 理 
论 中 不 存在 相似 的 情况 . 这 些 变 化 引起 地 球形 状 的 变形 , 但 与 产 
生 四 极 窍 变形 的 各 效应 ( 带 状 波 等 ) 相 反 . 随 G 的 这 种 变化 ,会 引 
起 地 球 惯性 矩 的 变化 ,从 而 引起 地 球 旋转 频率 的 变化 ， 

【全 从/ OD) phar = — LAT ) gpher. (8. 2. 20) 
由 于 在 牛顿 潮 沙 理论 中 没有 类似 的 效应 ，AI/T 和 AG/G 的 关系 
没有 “Love 数 ”, 所 以 必须 重新 严格 计算 , 来 确定 这 个 比例 因子 . 


计算 结果 为 

AT/T=—0.17AG./G.. (8. 2. 21) 
由 理论 预言 和 实验 观测 结果 的 比较 ， 得 到 对 PPN 参量 的 限制 a; 
和 二 的 上 限 为 

la | 4X107+:, |#|<10 3. (8. 2. 22) 
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其 他 重要 的 后 牛顿 地 球 物 理 效 应 是 由 @ 的 带 状 和 球状 变化 
引起 的 . 在 地 球 旋 转 频 率 中 ,表现 为 频率 (w，2w) 的 变化 ， 带 状 变 
化 的 振幅 是 [ 见 式 (8. 2. 1]1)、(8. 2.12)、(8.2.14)] 

(AGL/AGG mxXx1i0-au (频率 四 )， 
一 3xX10-Da:( 频 率 2w)， 
一 3X10-18( 频 率 2a). (8. 2, 23) 
球状 变化 的 振幅 是 


《Cr /GS oppeneal =1: 2 107|@ to a | (8, 2, 24) 
由 此 引起 地 球 惯性 矩 每 日 变化 的 振幅 为 


aT/T|=2.0x10" | m+ 3 ma |. (8. 2. 25) 
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第 车 篇 引力 场 和 复合 
场 方程 的 解 及 
旋转 引力 效应 


] 一 些 特殊 形式 引力 场 方 程 的 解 


Einstein 场 方 程 是 一 组 非 线 性 偏 微 分 方程 ; 能 给 出 其 任何 一 
组 严格 解 都 是 很 艰难 的 . 事实 上 上 上, 只 有 在 一 些 特 殊 情 况 下 一 一 场 
源 分 布 上 共有 某 种 对 称 性 , 使 方程 简化 , 才 有 可 能 给 出 其 严格 解 . 


$1.1 任意 变速 参考 系 中 的 引力 场 


根据 等 效 原理 , 这 一 参考 系 中 存在 引力 场 ， 其 能 - 动 张 量 
了 .一 0， 
选取 直角 坐标 系 ， 设 参考 系 沿 x+ 轴 方 向 共有 加 速度 g(i), 参 
考 系 本 身 是 刚性 的 , 不 失 一 般 性 , 可 将 所 求 的 度 规 写成 下 面 的 形 
式 中 
ds 一 mtry fda 一 dz 一 dz 一 qza ， (1.1-1) 
To=dts Xr Oy r=, 
由 此 得 到 六 的 不 为 专 分 量 : 
* 238+* 


_ 1 utr, 了 
2 
了 dut rr, £) 
2rut ,££) ar 
六 ao 一 2 Ar " 
由 于 了 -一 0， 场 方程 简化 为 KR, 一 0, 将 上 式 代 入 得 
Ptr 1 [ee 2 | =0 
dr: DT， Br 时 机 
令 wir, 和 一 (x)T(t) 代 入 上 式 得 
dX (Cr) TO TdXCr) TT 
dr TO 一 这 人 | dr | 9 
由 于 wtxy 天 0， 故 了 (的 天 0 页 有 
dT) 1 [| =0 
dr? Cr) Qt i 
解 之 得 XCr)=(4 十 Br) 


用 
Tao 


DD D 
了 0 一 了 工人 一 


* 


(1.1. 2) 


(1,1.3) 


式 中 4 和 Bi 为 积分 常数 ， 代 固 和 Cr 站 二 芝 (x2T() 得 


wr t= A TBG)r |]. 


1.1,4) 


为 了 确定 AC 和 BGO), 我们 取 w(x, 蚊 的 浙 近 式 . 当 参考 系 的 加 
速度 gC 一 0 时 , 应 有 w(x, 一 常数 ,，B 一 0. 因此 在 渐 近 情况 


下 ,可 将 w(x, 四 展开 ,上 略 去 B82) 的 高 阶 项 ; 
wr tA 2AC BU), 


另 一 方面 ， on 一 CT， D)=I 十 号 ， 

在 如 速度 Et 很 小 时 ， 引力 势 这 可 近 和 牛顿 力 学 计算 
UU = g(t 

于 是 。 w(x， =1+1 

比较 (1.1.57 和 (1,.1.6)7， 得 到 
A(2)=1, BON—gtt) re, 


最 后 得 到 有 所 求 的 场 方程 的 解 ; 
ds: =[1+gt re ed — dr —dy —de’. 
式 中 g (2 是 参考 系 的 加 速度 ,可 为 时 间 :的 任意 阻 数 ， 


(1]， 1 5) 


(1.1.6) 


(1.1.7) 
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当 g(41) 二 g 二 常数 时 , C，Moller 由 一 个 纯 数学 的 坐标 变换 的 
方法 (不 解 引力 场 方 程 ) 得 到 了 与 (1.1.7?) 类 似 的 度 规 , 但 没有 讨 
论 gg 是 时 间 函 数 的 情形 ，C. Moller 所 采用 的 坐标 变换 是 
X=S|eh 人 el]| 十 zch 全 ， 
Bl < ' c 
Y=—=y, Z=2, £1.1.8) 
了 一 和 sh 于 十 二 sh 2 
gg ¢ £ c 
式 中 成 , 了, Z ,了 表示 惯性 系 的 坐标 : x，3, zx 表示 勾 加 速 系 的 
坐标 ， 通 过 变换 (1.4.8), 由 惯性 系 的 度 规 
ds:—c:dT?—dX:—dY—dZ’ (1.1.3) 
变换 为 ds: 一 ci{l] 十 gx/c di 一 dz 一 dy 一 dx C1.1.10) 
现在 ， 我 们 解 引 力 场 方 场 得 到 了 度 规 (1, 1.7)， 从 而 可 以 寻 
找 一 个 变换 , 使 (1.1.9) 变 换 为 (1.1.7), 这 一 变换 可 以 叫 作 广义 
Moller 变换 ， 设 所 寻求 的 变换 为 
N=) HK v0 1, 
了 一 yy，Z《 一 >. 
代 人 (1,1.7) 和 (1.1.9) 得 


2 
一 dz 十 ce 1 二 2 | de= 
Xx ,Aart DT 
-| 元 二 dz 十 dt | 十 


dT (r,t) a (r,t) 2 
dt 


从 而 得 到 方程 组 
Br ti AKT ti so， 2 
Br RR ar FE 
aX {xr, TY d(x tT 
一 | 一 党 ' 二 | te 1 
Kr, 1) af(z DT gti)zr 
-| 宇和 | +c| 一 和 | =e| + |- 
解 此 方程 组 得 


有 《一 | sh 0 gr ds 十 zch| E00, 


. DAO" 


T(r, = | eh [| Se dt 地 十 Esh| Ed, 
Y=y, Z=&z, | ‘1.1.12) 
此 即 所 寻求 的 变换 . 当 gt 三 8 三 常数 时 ， 只 要 适当 移动 一 下 举 
标 原 点 并 调整 一 下 举 标 刻度 ，(1.1.12) 便 退化 为 Moller 变换 
(1. 1. 8). 
度 规 人 (1. 1.7) 具 有 相当 广泛 的 意义 . 它 适 用 于 坐标 系 作 加 还 
平 黎 ,振动 以 及 更 广泛 形式 的 运动 . 


§1.2 史 瓦 希 外 部 解 


设 引 力 质量 位 于 坐标 系 原 点 ， 且 具有 球 对 称 性 ， 取 球 坐 标 ， 


线 元 可 写 为 
ds:—ecidii—edri—ri(d -snddg ). {1.2.1) 
对 于 质量 外 部 , 了 ,二 0, 从 而 Einstein 方程 成 为 
Rs— 38nR=0. 
将 上 式 和 藉以 a* 缩 并 ,得 中 二 0. 真空 Einstern 方程 为 
R= 0, tl]. 2, 2) 
由 51.2.1) 直 接 得 到 的 不 为 零 分 量 . 
hr 1 宙 
一 元 ET IT 一 Er 一 全 有 
1 3 | 1 起 
To 一 方 Em “， T=Th= EE 
1 吉 1 5M, 
1 一 六 EE 到 Ee 4 
r= Ti=Th = 二 ， 
TiO——re 2 Ti = Ti cotd, (1, 2 3) 
T=—rsini8e ', T=—=—sinfcostd. 


可 以 将 上 面 诸 式 代 人 (1. 2. 2. ), 但 我 们 给 出 G; 一 RR 一方 8 的 表 


示 式 ， 以 便于 在 其 他 球 对 称 场合 应 用 . G; 的 不 为 零 分 量 为 
，24 了 。 


jl 1 al 1 
CGI= 一 人 中 奖 一 六 一斑 | 天 ， 
0 本? 
SG 一 上 | 宅 + 二 [证 二 | 主 到- 
2 2 和 十 到 | 未 | 十 元 | 宛 地 
ia Mi 1 FA 1 训 1 
可 | 于 目 守 | 二 到 [+3[ 各 | 十 
1] 玖 了 出 
De 2 宇 | 
Gi 一 e 志 党 + 去 二 十 . 01. 2. 4) 
nt Ar rr 
分 别 令 忆 .2?.4) 诸 式 等 于 零 , 得 到 下 列 独 立 的 方程 ， 
入 十 工 一 二 一 0 G1.2.5) 
出 了 站 “2 
a 1 e 
部 于 0; (1,. 2.6) 
六 
字 =0. (1. 2.7) 
由 上 式 有 4 二 A(r)， 到 Go 十 办 一 0 (1. 2. 8) 


根据 人 1. 2. 8), 可 直接 得 到 Burkhoff 定理 (1927). 实际 上 , 由 上 式 
得 

b= A A 
砍 有 e' 二 ee "代入 (1.2.1) 并 令 


ei dt:—di, 
最 后 去 掉 dt 上 的 波 和 号 ,全 得 
y=) = CA — Atr), Cl]. 2,.9) 


这 就 是 说 , 真空 球 对 称 引 力 场 一 定 是 静态 的 . 此 基 Birkhoff 定 


理 . 
将 0.2.9) 代 加 人.2.5) 或 1.2.6)， 积 分 得 


cc: 一 1 十 一 ， 《1 .过 110) 


为 了 确定 式 中 的 积分 常数 丘 , 我 们 采用 交 近 平 直 的 边界 条 件 : 当 - 
» 2Z42+ 


一 co 时 , 平 直 空 间 的 牛顿 定律 成 立 ， 此 时 引力 势 应 为 UU 一 一 G 
将 此 式 代 大 第 二 篇 的 C2. 4. 13} 式 ， 


GH 
-. 


,一 1 十 丝 -2 也 1 一 2 
由 此 得 天 = 一 2 一 2m， (1,2. 11》 
其 中 mm 于 是 得 到 球 对 称 质量 四 部 和 解 (Schwarzschild 外 部 
解 ): 
dr? 
ds 2m cd om 


ritdF +sindde), C1. 2, 12) 
此 解 由 玉 ，Schwarzschild 于 1916 年 给 出 ， 

Schwarzschild 解 (1. 2.12) 是 当 宇 宙 因 子 4 二 0 肘 , 在 球 举 标 
系 中 , 真空 场 方程 的 严格 解 . 虽然 原则 上 曲线 坐标 中 的 量 是 和 测 
量 无 关 的 , 但 球 坐 标 中 的 2 和 8 常 和 天 文 测量 的 量 相 同 ， r 和 天 
文 坐标 的 差别 不 超过 和 八 百 万 分 之 一 . 度 规 中 所 含 的 常数 MM 为 中 
心 物 体 的 质量 . 对 于 太阳 ，, ms = 二 GMea je 一 1.4766X10scm， 对 于 
地 球 mr = 二 GM 一 0.4438cm， 如果 太阳 各 地 球 的 引力 场 用 

2. 12) 描 述 ， 则 在 太阳 表面 有 mw/r = 二 2.122 X10 '; 在 地 球 表面 
有 mm/r 一 6.980X10 "显然 , 在 通常 情况 下 条 件 mr< 攻 7 是 满足 
的 . 

4 关 0 的 球 对 称 真空 场 , de Sitter 于 1917 年 给 出 了 场 方程 的 

解 ， 


， 一 1 
dx 一 1 一 各 一 于 dz" 一 (1 一 名 一 了 dr’*— 
r 3 r 3 


rtd +sn’0dg). (]. 2. 13} 
§ 1.3 Reissner-Nordstram 解 


前 一 节 中 , 我 们 认为 中 心 质量 不 具有 电荷 . 如果 中 心 质量 源 
a 2Z4F* 


除 具 有 质量 之 外 还 具有 电荷 se， 由 于 电荷 激发 的 电磁 场 充 满 整 
个 空间 ,作为 物质 存在 的 一 种 形式 , 它 同样 能 够 激发 引力 场 ， 即 
作为 引力 场 源 . 因此 . 质量 外 部 不 再 满足 了 -一 0， 而 代 之 以 


“一 = 二 Lg 一 BeFmR | . 《1. 3. 1) 
人 为 此 ， 我 们 采用 Maxwell 方程 
FF”,—0, 即 5 2 dv 一 gEF”*)=0. 《1. 3. 2} 


9 2 
由 (VgF ) 二 0 得 
3 Bere Fn) {Fetesing} =0, 
即 F, 一 CeEa-。 (1. 3, 3) 
式 中 CC 是 积分 常数 . 根据 空间 的 渐 近 平 直 性 质 ， 当 rce 时 ， 未 
知 的 度 规 f1.2.1) 应 赵 近 于 Minkowski 度 规 ， 即 4 一 0，v 一 0; 另 
一 方面 ， 当 roo 时 庙 有 Fa- 0. 由 此 得 到 C=0. 这 样 ,， Fo 处 处 
为 零 ; 同 理 可 证 Fy 处 处 为 零 . 4 4 
由 于 球 对 称 性 ,四 维 执 4, 只 会 r， 所 以 下 一 一 5 只 有 
脚 标 含 有 1 的 分 量 不 为 零 ， 即 Fs ,Fs 和 Fr 不 为 过， 由 于 FE 和 
Fi 已 为 零 , 于 是 只 要 求 出 Fo. 为 此 , 仍 可 利用 式 
9 ,po 
jr —gF")=0. 
此 式 可 瑟 为 
二 — Forie-3arvsing)} =0， 


vn 
积分 得 ”Fo 一 Fm eds. C1, 3.4) 


式 中 四 为 积分 常数 ， 当 7->o0 时 ,wo 应 表示 点 电荷 的 场 强 E, 一 @/ 
ri， 于 是 上 式 中 的 上 @ 肥 为 场 源 的 电荷 . 
特 (1. 3.4) 代 入 (1. 3,1) 得 到 电磁 场 的 能 - 动 张 量 的 不 为 零 分 


量 : 


C1, 3.52 
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由 (1. 2.4) 和 (1. 2.5}) 得 到 场 方 程 ; 

A 1 1 Ee: 
一 吉 | 十 方 二 地 {1.3.6) 
| 衬 ~ 人 WO 
4 


r 4 2r 


2 
_ C1. 3。 7) 


8Tr4 


ol 
和 ig 


由 (1. 3.6) 和 (1.3,8) 得 到 4 二 一 vy, 代 回 原 二 式 得 
emp) 一 1 一 一 二 


Br 
因为 op 一 所 以 上 式 即 


积分 得 gm 一 1 十 了 5 十 所 
式 中 C 为 积分 常数 .为 了 确定 常数 C， 我 们 使 这 个 解 退化 为 已 知 
的 Schwarzschald 外 部 解 , 这 只 要 令 Q 一 0， 比较 可 知 C 一 一 2 
二 一 2m， 于 是 最 后 得 到 所 求 的 度 规 

籽 一 | 1 一 经 十 生 | de 一 | 1 一 加 十 本 

"(dF +sin’0dy). (1. 3.9) 

式 中 :三 全, 场 源 含 碘 荷 dg 时 ,可 推广 ef 一 ef 十 gr [ 见 
(1. 14. 11)].《1.3.9)? 即 著名 的 Reissner-Nordstrom 度 规 . 由 于 会 
m 的 和 含 。 的 两 项 之 比 
/加 ~ 


-1 
本 六 一 


日 


z rr 产 


故 知 在 7 一 oo 时 与 m 项 比较 可 将 e 项 略 去 ， 对 于 电子 , 上 述 比值 


的 为 1 一 . 这 就 是 说 , 只 有 在 电子 的 经 典 半径 附近 ,两 项 才 可 比 
拟 . 在 较 大 的 距离 上 ， 含 。 的 项 的 作用 便 是 微小 的 ， 
这 里 应 指出 ， 含 。 的 项 是 电荷 Q 的 电磁 场 ( 作 为 物质 源 ) 对 引 


力 场 的 贡献 ， 而 不 代表 电磁 相 志 作用 - 
"245， 


$1.4 中 瓦 希 内 部 解 


设 场 源 物质 为 理想 流体 ， 静止 于 所 选择 的 球 坐 标 系 中 ， 且 均 
名 分 布 于 半径 为 ri 的 球 内 , 在 球面 处 这 均匀 流体 的 压强 为 专 . 在 


这 些 特殊 条 忻 下 , 可 以 得 到 Einstein 方程 的 一 个 广 格 解 . 
为 了 计算 方 使 , 将 场 方 程 写成 混合 张 量 的 形式 : 


G 一 于 好 及 一 AT 
理想 流体 的 能 - 动 张 量具 有 形式 
T= gpT = (pot po Og tt gupo. 
仍 取 球 对 称 度 规 为 
~e'dr:—e’dr’—r (dsin0dg ). 


式 中 v= 二 v(xr), 2 二 Alr)， 由 于 场 源 物质 是 静止 的 , 故 有 


dr ,de 3 dp 0, 


ud ds “ds 
HH 一 dx 1 
ds 


代入 .4.2) 得 到 TT 的 不 为 零 分 量 : 
TI=Ti=T;=— por 
了 93 一 Doc ， 
及 不 为 零 的 分 量 为 
1 1 外 
Ra 一 一 到 十 村 ”4 +7; 


Ra 一 一 e 和 全 十 二 (一 2 十 1， 


| l 


此 和 一 一 各 | 1 grt —A yandtanie, 


we 十 雪 一 一 了 YX 十 广 yz 十 二 |， 


由 此 得 到 标 曲率 R 的 表达 式 : 
R 一 ge“Rw 一 
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(1. 4.1) 


{1.4. 2) 


《]. 4. 3) 


(C1, 4. 4) 


(1. 4. 5) 


2 


一 身 nm 二 r 1 2 .一 i 了 _2 
e |: VX 十 讨 W 一生 (a ”十 二 和 


(1. 4.8) 
将 (1,.4.4) 人 (1.4.6) 代 人 (1.4. 1)? 得 到 
&pnc2z 一 e “| 二 一 疡 | 二 三 ， C1. 4. 7) 
kpo—e 1 十 志 | 一 广 ， (1. 4. 8) 
pps=e | 所 一 全 二 了 "十 | ， 《1. 4.9) 


其 中 (1.4.9) 是 由 GG 二 kT3 和 GG 二 有 TI 组 合 而 成 的 , 由 三 久 
Li. 4.8) 一 (1.4.39)] 得 到 


考虑 到 (1.4.7)? 一 (1.4.9)， 上 式 可 写 为 


dpo ， vi 
pe 十 如) 二 一 0， (1.4.10) 


此 式 给 出 压强 和 引力 势 沿 > 方向 导数 之 间 的 关系 ， 积分 (1. 4. 7) 
得 


er 一 1 一 二 pocr: 十 全， 
为 了 避免 > 一 0 朴 {1. 4.7) 出 现 无 限 大 , 我 们 取 积 分 常数 A=0. 上 
式 成 为 


eT =1— gz (1.4. 11) 
式 中 R'E /Rooc’. {1.4.12) 
积分 (1. 4.10) 得 

pocz 十 加 一 Ce 加 


式 中 人 为 积分 常数 . 将 (1.4.77) 一 (1.4.9) 中 的 pp。 和 po 代入 上 
式 ， 得 到 
。 24d7+ 


1 
ee "| 条 二 地 一 Const。 
rr" 天 


考虑 到 (1. 4.11) 有 


4 一 窑 | 
e 民 一 古 | 一 const 
积分 上 式 得 
1 
1 2 1 
er=4-B|1 一 大 | 01. 4. 13) 


RI! ， 
式 中 妃 和 B 为 积分 常数 . 式 (1.4.13) 和 (1.4,11) 给 出 Etnstetn 
场 方程 的 解 : 
， 21412 六 1 一 1 
ds 一 14—B| 1 一 六 | cde2 一 | 1 一 豆 | dr 
—ri(tdP +snddg ). C1. 4.14) 
将 (1. 4.11) 和 《1.4.13) 代 入 {1.4. 8) 得 


1 
2 


rr 
Po 一 2 了] 《1. 4 15) 
六 2 
R41 总] 


常数 4 和 B 可 由 流体 球 边 界外 的 连接 条 件 确定 . 使 r<r 的 
上 述 肉 部 解 与 ”rm 的 史 瓦 西 外 部 解 在 == 娃 相 等 ,并 使 +r 二 
的 压强 po 一 0， 从 而 便 可 同时 确定 常数 4、B 以 及 流体 球 的 质量 
JM. 上 述 条 件 表 示 为 


GM » ri 2 1 去 了 
1 一生 -|4-8 人 1 一品 
1 
38| 1 一 咒 | 一 4 一 0 
解 这 三 个 代数 方程 得 
3 于 1 
4= 立 | 1 十 | ， 
1 a 
B= 地， C1. 4.16) 
2 4 Tt 
wi 


还 应 指出 , 式 (1. 4. 14) 表 明 , 此 内 部 解 的 适用 范围 是 六 丸 ， 
这 一 条 件 在 天 体 物 理 的 实际 应 用 中 是 经 常 满足 的 . 例如 , 对 于 太 
阳 有 


=]1. 4gmy ce，ec， 
二 6. 95X 10"cm, 
于 是 由 (1. 4.12) 得 R= 二 3.5X10cm 洁 nl. 
解 (1, 4,14) 称 为 史 瓦 希 (Schwarzschild) 内 部 解 ， 


§ 1.5 Kasner 解 的 推广 


假设 场 源 具有 柱 对 称 和 性 ， 则 其 外 部 解 可 以 严格 给 出 , 不 带电 
的 情况 由 Kasner 给 出 . 
本 节 讨 论 荷 电 的 情况 . Einstem-Maxwell 方程 表示 为 


FC—0, 《1.5.1》 
Fa Fant Fs, ,=—=0, C1. 与 。 2) 
_1i sl pe 
G- 一 二 | FunF+ FF g»|. (1. 5. 3a) 
由 于 六 = 一 Fr 后 一 式 可 简化 为 
一 1 _. [ 1 oT 
R- 一 未 | FFz 十 二 Ru sg (1. 5. 3b) 
根据 场 的 对 称 性 ,选取 柱 坐 标 ， 度 规 可 写 为 
ds: 一 22(r)dr —dri— wr dg —w’ (Cr)}dz’. C1, 5, 4) 
将 上 式 代 人 (. 5.1) 和 (1.5.2), 积分 得 
RE 一 一 仁 ] 一 Const 和 Fou=COuw ve! 1, 5. 5) 


FR 和 Fs 其 余 分 量 均 为 零 , Ci 为 积分 常数 . 
由 (1. 5.4) 得 到 忆 的 不 为 零 分 量 为 


于 rf 2 一 
了 1 一 站 0 一 一 ， T=uu ， 了 21 一 了 一 一 ， 
到 再 
Te 
_ 上 一 " 
T= vu， Tai=Ti= 3 . (1.5. 6) 


Rw 的 不 为 零 分 量 为 
+ 249* 


上 四 ”1 


Ro 一 晤 Ctue | 车 二 本 十 攻 | 一 2 
4 一 | 入 和 :到 轨 + 罗 上 
(5 | 二 | 区 1， (1.5. 7) 


| 了 r r r 
Ra 一 一 年 (vo) 一 ww! [车 十 本 十 加， 十 2 
Ra 一 一 下 Gone ) 一 wo| 生 十 二 十 区 | 十 Zw 
将 (1.5.7) 和 (1,5.5) 代 入 (1.5.,3)， 并 令 
dr 二 nvrwdA, C1. 5.8) 
得 到 | =CIn, 《1. 5. 9) 
1! a 
[2 = Ci, (1.5.10) 
T 站 
[= 一 ci， G1. 5.11) 
1! 
oY A A (1,5. 12) 
LT Tee 人 
积分 (1.5.9) 得 
gi =u{C, + Cu)T, 《1.5. 13) 


式 中 ,二 const 为 积分 常数 . 
由 .5. 5) 可 知 , 局 ,==0 即 电 磁场 不 存在 ， 我们 首先 考 虚 忆 ] 考 
0,; 一 0 的 情形 . 此 时 (1 5. 13) 给 出 


# 一 CTICC3 一 4 {1. 5.14) 
C; 一 const， 由 (1.5.100 一 (1.5,. 112 网 及 (1.5.4)7，(1.5.53 可 得 

7 一 CC 一 人 ec (1. 5.15) 

t= OT A, C1.5.168) 


C: 一 const， 于 是 得 到 度 规 
ds: =Cr 0 — A dr — dr — CIC — A ed 
CC — Ad2’, (1. 5. 17a) 
Fm (Ci) -ec, (1. 5. 18a) 
* 250* 


Fu=C (CA) eu, 1.5.19a) 
为 了 写成 通常 柱 坐 标的 形式 , 再 作 一 次 坐标 变换 . 令 
Cirlertm~p, Cip=y, (1. 5. 20) 
此 时 有 dr= 人 CC 一 De wdA=C. (C3— idp, 《1, 5. 21) 
将 (51. 5.20) 和 《1.5.21) 代 人 人 (1. 5.17) 一 (1.5.19), 得 到 
ds: =C7 (Cs —C7 nC pp) df — CO, 


—CrinC oY de + edi +dz’}, 《1.5.317b》 
Fa 一 一 CTC 一 CranCup)-lor1， (1.5.18b) 
Fa =Cr Cr C—O ncn ip s {1,5, 19b) 


如 果 质 量 源 不 带电 , 在 0,5.13) 中 令 局 一 0, 令 C;=a?, 我 们 
有 特 解 


# Oe, Ue, tw oe, 《1. 5. 22) 
如 十 百 十 5 一 寺 十 六 十 ec 一 1. {I.5. 23) 
此 时 由 (1. 5.8) 因 


dr* ete dA =dp’, 
于 是 (1. 5.4}) 可 写 为 

ds:=o*dt:—do:— odg — odz’, {1. 5. 24) 
这 就 是 Kasner 真空 度 规 如 果 令 Cl ==0, C;= 二 9; 则 得 到 
Nnkowski 度 规 . 


$1.6 电荷 和 磁 矩 的 外 部 解 


人 们 认为 许多 天 体 都 具有 电荷 .对 于 中 子 星 ， 人 人 们 认为 ,其 
强大 的 射电 辐射 来 自 中 子 星 表面 以 外 强大 的 磁 侦 极 磁场 形成 的 磁 
屋内 的 相干 曲率 辐射 ‘RS 模型 )， 因 而 认为 中 子 星 具有 强大 的 磁 
矩 ， 其 数值 约 为 

户 一 1030Gauss 单位 . (1.6,1) 
因此 , 研究 电荷 ( 磁 荷 ) 和 磁 征 的 引力 场 对 于 揭示 中 子 星 的 引力 性 
质 是 有 意义 的 (Wang，1985). 
我 们 讨论 静态 时 空中 的 静态 磁场 . 静态 时 空 可 表示 为 
2 


Ba—= mr ). (1.6.2) 
如 果 四 维 时 空 点 滑 娄 时 方向 移动 兰 时 ,矢量 A* 不 变 ,， 则 电磁 场 
下。 一 由 一 4 也 是 静态 的 . 此 条件 即 A 的 Lie 导数 为 零 ; 


ErA' 一 4 ,=0. (1.6.3) 
式 中 部 为 类 时 Killing 矢量 , 它 满足 Killing 方程 ， 
&,, ,十 二 ,一 0 (1. 6. 4) 
电磁 场 只 包含 纯 广 场 的 条 件 可 表示 为 
有 一 2(6E -2E 有 一 28m73(E 一 司 )， (1. 6. 5) 
=1, =0. 
式 中 B, 为 磁 和 天 曹 ， 可 以 取 避 为 纯 空 间 拓 量 ( 扣 如 .一 0D， 和 ee 天 0): 
五 ,一 (en 全 -人 下 全， (1. 6. 6) 


由 于 Fa =(A, OA) = A 一 
CAE' TA Y= A ,CAE +A, A). 
C1. 6.7) 

式 中 4, 一 A 考虑 到 (1.8.4), 可 将 (1.6.7) 的 后 一 项 化 为 
(1. 6. 3), 于 是 (1. 6. 6) 可 写 为 

B,=go YAo 。。 (C1. 6. 8) 
又 由 (1.6.5) 得 

一 名 (go 有) 十 (goo 本 一 和 goo 一 

oo TBrE,. 

上 式 最 后 一 项 由 Kalhng 方 程 知 其 为 零 . 插 号 内 的 式 子 即 (一 go -五 ) 
的 Lie 导数 , 因 场 是 静态 的 , 此 Le 导数 为 零 . 因此 上 式 即 


Fe =ér (go 3B'),, (1. 6. 9) 
或 Fe,=—érgo 3B,, (1. 6. 10) 
由 (1, 6.10) 知 真空 Maxwell 方程 即 

Bi,=(gw “8A 一 和， (1. 6. 11) 


我 们 求 在 Reissner-Nordstrom 度 规 
» 2D2" 


， ?4-1 
ds 一 |1 一 竺 二 与 jdz” 一 | 1 一 和 十 各 dr 十 
7 六 六 及 
rtdp tsinGdg } (1. 6.12) 


的 背景 下 的 静态 磁场 . 
将 (1.6.12) 代 人 (1.6.11)， 得 到 4,Cr,， 29) 满足 的 方程 : 


1 一 < 十 Ty | 《rr + Sind 4) ,8 十 


po. we 一 0， (1. 6.13) 

易 见 此 方程 的 解 为 
Avtr, P=Rer) prtcosd)e™. 1.6.14) 

式 中 RCz) 满 足 方程 


(27R TR IH DR=0, (1.6.15a) 
经 营 试 ， 郑 


， 轩 
nn 二 心 ， 一 1， 我 信芳 一 2m 十 所 | 《|。 6, lS5b} 
是 方程 (4. 6. 15) 的 一 个 特 解 . 
令 Rlr)=R(Cr)' rir), £1.6,16) 


代入 (91.6.15) 得 


| 四 2 
r 一 2 十 二 |z.v 一 一 2 人 1 一 所 十 二 r 一 2m 十 二 jz 
六 ， 了 r rr 


【1. 6. 17》 
积分 人 ,6.17)7 得 
Iniz, -| 一 一 21n| 一 一 2or 十 ez | 十 人 ， 《1. 6.18) 
积分 (1.6, 18)， 考虑 到 边界 条 件 , 得 到 


r—m 
TC 90es— mr mr ey 十 


1 Ve 
des—mi me 一 说 十 w 坟 一 嫩 
(1— erm—?)3 


1—mr [1— (1—esm-:)+] 


' C1. 6.19) 


少 


(C1, 6. 20) 


此 


203 。 


(1. 6.19) 成 为 


, 六 一 着 
-0 a + 
1 | Dm 
Te 1 pp 2 【1. 6. 21» 


将 .6. 217 代 入 (3. 6. 16}，(1,6.154》 和 (1. 6. 14) 得 


Ar 人 一 一 CT 全 十 
a [一双 | ) xeost. 
(1. 6. 22) 
将 (1. 6. 22) 按 他 < 展开 , 略 去 高 阶 项 得 
Aolrs 有 一 生字 -{ 1+)cost. (1. 6. 23) 


{1.6.23) 是 一 个 磷 愉 极 子 在 Reissner-Nordstrom 查 曲 时 空 
中 的 静 磁 场 的 势 . 实际 上 , 令 e 二 0, 得 a 一 1，(1.6.23) 即 成 为 
Schwarzschild 空间 中 的 情况 ， 当 rr 洁 zm 时 ，(1.6,23) 便 成 为 上 人 科 
熟知 的 平 直 空 间 中 的 一 个 磁 惕 极 子 的 势 : 
Aolr, 同一 已 cosb. 《1. 6. 24) 
设 场 源 质 量 位 于 坐标 原点 ， 磁 矩 治 0 一 0 方向, 场 显 然 应 是 辆 
射 对 称 的 ， 四 维 势 4A, 上 只 有 一 个 不 为 零 的 分 量 A,。 按照 (1. 6. 23)， 
我 们 可 以 将 4 表示 为 
Axn 一 五 1+ | cos 人. 《1 ,1 25) 
以 上 我 们 把 Reissner-Nordstrom 度 规 作为 时 空 背景， 解 真 空 
Maxwell 方程 ,得 到 了 静态 磁 矩 的 磁场 . 现在 ， 我们 用 逐次 吾 近 
的 方法 ,在 一 级 近似 下 求 Einstein-NMaxwell 方程 的 解 ， 将 
(1.6. 25) 代 入 能- 动 张 量 
Tin = Fn Fin — Ta Fn PY (1. 6. 26) 


C1. 6. 26) 和 以 sz 为 源 的 能 - 动 张 量 
。 354 。 


[a 0 0 0 
0 —b 0 0 
2r0 0 —r 0 
0 0 0 —risin:# 
一 起 ， 放 在 Einstem-Maxwell 方程 组 的 右 端 (1, 6.27) 中 的 a 和 
6 分别 为 
4=1 一 剖 + 与 ,b=|1 一 下 十 与 | . C1. 6. 28) 
所 要 求 的 度 规 介 有 一 - 阶 小 量 的 修正 项 : 
ds 一 1 一 束 十 多 二 sjdz 一 | 1 一 加 十 生 一 
—ri( -wd +andde). (1.6.29) 
将 (1.6.26) 一 1.6. 29) 构 成 的 instem 方程 组 按 x， vw，w 展 
开 , 保留 一 次 项 ,得 到 


了 te 一 《于 。 6. 27) 


-, 1 
dr 


2 | 和 
一 他 十 状 十 专 4.“ 十 士 | 各 一 茹 十 w ,| 十 
人 六 2 rr r 
2£ 4 
Zi 六 十 COtg， 一 与 一 2 十 守 十 
[| 
Sh [3cosz8 十 1)， (1. 6, 30) 
2 ; + 
一 路 十 对 十 了 ws 十 wo,v 十 二 | 分 一 等 一 o., 十 
r r 2 riler 产 


2 -| 十 点 (za 十 二 cat8 。 9 一 呈 | 1 一 之 + 


2 ， 一 1 了 了 
误 一 气 针 (3cos'9 一 1)， 《1. 6. 31) 
2 
ww, 十 充 织 一 给, 一 v..++4w. ,| 十 
111 Di es 1 
喜 ( 坪 w ww ot tv, ot 
2 加 
ou 四) 一 一 和 一 和 让 (5cos2g 十 1)， 《1. 6. 32) 
六 二 天 
1 1 idm 4e? 


十 ,一 名. -二 tu] 十 


Dr | ri 


时 200 


点 | 二 wy ot 二 vw w+ 二 ww w 十 ww 一 型 十 与 一 
5 一 部 cot8 "og 一 一 气 十 和 2 s:0—1), 
CJ. 6. 33) 
3e ng— Sn za) 2 wx 
Fi 
(1 ru cag ?十 一 2ro s) =0. 《1. 6. 34 ) 
和合 和 生生 天 (1. 6, 30)? 一 (1.6.33) 化 为 
4 十字 ,十 二 Soft 2 十 1) 一 0， 
(1.6.35) 


下 + 十 2mor 一 全 (op ， 一 了 2 站) 十 二 zs Cd 十 下 一 中 十 


3 {ve 六 十 Cotara 十 局 se 及 一 亚 一 各 十 


5 胡 (5cos26 十 1) 一 0， (1. 6. 36) 


ww 十 让 Cu 一 v 十 dw .十 yu. wo. w+ 
ze Ooto， es D0, 
(1. 6. 37) 


w0 十 让 i 十 他 二 人 co 人 


到 十 到 , 提 一 五 一 w+ BC5cosp+1)—0 .1.6.38) 


外 (1 6.35) 01.6.37) 的 过 程 昌 然 麻 烦 但 并 不 困难 .如 (1, 6. 35) 
分 离 变 量 ， 得 到 两 个 常 微 分 方程 , 其 解 很 容易 得 到 : 
os (1. 6. 39) 


六 


将 (1, 6, 39) 代 入 其 余 方 程 , 将 % 和 忆 展 成 福 里 叶 级 数 ， 比较 各 项 
系数 ,得 到 
。256，。 


2 2 
法 (2cos:8— 1), {1. 8. 407 


2 2 
pcost C1. 6. 41) 
2r 


将 (1. 6.39) 一 01.6.41) 代 人 人 (01.65.29), 得 到 所 要 求 的 度 规 ( 一 级 
近 杞 2: 


TO 


ot picos 


外 
7 


D7 ee: 
8o 一 ] 一 二 十 赤 十 
Drm et op? -1 

gu 一 一 (1 一 企 十 征 一 人 人 (2c0s*9 一 1) : 


picos:p 
co 一人 | 


i re 2 
gun=—r"| 1—A sin?8. (1. 6. 42) 


度 规 (1. 6. 42) 描 述 具 有 电荷 e 和 和 磁 矩 户 的 中 心 质量 5 如 中 子 


手 ? 的 引力 场 . 它 对 于 研究 中 子 星 的 引力 场 和 磁场 以 及 场 中 的 各 
种 引力 效应 将 是 有 用 的 . 含 玉 荷 时 可 将 e 换 为 e 十 9 


§ 1.7 Weyl-Levi-Civita 解 


当 引 力 场 具有 旋转 对 称 性 时 ,真空 Einstein 方程 的 严格 解 由 
Weyl 和 Levi-Civita 给 出 ， 
在 引力 场 gm 中 ， 如 果 存 在 一 个 表征 旋转 对 称 性 的 Killing 矢 
量 ， 则 这 一 引力 场 称 为 旋转 对 称 引 力 场 ， 如果 这 一 旋转 是 绕 Or 
轴 的 ， 则 Killiing 矢量 具有 形式 
“一 (0，az2 ， 一 az ，0). 《1.9.1》 
式 中 是 表征 旋转 的 参量 . 
考虑 到 旋转 对 称 性 , 线 元 的 最 普遍 形式 应 为 
dsz==adz +bdr' +2cdridr:+ddzr’ +edg. (1.7.2) 
式 中 x 二 ct， 是 类 时 坐标 ; < 和 x 是 空间 坐标 ; x' 一 9 是 角 坐 标 ; 
as b,c 和 a 是 xz' 和 x 的 函数 . 
我 们 知道 , 在 二 维 空间 中 ，Weyl 共 形 张 量 等 于 零 . 现在 ,用 
LO 


这 一 性 质 可 将 线 元 (1.7. 2 简化 . 考虑 由 线 元 
plxl, x dr! +2etrl, ri Ydridrtt+d Cr, rx)dr’ 
(1. 7. 3) 
表征 的 二 维 曲 面 , 这 一 二 维 曲 面 是 共 形 平 直 的 . 即 存 在 一 个 新 的 
坐标 系 
和 
r= ,Tr (rl, ri), (1.7.4) 
在 新 坐标 系 中 线 元 (1.7.3)? 具 有 形式 
ex[dzl 十 dzz ]. (1.7.5) 
式 中 产 是 新 坐标 的 因数, 在 上 式 中 , 为 了 简化 ,我 们 省 去 了 新 坐 
标的 撤 号 . 
由 于 坐标 变换 (1. 7.4) 不 影响 (1. 7.2}) 中 的 第 一 项 和 最 后 一 


项 , 于 是 旋转 对 称 的 静态 线 元 可 简化 为 


ds: =atdzx"): +er[ (dr) + (dz:): |+ede. C1.7.68) 
为 了 方便 , 将 图 数 ee, jy: 各 e 写成 
如 一 人 2 er 二 ee=— pe Cl]. 7. ?7) 
式 中 业 ,Y 和 是 坐标 zx! 和 x 的 活 数 ,因此 我 们 有 
CE” | 
一 下 2 一 内 
Be 2 » 1. 7.8) 
a — pe 
[i 0 
er 
Em 本 9 1.7.9) 
0 一 一 
由 此 得 vv 一 8 一 pe 《1.3.10》 


在 上 面 各 式 中 , 所 有 函数 都 不 依赖 于 时 间 坐 标 x* 和 纬 向 角 尚 标 
公 
由 (1,7.8) 和 人 .7.9)， 可 以 得 到 人 Christofiel 符号 ， 
T=#, 1， Tl=—Ty=Ti:=7 1] 一 如 ,1 
sa 258* 


T=y 2 4 有 Pi 一 一 了 一 了 一 2 
Te 1 ), Ti = ,, 
Tis=p Pp 一作 上 T=e “(py 1.— PP.), 
大和 一 PT 一作 2 Th=e "(pp,s— Pp,2), 


其 余天 一 0. (1. 7. 


11;» 


由 (1.7.11) 可 得 到 RR,， 从 而 建立 Einstein 场 方 和 福 只 .一 


| 了 一 zeT| ， 


Rs=e (gaatp 区 4) 一 


对 Tu 一 二 es 了 | + Cl]. 了， 


Rl 4a 4 一 2 1 1 pte AP a 十 


or io 1—Y 2p. 9) 一 人 To 十 二 ee | ，(1.7， 


R10 CY 0 十 六 1 一 2 sp D 1 一 此 了 9 


《1. 7. 


民 2 Aa 2 :一 站 0.2 WW. ap 4 一 


po-1CY ip 1 一 7 2p. 9 一 让 了 十 到 er 9 ，(1.7. 


a=e oTy. 44 十 站 CP. ap.a—p. 44)]] 一 
‘| Tt+ 坟 Pe "7 


上 面 诸 式 中 4=1, 2; 了 为 标量 能 - 动 张 量 : 


T=e Ty, et (TT) — pp Iie. 1, 了 ， 


对 于 真空 场 ， T=0, 场 方程 简化 为 


» 4A 十 记功 A a=0: 《1 .了 ， 


aa, A ,1 i,—p p. pap, 4 十 


pp 1 2p22 = 0, (1.7. 
PP 十 0 一 2 和风 p, 1 =0, 《了 .了 。 


a 4 一 2 的 ,3 的 一 请“ 六、 tp yy A.A 


Pp CY PY sp.27) 0, (1. 7- 


, 《人 1. 7. 
其 余 R= Cl, 了 。 


12) 


13) 


14) 


aati at Ap 44) = 0. (1.7.23) 
由 方程 (i.7,19) 和 (1. 7. 23) 得 
Viptr ,r=p a4=0, {1. 7. 24) 
这 是 二 维 LapLace 方程 , 即 p 为 两 个 坐标 x! 和 x? 的 调和 了 消 数 ， 
为 了 简化 引力 场 方程 (1,7.19) 一 (1.7,.23)， 我们 引入 柱 坐 标 
有 系 ; 
XT!'=p, Y= 2, {1.7.25) 
式 中 5 是 Laplace 方程 (1.7.24) 的 任 一 解 . 在 一 般 情况 下 , 2 不 是 
标准 平 直 空 间 的 柱 坐 标 . 
采用 上 述 坐 标 系 ,x 二 ct; 二 p， X= 二 z， Xx 二， 第 一 个 方程 
(1.7. 19) 和 和 最 后 一 个 方程 (1, 7. 23) 和 相同 . 真空 引力 场 方程 组 归结 
为 


2 上 =0, (1. 7. 26) 

Fp 1 Fy i 1 WW, FY Mp 

| 一 天 or 1 _ 

(3 36 + | [an: Pp + | ?| | =0， 
(1.7. 27) 

广 守 一 2 入 泣 =0， (1. 7. 28) 

op 1 dy m1 

|F + 35 | Ez p | 引 训 | ». 
(1.7. 29) 

由 此 我 们 可 以 得 到 四 个 等 效 的 方程 : 

3% 1 9 

Bt Wii 《1.7. 30) 

T_T i 

?||% |¥) J (1.7. 31) 

只， 并 并 

#7 3 Tio 

3 | 多 | + 村 | | (1.7. 33) 


此 即 具 有 旋转 对 称 性 的 静态 真空 引力 场 方程 . 
方程 (1.7. 30) 基 通常 平 直 空 间 Laplace 方程 的 柱 举 标 形式 ， 
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函数 多 具有 旋转 对 称 主 . 容易 得 到 方程 (1.7. 30) 的 一 个 特 解 ， 然 
后 将 此 解 代 入 其 余 两 个 方程 01.7.31} 和 (1.,7. 32), 便 可 解 出 7. 
将 .7.31) 和 (. 7.32) 分 别 对 和 zz 求 导 , 然后 相 加 使 得 到 第 四 
个 方程 , 所 以 第 四 个 方程 不 是 独立 的 ， 
我 们 把 Weyl-Levi-Civita 度 规 在 柱 举 标 中 的 形式 人 1.7.8)， 
ds:—eseidti—e: td Pde tdz:)— pe dy. (1.7.34) 
对 于 一 些 具 体 的 情况 ， 用 上 述 方法 便 可 得 到 上 式 的 具体 形式 ， 


$1.8 质量 四 极 矩 的 外 部 解 


作为 静态 旋转 对 称 场 的 例子 . 我 们 给 出 质量 四 极 矩 的 场 方程 
的 严格 解 . 为 此 , 选择 杭 球 坐标 (x，y) 较 方便 、 
xz 元 (ri 二 ra)， 一 六 后 一 加 (1. 8. 1) 
式 中 六 和 六 满足 = (x, 7) 
= 二 (zn ， 
r= 十 (zm) 
【1.8.2) 
此 处 bp 和 =* 是 通常 的 柱 坐 
标 ; zx 是 一 个 参量 .新 坐标 ， p 
的 取 值 范围 是 
工 诗 1， 
一 1 竺 y 所 十 1， 
在 新 坐标 系 中 ,方程 组 图 3-1 
(1.7. 30) 一 (1.7.32) 可 写 为 


天 一 上 | zz 一 0 汪 | -zy {| 一 


一 天 


Al | >ce 一 D| 攻 艺 | 一 >G 一 2 2| 证 


dy xX"—Yy 
27(1— | 并 续 | | (1. 8. 5) 
方程 组 (1. 8. 3) 一 {1.3.5) 可 用 分 离 变 量 法 解 之 . 令 
pr, y= ACrIM(CY). 《1. 38.6) 
将 上 式 代 人 (1.8.3》， 我 们 得 到 下 面 两 个 方程 : 
| -0D 和 |- CA 一 0， (1. 8. 7) 
[0 |+CM=0 (C1. 8,8) 


式 中 忆 为 不 依赖 于 x 和 ;的 常量 ， 
汐 了 得 到 一 个 正常 解 ， 我 们 取 CC 一 上 十 1)，7 一 0，1，2，…， 
此 时 (1.8.37 的 解 可 写 为 


多 Cr，3) 一 YO gb, y), (1. 8. 9) 
[地 


式 中 Br y= DPT, (1. 8.10) 
其 中 Pl(y) 是 Legendre 和 儿 项 式 , 以 (rx) 是 第 二 类 Legendre 孙 数 ， 
例如 选择 :一 0 时 有 


一 1 
lx 多 一 却 n 2 (1. 8.11) 


这 里 由 于 /二 0 总 4 二 0, 于 是 (1.8.77 和 (1.8.8) 中 的 4 表 
未 为 


1 


A{r) = in 二 二 ， Miy)=1. {]. 8.12} 
将 (1. 8. 信和 8. 4) 和 (1. 8, 5), 得 到 Y(tx， 人 2 的 表示 式 : 
一 了 Eb. (1. 8.13) 
~ 


go 和 Yo 给 出 Sop rue hld 度 规 E 虹 雪 由 椭 球 坐标 C(x， YY) 回 到 球 


坐标 (7 ， 0) :z= 二 一 1， y=cos#., ] 
适当 选择 普遍 解 (1. 8.9) 中 的 系数 , 便 可 得 到 (1. 8.3) 的 其 他 


解 . 例如 , 使 
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$= gp (1. 8. 14) 
式 中 i 关 0; gi 为 一 任意 常数 .此 处 不 对 i 取 和 和. 这 个 解 可 认为 是 
Schwarzschid 解 的 推广 . 场 源 除 具有 质量 之 外 ,还 具有 阶 质 量 
多 极 和 拖 ， 
一 ] 对 应 于 上 质量 偶 极 矩 的 场 , 在 物理 上 这 个 解 无 意义 ,因为 
没有 从 晤 存在 .1 的 解 描述 四 极 矩 的 引力 场 . 令 o=g;; 我 们 可 
将 这 个 解 写 为 


1 1 2 2 之 一 ] 
y 一 于 人 | 1 二 二"(3z (3y D |In 区 + 
ez(3y 一 1) | (1. 8. 15) 
这 时 函数 Y 的 表示 式 为 


7 一 Low 一 10z2 十 1)lnz 二 1 | (36z — 287x) 兴 


xT 
4 rc 2_. 
y+ 5x1 二 6zx:—1)X 


3 工 一 上 3 9 zf 3 92 

In i+ | +3 | 20z: 十 污 z| |X 
rt ts tt 
z—1l1 
z+ 


5 十 去 地] 杰 二 一 re 《24 一 272 十 1)1n2 汪汪 


1 3 
| 165 2 9 一 15z)— 这 oz | xln 


-二 2 
2 十 x 


[x 一 +36. (1. 8. 16) 


7 中 的 积分 常数 是 根据 无 限 远 处 边界 条 件 确定 的 ( 当 zx 一 ce 时 7 一 
0), 

为 了 说 明 上 面 的 解 在 远离 引力 场 源 时 的 行为 , 我 们 先 将 
Weyi-Levi-Civlita 线 元 按 椭 球 坐标 zz 和 » 写 出 [注意 到 (1. 8.1) 和 
(1. 8. 2)]: 
dr dy: 


di? — eretdt? — mse — 
如 一 局 mie Cr’ y 川 元 一 1—y 


me Sri—1)(l— ydg. C1.8.17) 
借助 于 关系 式 
f= 一 l) ycosf, (1.9.18) 
可 将 11.8.17) 写 为 球 坐 标 形式 : 
de: =evecidii— et 中 1 十 汪 ms1n jar+ 
于 
[ ,po eto et pn) x 
sin:ddg. (C1. 8. 19» 
邻 z=ct， rir zs=9， rs 一 gp 并 按 二 展开 , 得 到 


gw 1 | 一 加 填写 Pslcos0) 一 op, 《cosB] 十 


二 人 


和 Pstcos0) 十 让 二 | 一 地 Qim* Pacos8) 二 


QPakeos0)): | 二 (1. 8. 20) 


式 中 介 二 2m:o/15 是 质量 四 极 挫 . 度 规 张 量 的 其 他 分 量 可 按 类 似 
方法 展开 : 


De: 


r | r | | 4+ 生 一 zoomntg |~ 


SEs 十 二 一 二 ot a0) x 


gu™=—1 


sin2# | 十 … 《1. 8. 21) 
对 于 质量 为 m， 由 极 矩 为 @ 的 计 量 源 , 在 球 举 标 系 中 保留 至 


[又 | 顶 (1. 8. 17) 一 01,8. 19) 表 了 示 为 


d=[1 一 委 | + 经 - 了 | i+ |P， Ceosg) jdz” 
2 | dm tig 
人 =- Ta Pt{caoast} p77 x 


全 
{Scostd— 1) ydri—r | 1— FP, (cosf) 一 
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do) Se | 

lS5r’ | 
Plcosd}} sin’0dy, (ll. 8. 22) 

根据 近年 来 的 测量 结果 , 对 于 太阳 ,oc 一 10'; 对 于 地 球 , o~1.5X 


10°, 


(5cos’0—1) ag 一 喜 (1+ 
Sr r 


$1.9 Vaidya 解 


Vadya 度 规 描述 具有 球 对 称 性 的 辐射 引力 场 . 我 们 可 以 解 相 
应 的 Einstein 场 方程 ,导出 这 一 度 规 ， 
对 于 球 对 称 辐射 的 非 旋 转 球体 ( 药 源 )}， 能 - 动 张 生 可 写 为 
Th =98,k,. [1.9.1) 
式 中 让 , 是 向 外 辐射 的 零 矢 量 ; 9 是 局 部 观察 者 测 得 的 辑 射 能 量 密 
度 ( 观 察 者 具有 四 维 速 庆 将 )， 即 
gqg=T wv, 1.9,.2) 
采用 中 瓦 希 党 标 ， 具 有 上 述 性 质 的 度 规 的 最 普遍 形式 是 ( 取 c= 二 GG 


fm 2 2 
dz 一 | ey | 1 jde LI 2 x 
dr:—ridiz. C1.9.3) 
式 中 m=m(r, £)， 


TY C1, 9. 4) 


直接 计算 可 得 到 只。 的 表示 式 : 
R 一 2 1 一 刍 | | 茹 束 十 到 || 区 十 中 | (1.9.5) 
下 面 我 们 将 度 规 (1.9. 3? 在 推迟 坐标 系 中 给 出 . 在 推迟 坐标 系 
(ze，ry， 90, 四 中 ,Vaidya 线 元 41.9.3) 具 有 形式 


dz 一 | 1— 2 |dus 十 2dudr 一 rd (1. 9.6) 


" 2 


式 中 是 史 兢 希 几 何 中 的 推迟 时 间 举 标 , 它 与 史 瓦 希 时 间 坐 标 之 
间 的 关系 是 
a=t—r— 2mln{r 2). {1].9.7) 
这 一 变换 要 求 径 一 0， 
在 上 述 坐 标 系 中 ，g&” 的 不 为 零 分 量 可 由 (1.9.6) 求 得 : 


01 


Fa 9 


1 
3 
如 Fr2sin2R" 


从 而 有 FT4 一 一 去 ， 
卫生 一 六 


T's 一 rsin:8 


《1. 9. 8) 


Fl 一 一 二 十 瑟 人 一 2m》， 


i 
zs 


Ta = T=- 
Tl; — Sm —r, 
Tis {2m—r)sind, 
1 
Ta 一 Ji 一 一 ， 
T= —sindeosd, 
1 
太一 了 3 一 一， 
了 3 一 六 一 Cotp， 
民 的 表示 式 为 


R= — mds (1. 9, 10) 


标 曲 率 R= 二 0, 于 是 能 - 动 张 量 为 
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T= 一 二 mee (1.9. 11) 


{1.9.11) 表 示 辐 射 场 的 能 - 动 张 晤 , 具有 几何 光学 形式 . 比较 
《1. 9. 11) 和 (1.9.1)， 我 们 得 到 


q= 一 了 了， (1. 9. 12) 


天 


St) 


以 上 上 诸 式 中 mw 三 一 一 -， 即 辐射 的 能 量 密 度 . 
为 了 将 va 度 规 以 零 标 架 形式 给 出 ， 首先 将 度 规 (1. 9. 6) 
写 为 
ds: =—({ ,ndar"dr’ + nd dr’dx— 
mmdrdr— mmdr'dr’, (1. 9.13) 
《1. 9. 6) 还 可 改写 为 (对 称 化 形式 ) 


ds’:= «| 去 [1 一 2 da +dr|+| 训 X 


1 2 da +ar | -| 和 (d9trsmodyp |x 
r rr 
一 181 人 ) | 一 | 一 13Imgd ) | 
| 方 Sys FX 
| | C1. 9. 14) 
v2 : 
比较 (1.9.137 和 (1. 9. 14)， 得 到 等 标 架 矢量 的 协 变 分 量 : 
一 他， 
_1i Dmitry D 1 
一 去 | 1 : Ea 
rr 
Fi 4), {1, 9, 15» 
" V2 


m, 表示 式 加 一 个 负 号 是 为 了 和 Kinnersiey 线 ( 见 32. 1) 一 致 . 
为 了 给 出 标 架 矢量 的 道 变 分 量 或 方向 导数 , 我 们 写 出 
号 一 (19,) Ct) Cnr) (9,) 一 (mra)X 
CPD CR ) Cd) , C1.9.16) 


或 者 等 效 地 有 
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-pat+AD-6 5. (1. 9.17) 


as 
上 式 及 可 写 为 
?22 [1 
:dp r | 市 > 训 | BertEd 
C1, 9.18) 


将 (1.9.18)? 重 新 整理 和 对 称 化 ， 然 后 与 (11.9.16) 或 (1,.9.17) 
比较 ,得 到 


DD 二 地 ， 

_ 9 1,2m(u)]e 

A 2|) 7 二 ， 

1 3, 1 3 

3 一 -| 动 :| (1. 9. 19) 


根据 地 矢 量 和 它们 的 方向 导数 可 以 计算 旋 系 数 . 由 (1. 9. 19) 


和 {1. 9. 15) 得 
Di"—0, A—0, HC—0, 
Po 一 | 1 1 x 
天 广 r r 
mp dmita) 1 pg 1 mm) 
08 十 dz 0+ 去 [1 六 |x 


[1-2 Jr, A 二 ， 


r 


Po 二 一 上 上 内， 
r 
] 27i (Cre) 
oo Te] 
CDSR 
dm" 一 过关 天 冯 ， 
Gm’: = Brn, C1., 9. 20) 


将 上 述 结果 代 人 (1.9. 9) 得 到 非 堆 旋 系 数 ; 


全 
7— 《1. 9, 21) 
还 可 以 得 到 Ricl 张 量 零 迹 部 分 的 非 零 分 量 : 
B= ~, C1, 9. 22) 
Weyl 张 量 的 非 零 分 量 只 有 一 个 : 
= (1. 9, 23) 


rr 


由 (1. 9. 22) 可 以 计算 Ricl 张 量 的 分 量 . 因为 尺 一 0, 从 而 有 R,, 一 
一 它 是 能 - 动 张 量 的 天 售 : 


FT, = — (1. 9. 24) 
辐射 场 的 能 - 动 张 量具 有 几何 光学 形式 . 
我 们 可 以 看 到 ,Vaidya 辐射 场 不 注 足 无 源 Maxwell 方程 ， 这 
是 预料 之 内 的 事情 , 因为 辐射 场 有 单 极 结构 . 
实际 上 在 标 架 形式 中 , 无 源 Einstein-Maxwell 方程 由 下 述 民 
煞 关 系 给 出 : 


二 (1. 9. 25) 
由 于 名 只 有 一 个 非 零 分 量 , 我 们 令 
吉 二 mn， 各 一 光一 浊 . C1. 9. 26) 


将 (1.9.26) 代 人 y= 二 0 的 Maxwell 方程 直接 得 到 牙 盾 的 结果 ;一 
方面 只 是 x 和 $$ 的 函数 ， 另 一 方面 入 一 cosb 这 就 是 说 vadya 


度 规 不 满足 无 源 Maxwell 方程 . 
我 们 还 可 以 计算 辆 射 能 量 通 量 . 对 于 静止 于 无 限 远 的 观察 者 ， 
结果 是 := 一 阅 即 等 于 辐射 物体 质量 减少 率 . 
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$1.10 电 ( 磁 ) 荷 、 磁 和 矩 各 质量 四 极 矩 的 外 部 解 


为 了 揭示 一 些 天 体 的 引力 性 质 ， 寻求 同时 具有 电荷 ( 磁 集 )、 
镁 和 矩 和 质量 四 极 矩 的 质量 源 的 引力 场 是 有 意义 的 ， 

我 们 在 $1.5 中 得 到 一 个 具有 电荷 和 磁 逢 的 中 心 质 量 引力 
场 , 没有 考虑 质量 四 极 矩 的 存在 ,也 没有 考虑 电荷 ( 磁 茶 ?和 科 抑 
的 相互 作用 对 引力 场 的 贡献 . 在 考虑 到 这 些 作 用 之 后 ， 本 节 采 用 
微 扰 论 的 方法 ， 获 得 场 方程 的 解 ， 

在 所 讨论 的 情况 下 ; 所 寻求 的 度 规 中 应 该 全 有 质量 四 极 短 J 
和 磁 和 拖 p 的 相互 作用 项 . 与 质量 对 的 贡献 相 比 ,四 极 矩 ”和 磁 矩 
已 经 是 小 量 , 内 此 可 和 忽略 了 和 pp 的 相互 作用 项 的 贡献 . 

静态 辐射 对 称 线 元 在 柱 坐 标 系 Cp, z, 办 中 的 普遍 形式 可 写 为 

ds* =ercidii—e SCdp: de — pe “dd#, (1.10.1) 
其 中 多 和 7 只 是 天 .= 的 消 数 . 
质量 外 部 的 Einstein-Maxwell 方程 具有 形式 


Re 一 28| — FPyt gaFaF”|, (1. 10. 2) 
人 一 站 《1. 10.3» 
式 中 .一 4A, ,一 4.，As 是 电磁 场 四 维 势 ,ki 一 
电磁 场 只 含 纯 磁场 的 条 人 忻 为 
F,=28-3(€,B,—é,B,). C1. 10. 4) 
式 中 总 为 类 时 Killing 矢量 . 由 上 式 可 得 
Fm— "(gg"A. a (1.10. 5) 
式 中 4 二 A,. 
将 (1, 10.1) 和 (1. 10.5) 代 人 (1.10.3), 得 到 4 满足 的 方程 : 
Y:4 一 2YE， VA=0. 《1.10. 6) 
式 中 立 和 Y: 是 平 直 空 间 柱 坐标 系 中 的 梯 庶 算 符 和 拉 普 拉 斯 算 


符 ， 
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由 于 场 具有 辐射 对 称 性 , 所 以 4, 只 有 一 个 非 零 分 量 4*== 4. 


于 是 可 将 Einstein 方程 41. 10. 2) 写 成 如 下 形式 : 


Viy=ke *|v AI, (1. 10. 7a) 
Vg— N+ HY he AL A (1. 10. 7b) 
Vip) 2 ,ke s( A , A’.), 《1.10. 7c》 
7 -一 2p8 op 一 一 2pe zz 4 (1, 10. 7d ) 
由 51. 10. 75)，(1.10.7c) 和 (1. 10. 7d) 消 去 二 阶 微分 项 得 
7 一 并 一 p 一 Re 4 一)， (1. 10. 8a) 
7,—2p¢, -一 吕 poe -94 oA ,. (1. 10. 8b) 
作 变 换 
2 =r Bmr RY) ), (1. 10. 9a) 
zg 二 (rnp 一 ls=cos0l1， 《1.10. 9b) 
式 中 由 = 扎 ，Q 为 星体 电荷 ( 磁 荷 ). 在 此 变换 下 , 方程 (1. 10. 6)、 
(1. 10. 7al.(1. 10. 8a7 和 (1. 10. 8b) 分 别 成 为 
[ri—2mr+ OY A. [pA ,= 
2Cr2— mr th YA, ps 十 2 一 大)4 op, 
(1, 10. 10a ) 


[Cr 一 2r 十 2 YC pg, .一 


ke [ri—2mri RQ) A ,Tp A, C1.10.10b) 


_ 
y ， lp {Cr my) re—2mr 二 


Cm) + (KO —m?) pe 
QD [de — Re A I—{r—m) o£) XxX 


[Be tA, |— 2 mr RQ DDG ,CO— 
ke A ,A..]!. C1. 10., 10c) 


1 om kA: 


A mt omr te) 


Vp 


[及 一 Re AS pp Re A ,+ 


Sr—ml— rafg ke A. | = }. 


C1. 10.10d) 
s rl" 


变换 之 后 的 线 元 表示 为 
ds’ —escidii -eH om) RQ —m:) xX 


dr de : 
ti) (2mr +aQ) x 
(pe de. (1.10.11) 


下 面 我 们 解 方程 (1.10. 10). 注意 到 方程 中 含有 引力 常数 六 ， 
因此 应 有 =#tr, p82) A 二 Atr, pa, 已 .8 一 总 很 小 ， 我 们 将 
和 4 展开 成 的 眶 级 数 : 

pr pr Rp rr, pk ry TR Cr ft 
(1. 10, 12a) 
人 Cr， Pi 天) 一 由 人 rp 十 
RADU, A RA AD 十 和 
《1.10.12b) 
将 (1, 10. 12) 和 代入 (1.10.10) 并 比较 各 项 的 量 级 , 得 到 
[Or 2 gy] ,+ Ag, ,=d. 1,10.13a) 
[Er 2mr) AD] A |] n=2{r° 
Dr yA A . (1. 10.13b) 
[O02—2mn 6] A] = .nt 
eH om AD IAD]. 《1.10.13c) 
[CG 2m A AY = QA, 
2 ADYO Tor 22m YI LATGY+AVgY 
(QI—p LAVGY + AL SY ]. (1.10. 13d) 


[Cr — 2m A AA", ,= 
—A", 2 Snr A rt 
1 一 】 
2301 _ pA PY 十 2 > ， | Cr _ 2mr iAP 十 
J—h 
ANG +A 和 DG). (1. 10. 13e) 


{rz 二 1]， 2 va 
2 


方程 (1. 10. 13a) 可 用 分 离 变 量 法 求解 . 对 于 中 心 质 量 和 质量 
四 极 抵 产生 的 引力 场 ， 可 求 得 


ye 一 于 | 1 一 各 | 十 十 73 一 D 人 为 
| ! 
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Cr 十 


C37 — 6mr 2m ln| 1— S| | 《]1.10. 14) 
式 中 了 为 质量 四 极 矩 . 
下 面 解 方程 (1.10.13b). 由 《1.10.14? 可 知 作 2 一 内 0 Cr，pe 
7) .于 是 应 有 =A 有 .由 于 了 了 很 小 ,我 们 将 4 空 展 开 
为 了 的 医 级 数 : 
fr， ps T= A TADTOUDY). (1.10.15) 
略 去 异 . 10.15) 中 小 以 上 高 阶 项 , 代入 (.10.,13b), 并 比较 J 的 
同 次 项 系数 , 得 到 和 名 满足 的 方程 ; 
[rs— 2mr) A ,+L pA 1.s 
—2m A ,=0. (1. 10. 16) 
(1.10.16) 是 在 史 瓦 厦 背 景 度 规 下 的 Maxwell 方程 ， 用 分 离 变 量 
法 易 得 其 解 ， 


A = YR pp). (1. 10. 17) 


式 中 Po 是 z 阶 鞭 让 德 多 项 式 ，RiCr) 满 足 方程 
[2m OR ,| 一 2 只 一 1 十 1 及 一 0 (1.10.18) 


显然 ， 
PR, 一 全 ， 《1. 10. 19) 
Ri 一 | 2 全 一 | 十 | 2 一 二 jl 一 轰 | (1. 10. 20) 
式 中 a 和 上 5 为 积分 常数 . 


将 (1.10.197 和 (1.10. 20)7 代 和 人 (5110.17)， 了 到 > 一 c 时 的 概 

限 , 并 和 经 典 情况 下 电荷 ( 磁 荷 ) 和 磁 和 矩 的 势 比 较 ， 可 确定 积分 常 
数 a 和 5: 

a=Q, 5 一 到 (1.10. 21) 


* ZF3! 


式 中 急 和 请 分 别 为 中 心 质 量具 有 的 电荷 ( 磁 荷 ?和 磁 矩 . 于 基 我 们 
得 到 Schwarzschild 背景 度 规 下 的 电 闸 ( 磁 荷 ) 和 磁 算 的 势 ， 


4 如 = 电 一 324[2| 到 一 1 +2 一 二 jin[ :一 轨 | 


dn 


(1. 10. 22) 
将 [9.10.14).(01.10.15) 和 .10.22} 代 入 (1,10,1358), 得 到 
A 满足 的 方程 ， 
[Ci 2mr) A, ,TL pAD, 一 2m400 .= 
gotr tp rat gr jp gatr)e. 《1.10. 23) 
式 中 


2 


go ) = mr —2mr)la| 1 一 四 | 十 


lS ~ (90 ?| (1.10. 24) 
了 ?9 


g1(7)=— | 六 (一 2p0( 一 2 十 amar 一 2 


[ln n| 一 到 | |] +| 一 1277 十 42mr 一 449 十 一 一 | X 


上 


lam | 


中 


(1. 10. 25) 


mln| 1 一 各 | + 30m: | 一 ir+15m 一 下 十 咎 


ge) 二 一 弄 | 臣 ， sr —2mn)ln| 1 一 | 十 


区 (ar 一 emr 十 mo?) | (1. 10. 26) 


tr 7) = De | | 


a I ， 
3r :一 3mr 一 7o2 十 2 ln| 1 一 经 | 十 
rr rr 1 


To0—2m) C3r—2m) [In| 1 一 到 | ] + 


Bm m7 
m3 一 时 十 攻 || (1. 10. 27) 
显然 , 方程 .10.?3) 的 解 可 写 为 

AD=f FF tf a. .10.28) 


" L741" 


将 此 式 代 人 (1, 10.23), 得 到 f(r) 满 足 的 方程 : 
Er mmr) fy ,2 12fs= gtr), (1.10.29a) 
[O02mr) 产 2m Bf =pgalr), (1.10.29b) 
[COs— mF ,ome 6 tr). 
C1. 10. 29c) 
[O02— 2mr) 7 ,| ,2mmf0, ,= gotr)— 2 fr). 
1. 10. 29d7 


积分 (1.10. 29)， 路 去 | 衬 ] 以 上 高 阶 项 ,得 到 


A 二 人 一 和 这 十 加 | 


r 


1 Qa 
2 Ft 


peosai 
2 
4 沁 是 质量 四 极 矩 对 Schwarzschlld 背景 下 磁 人 荷 和 磁 钝 的 势 的 修 
正 . 
下 面 解 方程 (13c). 将 内 o 和 4 的 表达 式 代 人 ， 并 忽略 .和 
二 的 相互 作用 项 , 我 们 得 到 
[人 一 2 区 全 ] y+ Lp] ,= 


8 十 


一 呈 cos'g . (C1, 10, 30) 


vo — Sto pv ry). 《1. 10. 31) 
式 中 
0 站 
+ (C1, 10. 32) 
om 二 一 22 和 | 二 十 2 el! -2 闻 | |， (1. 10. 33) 
2 十 竺 + 1 一 各 | | -证 
x m1 一 妾 | |] 一 
2 
se 本 


2 


将 (1.10. 31) 的 解 与 为 下 面 的 形式 : 


phih th , {].10. 33) 
代 大 (1.10,31), 得 到 (x) 满足 的 方程 , 解 之 得 
_ 加 2 :dr 
hk 全 2r {7 一 27] | 元 一 Dry 下 
wr) wr)., {1.10,36a) 
式 中 
71 放生 是 
ww (ry TB (Br Hp Cr 2m)| In| 1 
i Dr 1 
lIn| 1 一 二 一 | 
I 
| 27 | 1 | 2| | 7 | dr 十 
六 /了 
| 271 
， .mn 1 一 -一 
| ] _- | r We (1, 10. 37a) 
3 六 r 
3 名 2m1 1 ，397 2mY 
walr) = Bs (15 [Inl 1 委 | | + in| 1 一 经 ] 
3 mm dm lom 
rr rr 4 4r 六 一 Dp 
| 2 
Inal il 一 | 
6o| r | 《1, 10, 38a) 
+ 
__3paj4 1 2 5 2%m11. 
六 (站 一 Pn? 全 r 十 me? za} in|1 r 
C1. 10. 36b) 
hl) = (7 —2mr + Gm) Har). (1. 10. 36c) 
式 中 


[LGCr) 十 CD er 
里 
rr 一 2m) | 7 一 2mr 十 Em "| 


1 el| [ml 到 | 下 


， 
2 一 -十 2 王 一 mmr? 十 ma 十 


H,tr) =| 


4 
tr 


2797 


(Cr; 二 


276* 


本 mo | 1 一 到 | |: (1. 10. 37b) 


{7 (C7) = 


50. 全 rm Cr 2m In| 1 一 2 十 


ml 7 一 mr Sm 


3 


2 
D7 FO— pr FF 十 

Bn dm 

Dr’ Sr Sr+ |、 C1, 10. 38b} 


至 此 , 我 们 已 经 求 得 度 规 ”的 一 级 歼 正 项 好 . 由 前 面 诸 式 
可 见 , 多 “具有 形式 


pg 二 po 二. {].10. 39) 
类 和 杞 地 ,我们 有 
p= 二 十， 《1. 10. 40) 
由 此 可 知 
=p at pst font Wo: 《1. 10. 41) 
《1.10.41) 中 的 (十 下 为 
prt p= p00). 《1]1. 10. 42) 
其 严格 表达 式 已 由 (1.10. 14? 给 出 . (1.10.41) 中 的 go 为 
= Vg. (1. 10. 43) 
是 玖 荷 QQ@ 对 的 贡献 , 《1.10.41) 中 的 yj, 为 
一 Spe, (1. 10. 44) 


丸和 尘 ] 


是 磁 矩 p 对 的 贡献 ,yw 和 和 由;o 分 别 表 示 户 .@& 相互 作用 及 JQ@ 相 
互 作用 对 引力 场 的 贡献 . 

下 面 我 们 给 出 yo 的 严格 表达 式 . 用 A&? 表示 磁 茶 的 势 的 x 级 
恬 正 中 不 会 J 和 P 的 部 分 , 则 由 (1.10.13e) 可 得 


A 二 0, n 详 1. (C1. 10. 45) 
丸 由 (1,190.10b}) 得 到 js’ 满足 的 方程 ， 
[2 280 的] r= {1, 10. 46) 


对 (1. 10. 46) 积 分 ， 得 到 
* 277. 


Pay =1) _, Hn— 1 ye 
”一 一 | 到 -dro .10.47) 


rz 一 2 2n (7 一 Dr ) 


将 5. 10. 47) 代 人 人 1.10. 4317 得 
二 上 I ? 
ja = kp 一 一 | 1 十 二 人 5 |. 
至 此 ,gw 已 经 以 明显 形式 纵 出 : 


辫 
en 一 om 一 | A emotwatrwa (1. 10.49) 


下 面 计算 eg 中 的 未 知 画 数 7 将 (1.10.30), (1.10.22) 和 和 
《1, 10. 12b》， 以 及 站 的 表达 式 代 入 (1. 10. 10c) 积 分 ， 可 得 7 的 表 
达 式 .首先 将 (1. 10. 10c) 对 r+ 积分 , 得 到 
_ r 
一 | mat 
2mr + KO — ke A] rm) 一 有 
[fC— ke A ,| 一 ZU 一 2mr + RQ:) 
[yg, ni ke A A， }, 1. 10. 507 
将 光 和 有 的 表达 式 代 入 积分 , 便 得 到 7. 在 忽略 J,p 相互 作用 对 
引力 场 的 贡献 之 后 ， 由 (1. 10.50) 可 知 Y 具 有 下 面 的 形式 ， 


1.10. 48) 


7 一 7 十 六 十 7 十 六 十 ra， Cl. 10. 51) 
下 面 我 们 对 (1.10,50) 右 端 各 项 分 别 进行 讨论 和 计算 . 右 端 第 一 项 
7 二 7 十 Yo 1. 10., S21 


是 当 仅 有 中 心 质量 mw 和 磁 荷 已 时 的 7Y 值 .由 (.10. 50) 得 到 
7 一 二 nm 一 2mr 十 4 一方 In[(r 一 mm i 十 


(hkQ: — mp }. C1. 10.53) 
其 中 用 到 了 下 面 的 表达 式 : 
l,i 2 | RO 
各 十 go= 芯 ln| 1 一 党 | 十 下 n| 1+> 一 Zr 
(1,10.54) 
4 一 包 《1.10,. 55) 


(1.10. 517 右 端 第 二 项 六 表示 质量 四 极 矩 单独 对 y 的 贡献 . 
。278 。 


将 站; 代入 (1. 10. 50) ,积分 得 
] 一 下 0 人) 十 下 (Cr 十 下 (rr 


457 天 一 mr 


dm Pr Dar Em (1— py ‘1. 10. 56) 


十 


1 


过 
全 | 二 (7 一 吉 》 一 让 (r 一 )? 十 1 |X 


Fn)=[ 基 | 过 | 


6 
[| 1 一 经 | ] + | 六 二 [一 


G4’ Lp 

5 一 xb[ 1 一 屯 |+| 和 | 等 [ 充 ( 7 一 

| 十 各 《1. 10, 57) 
一 [ 谷 | 时 [一 吉大 一 一 1 

[| 下 + 人 因 各 [一 训 人 "+ 

2 0m) ] 十 多 4 一 mm ji 1 一 经 | 二 

[天] 丝 [ 一 纺 0r-m+ + 人 (1.10.58) 
天 (一 | 对] 次 作 训 人 一 7 一 着 Co 二 1 


[| :一 经 | ]+ 问 (一 my 一 绪 (r 一 m) |xX 
mn| 1 一 天 | 二 本 人 一 mo 一 16 (1. 10. 59) 
此 寻 果 与 质量 四 极 矩 的 引力 场 度 规 完全 一 致 . 


将 (50) 展 开 为 于 的 级 数 以 后 再 积分 , 便 可 得 到 (51) 右 端的 后 
三 项 ， 


EPQO— I)rT1l 4 81 mn 158 
“om [3 3 io 15* 
1 :4,; 大 | 芝 ] 加 
S 天 十 EF + 各 | +ol | C1. 10, 80) 


“ Z79 + 


RECl— pA) 9 ， 1 | 2 


六 5 
i pt 
| | (1, 10. 61) 
EIQ -pe) 3 12 ,i | pe 
ya 2 
{11.10.62) 
最 后 ,将 7 cos9,， 得 到 所 寻求 的 度 规 ， 
| 天 
gu 一 | 1— 2 4+ exp 2g, 428, + 280 29,0). 
(1. 10. 63) 
1 
语 11 一 一 1 一 | exp 一 207 十 27r 一 27 一 2 十 
2X mo 一 2 10 2 pe — 2 80), (1. 19. 64) 
ga = — Yexp(27,—201+27,— 26, 二 27 0 2 十 
27 ,0 — 2 0), [1. 10. 55) 


£313= YsiniGexp(— 2¢r— 2 — 2pr0— 2po0). (1, 10. 66) 
式 中 站 ,7Y,a， 7Y, 和 Ym 的 明显 表达 式 已 由 (56) ~(62) 纵 出 ; yw 由 
(14) 给 出 ; 


和 = 于 /3c0s:9 一 | 人 om) 十 了 
[37 一 生生 六 十 293 )xn| 1 一 各 | {1, 10.687) 
由 C36b) 和 035) 纵 出 : 
一 3pGocosg1 4 1 551112211. 
$a 全 六 ++| mlin|!1 7 | 上 
(1. 10. 68) 
,和 wm 由 (36a) 和 (36c) 给 出 ， 其 级 数 形 式 为 
pp: 1 之 1 
os “十 一 呈 | 药 十 汪 coszg| }+o| 二 | 
‘1.10.69) 
3 1 i 
bio 一 Eze 870— | 十 中 产 | (1. 10. 70) 
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当 了 =0，p=0 时 ， 度 规 (63) 一 66) 退化 为 Reissner- 
Nardstrom 度 规 . 当 旬 二 0, p= 二 0 时 , 度 规 (63) 一 66 退化 为 质量 
四 极 矩 的 引力 场 度 规 . 


$1.11 Tolman 解 


1. 无 压 流 体 <Tolman 度 规 的 场 源 ) 
描述 这 类 物质 的 能 - 动 张 量 可 和 写 为 
T*= pw Pe”. C1.11.1) 
式 中 “是 质量 密度 , zx 是 单个 粒子 的 四 维 速度 , wu"=dzx*/ds， PP” 
蚌 应 力 张 量 ( 取 c 二 1). 对 于 理想 流体 ,其 压强 各 问 同 性 ， 则 应 力 
张 量 P” 可 表示 为 


一 六 (ar 一 总 ”)， 《1. 11, 2) 
式 中 p 是 压强 ,如 果 压 强 等 于 零 , 则 了 ”简化 为 更 简单 的 形式 : 

了 一 Dear (1.11.3) 
将 上 式 代 入 守恒 律 了 4 一 0,， 容易 得 到 

uu = 0. C1.1].4) 

(CoH) ,= 0, 1.11.5) 


方程 (1.11.4) 表 明 , 流体 中 每 一 质点 沿 短程 线 运动 , 方程 
《1. 11.5) 表 示 静 质量 守恒 . 

2. 随 动 坐标 系 

如 果 流 体内 所 有 粒子 的 轨迹 可 以 用 类 时 的 ,不 相交 的 曲线 族 
来 描述 , 对 于 局 部 观察 者 , 可 以 选取 这 些 轨 和 迹 为 新 的 类 时 坐标 ， 
这 样 的 坐标 系 称 为 随 动 坐标 系 . 变换 到 随 动 坐标 系 时 ,类 时 坐标 
t 和 径 向 坐标 + 分 别 变 为 :和 x', 角 坐 标 2 和 9 可 以 保持 不 变 . 因 
此 ， 场 的 球 对 称 性 质保 持 不 变 . 消除 交叉 项 之 后 , 随 动 坐标 系 中 
普遍 的 球 对 称 度 规 可 表示 为 

ds:—~udf:—-vdr: — wwdd. 1.11.6) 
式 中 d==d 扩 十 slo 0d 二 wry vw 二 vr tt), w=wtlr, t). 
为 了 简便 ， 上 式 中 上 和 六 的 撤 < 号 已 去 棒 ， 
。23 


粒子 的 轨迹 由 短程 线 方程 (1.11.4) 措 述 ， 在 随 动 坐标 系 中 ， 
油 这 些 短 程 线 坐 标 *，2, 8 均 不 变 , 因此 四 维 速度 是 


Pr 一 fa 0, OO, 0). {《1. 1 7 
式 中 ww* 二 dt/ds. 于 是 短程 线 方程 可 写 为 
Phu = ， (1. 11. 8) 
由 此 得 二 00 二 1 2; 3), 3gwm 一 0. 即 gw 二 gwtt), 只 是 类 时 瞧 
标的 哨 数 . 
令 di 一 ul’2dt， C1. 11. 9) 
其 他 坐标 不 变 , 则 (1.11. 6) 可 写 为 
] 0 
— ge 
gm= Rs ， (1.11,10) 
0 — Risin:d 
8 上 其 有 形式 
1 总 
es 
8 一 Ra . (1.11.11) 
站 — RR si 2 


为 了 简便 , 在 上 式 中 最 后 又 去 掉 z' 的 撤 号 , 并 代 人 ee’ 二 v,， R= 二 ww， 
# 和 民 只 人 洁 上 和 六 
按照 这 里 选择 的 坐标 系 ,， 短 程 线 方 程 (1. 11. 8) 的 零 分 量 成 为 
恒等式 ， 沿 短程 线 dy 一 dg 一 d9 一 0,， 我 们 有 dz 一 ds， 从 而 有 
w=u 二 (1, 0, 0, 0). 《1. 11. 12) 
由 《1.11.10) 和 (1.11. 11) 可 得 不, 的 不 为 零 分 量 : 


Th =3 T=T=R RK, 


1 ] 
=e py. re 
TisC—=T RIR, 

Ti,= RE, Ty=—e :RR', 
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2 一 COt 有 ， 了 3 一 玉民 stm 日 ， 
和 一 一 6 *RR'sin0, Tas— — sintcosd, 《1.11. 13) 
器 
式 中 j= 时 ,x 二 学. 
由 (1.11.13) 可 得 R, 的 不 为 零 分 量 : 


11, 2p Le 
Ri = or RE 4 村 
1 ,, 2 
Ro 二 久 HAR 


Rb 一 er| 去 w 十 二 忆 十 页 AR| 二 黄玉 一 2R， 


Ru—RR+ SRRAtR’+1— 


e | RR' -FRR +R'| ， 
R= sn:0R,,, 《1 . 11. 14) 
标 曲 侍 为 
_ 2 pr ER 
R=2e | R"+| 自 | Re | 
RI 2 _ dp ,Ll 
去 训 一 起 不 2 {1.11. 15) 


由 (1,11- 12) 可 知 , Tw 上 只 有 一 个 分 量 不 为 零 , 即 了 了 ww 二 Pp， 而 
上 且 牙 二 p. 将 这 些 结果 和 (1. 11.14)，(1.11.15) 代 人 场 方程 


R= inl Tg,T ， 


| 2 
To Dn ‘1. 11. 18) 
得 到 产 和 县 满足 的 方程 ， 
一 点 一 名 R 一 分 并 一 4 和 PP， (1.1i.17)» 
2R' RA (1. 11. 18) 
—p ? 六 4 机 — 
w+ 2 ‘+ ERete | ER'K—RR | dnp, 
C1.11.19) 
2 /RI? 1 一 pm pr KR’ 
中 Rt+2| 家 | 十 去 RAT 序 +e | 让 R'# 2| 去 一 
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2 
RR |=4rp。 (1.11. 20) 
由 (1.jil.172 一 (1.11.20) 消 去 售 的 项 ,得 到 三 个 方程 : 


ee 人 2 玉民 士民 十 1 一 民 一 个 ， (1.11. 21) 
2R' — Rp=0, C1. 11. 22) 
—r 1 Pi 1 iR 1 2 pm J 
多 | RR | 有 | Fa 有 RA 十 

, Ri 2 1 

| 去 | TT Ri dp. £1], 11.23) 


度 规 (1.11. 10) 表 明 , + 二 const 的 球面 的 面积 是 4xR'， 而 且 民 应 


满足 条 件 R' 三 守之 0. 方程 (1. 11.22) 满 足 这 一 条 件 的 解 为 
er—=RE/T7) | Fl) 1. (1. 11. 24) 
将 51. 11.24) 代 入 (1.11.10)， 得 到 度 规 的 表达 式 ， 


ds =dit’— rr — R(tdF+risin’d), C1.1]. 25) 


此 即 Tolman 度 规 . 
将 {1.11.24) 代 入 (1.11.21) 和 (1. 11.23), 得 到 


和 
1 Fd 


1 pp a lp ry 
Ri (2RR' —f) + Ra(R’— N=4rp. (1. 11. 26) 
积分 (1. 11.25)， 得 到 
Rt fl) = (1. 11. 27) 
式 中 五 (7) 为 7 的 任意 函数 . 将 (1.11. 27) 代 入 (人 .11,26) 得 
我 们 讨论 f(r) ==0 的 特 跌 情况 . 此 时 (1.11.27) 简 化 为 
»2 FOr) 
产 一 一 让 一. (1. 11. 29) 
积分 此 方程 得 
号 了 2 
Re, 门 一 | RY ) EP | (4.11. 30) 
式 中 Rr}— ROO, ry, 《1.11. 31) 


» 28 


将 1. 11, 30) 对 r 微分 并 利用 (1. 11. 28), 还 可 得 到 
RCOR' (7) f 1 
下 Cr 一 2) 
《1.11. 32) 


Rlt, 7)— tdrn) | 


另外 ,由 51. 11.28) 还 可 得 到 


RR'p) 0. 《1. 11. 33) 


31.12 Wilson 解 


静止 带电 流体 球 的 内 部 解 , 已 有 人 给 出 . 1965 年 , Efinger 给 
出 一 个 严格 解 ， 此 解 在 原点 r= 二 0 处 有 一 奇 点 . 1967 年 ，Kyle 和 
Martin 给 出 一 个 解 ，1969 年 ，Wilson 区 给 出 一 个 和解 ，Kvyle 和 
Martin 的 解 都 消除 了 原点 7 二 0 的 奇异 性 . 当然 , 这 些 解 在 > 关 0 
处 仍 可 以 有 奇 点 ,于 是 他 们 对 流体 球 加 以 一 定 的 限制 ,以 避 开 这 
些 背 点 ,， 下面 我 们 求 静止 带电 流体 球 内 部 场 方 程 的 解 。 附 加 一 些 
条 件 , 得 到 一 个 球 内 没有 奇 点 的 解 ， 所 得 到 的 虚 规 是 ; 球 对 称 的 ， 
而 且 遍 及 整个 球 , 压强 , 质量 密度 等 都 是 有 限 的 . 因此 , 所 得 到 


的 解 满足 球 内 的 物理 条 件 . 
将 球 对 称 度 规 (c 一 CG=1) 
ds: =—e'di —e’dr:—r:tdF tsnddy) (1. 12.1) 
代 人 场 方程 
Rs— 50R=—8r (M+E;), (1. 12. 2) 
= dro (1. 12. 3) 
上 in 十 下 wp 十 站 or 一. 《1 12. 4) 
式 中 Mi (pHpIa tr 一 让 0 看. 
» li pw 1 rep 
Ei FFPot dr Fa), C1. 12. 5) 


其 中 和 so 分别 为 质量 密度 和 电荷 密度 . 
静 正 情况 下 ,w= 二 0， Hg. 假设 声 完 全 是 静电 声 , 即 FF 
» ZH5* 


二 个 ， Fun=# PR 由， 这 里 是 静电 热 . 


场 方 程 化 为 
a Ta 1 ， ] 
2 17 7p EB. 《1. 12.6) 
| [i A te 上 _ 让 
1 3 一 + p+E， (1. 12. 7) 
二 记 | 十 点 一 8ro 十 忆 (1. 12. 8) 
式 中 E=— FF,, 9 《]. 12.9) 
ro 一 | 守 一 十 之 Zp"tatr. > re z. {1.12. 10) 
方程 (1.12.6) 一 (1 12. 和 可 改写 为 
eav vy Mv vi 1 1 
Bxp™— ro la gtrl ga 
《1.12. 11) 
ev Mv wR 1 lL 
E 了 | 三 十 本 一 天 一 元 点 | 十 六 ， (1. 12, 12) 
SA Av wo 1 1 
+ 4. 
8rp 一 。 [和 人 
(1.12. 13) 


这 里 .我们 有 四 个 方程 :(1.12.6) 一 (1.12.8)7 和 (1.12.10)， 有 六 
个 未 知 量 :p, 此, 志 , 4, vy 和 zz. 因此， 有 两 个 变量 可 以 自由 选择 ， 
我 们 取 4 和 v 为 这 两 个 自由 选择 的 变量 . 为 了 使 -一 0 时 不 出 现 奇 
异性 ,由 方程 (1.12. 11) 一 (1. 12.13) 可 知 ， 只 要 令 

A= 4r2， 《1.12. 14) 

v= Bri+C. C1.12.15) 
式 中 4, B 和 CC 是 任意 常数 . 

将 《1.12.140) 及 (1.12.15) 代 入 (1.12.6) 一 (1.12.8) 和 
{]. 12.10), 我 们 得 到 
1 


16xp=e-* "| 4B 一 24+B(B— 4) 十 二 | 一 二 ， 


~ 
《1, 12. 16) 
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2E=e "| BCB 一 4)m 一 到 4 ?一 点 | 十 喜 ， 《1.12 
上 
16mpo 一 < 人 | 64 一 BCB 一 A 一方 + 评 (1.12, 
| ol 2 
drg= | + 人 p+ A+B)rE™ em -0 (1.12. 
式 中 
ol | a Br 1 Rs :_ AB 2 41 
F [. | 二 Br 一人 一 全 十 
1 
2 一， | (1.12 
2r 
在 r 二 0 处 ,由 方程 41.12.16) 一 (1.12.20) 我 们 有 
16rzo 一 4 一 24， 《1 . lz 
FEF,=0, (1.12 
16ro0o 一 64 ' 《1.12 
4roo 一 半 [ 民 十 (人 4 一 瑟 )?] (1. 12 
为 了 使 p, 和 po 都 是 正 的 ,必须 有 
2B 这 A， [1. 12 
A 这 =0, (1.12 
进而 ， 对 于 po 这 3po， 
A>B, (1.12 
条 件 51. 12. 25) 和 (1. 12, 27) 合 写 为 
2BAB, (1. 12 


下 面 我 们 给 出 边界 =r ) 处 所 满足 的 条 忻 
C1) p= 二 0， 由 方程 习 . 12.16) 得 到 


1 


.17) 


18) 


19) 


. 20) 


. 21) 
, 22) 
23) 


: 24) 


+ 25) 
.26) 


. 27) 


,28)} 


em | 4B 一 4Br? 十 Brrf 一 24 十 广 一 十 =0。 (1. 12. 29》 
由 于 这 一 方程 具有 了 唯一 解 六 ,而 且 >=0 处 压强 po 守 90， 所 以 证 整 


个 球 内 上 r<r) 都 有 pp 六 0. 


(2) 一 处 有 Ei 一人， 式 中 @ 是 球 的 总 电荷 由 方程 


(1. 12.17) 和 <1, 12. 29) 可 得 


» DH 


1 & 


pm 2Bri+ = 一 一 访 ， (1. 12. 30) 
ri | 站] 六 
QQ 0, 由 (1, 12. 17) 和 (1. 12. 29) 给 出 下 面 的 条 件 ; 
， -2 五 一 4 
"i BA By (1,12. 31) 


条 件 (1. 12. 28) 表 明 上 式 的 右 端 是 正 的 . 
我 们 还 可 以 看 到 ,整个 球 的 EE 是 正 的 ， 由 方程 (1.12.17) 可 


得 
2 Airs 
2E=e 人 | 王 [ 避 十 本 
(1. 12. 32) 
显然 上 式 右 端 是 正 的 . 
(3) py 宇 0. 由 方程 (1. 12. 18) 和 (1. 12. 29) 得 到 
A 十 B 尝 0. (1. 12. 33) 


条 忻 C1., 12. 33) 表 明 , 在 7 二 7, 处 pi 不 可 能 等 于 零 . 因为 若 一 0， 
则 由 (1.12.25} 和 (1. 12. 26) 确 定 的 正 数 4 和 B 都 等 于 零 . 这 导 
致 整个 球 内 p= 二 EE=p 二 二 0、 即 球 本 身 不 存在 ， 

我 们 很 容易 看 到 , 整个 球 内 wv 都 且 正 的 . 由 方程 (1. 12. 18) 可 


得 
16rp 一 e 四 全 | 
(1. 12. 34) 
显然 上 式 的 右 端 是 正 的 . 
{4) 十 名 二 0， 应 用 方程 (1, 12.14) 和 (1. 12.15), 得 到 
Ari+ Bri+C=0. (C1. 12, 35) 


方程 (1. 12. 35) 表 明 必 人 因为 4, BB 和 ri 都 是 正 的 . 


(5) oe 二 1 一 织 十 各， 式 中 M 是 球 的 质量 .应 用 方程 


(1.12.14), 得 到 
1 C1. 12. 36) 


六 1 | 
本 节 得 到 的 解 (Krori 和 Barua ，1975) 在 中 心 和 边界 处 帮 是 
*。 288 。 


正常 的 , 满足 物理 条 件 ， 
§ 1.13 Einstein-Rosen 解 


这 一 度 规 描述 柱 耐 引力 波 , 它 在 平家 学 中 有 重要 应 用 前 面 
的 Weyl-Levi-Civita 度 规 描述 静止 的 轴 对 称 的 引力 场 . 将 其 中 
(1.7. 34) 的 坐标 > 和 + 对 换 , 得 到 线 元 (ce 一 1) 
ds:=e’ (dri—do)—e “pdg—e*dz’, (1. 13.1) 
由 站, 13.1) 可 将 Einstein 场 方程 写 为 
Fy |. 1% Fy 0 


0 pao Re 时 C1]. 13. 28 1) 
gl i oy 2 | a | 

元 =e 必 多 | 二 | 全 | (1.13. 2b) 
Fo YY 

Fk a 1. 13. 2c) 


首先 , 我 们 讨论 波动 方程 (1. 13. 2a) 的 周期 解 . 其 一 般 形式 
为 
= A wp Yeos twtt a i BN (wo)cos (wtt 8), 
(1. 13.3) 
式 中 Jolwp)} 和 和 Notwp) 分 别 是 第 一 类 和 第 二 类 Bessel 医 数 ，4， 
Bw, a 8 为 常数 . 作为 一 个 特殊 情况 ， 我 们 讨论 特 解 
= A wo icosw, [1.13, 4》 
这 是 一 驻 波 解 . 将 此 解 代 人 (41.13. 2b? 和 (1. 13. 2c)， 得 到 


oO Ar [op eosiwe rt Llotewo) lsin’wr}, 


Em 
(1.13.5) 
Bi , 
EF — Aw plotwo To wo SNn2wt, ‘1. 13. 6) 
积分 ,得 到 
”一 Arwpy (wp Ty (wp)cos2et + Anrep x 
{Lo Cp) — owo) To twp) }, (1. 13. 7) 


» 2Z80* 


显然 , 风 和 > 都 是 上 的 周期 函数 . 
如 果 我 们 取 
v= BN (wo Icoswt 
代 蔡 (1.13.4)， 则 得 到 的 解 在 原点 有 和 奇异 性 ， 此 解 可 解释 为 无 限 
长 质量 线 发 出 的 柱 对 称 的 引力 驻 波 . 


如 果 取 

y= ATwp coswtt ANo (wo) sinat, (1. 13- 8) 

考虑 到 6 很 大 时 Bessel 函数 渐 近 展开 式 

， 2 1 1] Fd 
Twp) ~ | 二 | cos| wp— | ， 《1. 13.9》 

i? 1 172 | 
NuCop) 一 | A sn| wp 一 于 | ， (1. 13. 10) 
我 们 有 

i 全 1 : 开 

4 一 4| Ap) cos| op 一 凡 一 于 | 《1, 13. 11》 


这 是 一 个 回 外 传播 的 柱 面 波 . 
将 展开 式 (1.13.10) 代 人 (1.13. 2b) 和 (1.13. 2c) ,积分 后 得 到 


y= p(T op) TY wp) + NoCwp) Ny Cap)+ 
wo Twp) ti Cop + NECwo) t+ NCwp) 


[rap Tw) — No Coo) Ny (wp) jcos2et— 


Ew NG wo NoCwp? Ts Cwp) sin2az — Arex. 


(1. 13. 12) 
此 解 中 含有 一 个 时 间 的 非 周 期 项 . 由 于 引力 能 量 的 连续 转移 ， 使 
度 规 张 量 发 生 非 周期 性 变化 ， 
下 面 研究 脉冲 解 . 
我 们 讨论 从 = 轴 发 出 的 脉冲 波 . 将 波 函 数 多 取 为 
lif fe IAF 
$= | FG 0 (1.13.13) 


式 中 t=1 一 p 是 延迟 时 间 ;f 了 (是 波源 强度 , 假设 当 +< 二 一 t， 时 
f(t) 一 0，、tt 为 一 有 限时 间 . 容易 验证 (1.3.13) 满 是 方程 
+ OD + 


(1. 13. 2a). 


以 下 讨论 几 个 例子 . 
1， 取 波源 函数 为 
f= fd). (1. 13. 14) 
式 中 让 ==const. 将 (1.13. 147? 代 大 (5.13. 13) 得 
$=0, ro,. (1.13. 15a) 
_1 fo 
dar >0. (1. 13. 15b) 
由 方程 (1. 13. 2b) 和 (1. 13. 2c) 可 和 姑 
Y=0, tr<0. (1. 13. 16a) 
De 
hy r>0. (1.13.16b) 


这 是 波源 为 尖 脉 冲 的 情况 . 与 r=t 一 2 二 0 对 应 的 波 前 为 奇异 面 ， 
接着 有 一 个 “尾巴 ”持续 很 长 时 间 . 
2. 取 波 源 函 数 为 

f=—0, 1<0. 

FOO= fo, OET. 

f=0, tT, (1.13, 17) 
式 中 记 二 const. 将 (1.13.17) 代 人 (1. 13.13) 积 分 得 

j=0, ft 0D. 
g—eln 于 一 全， D<<r< 了 ， 
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b= 关子 导 人 全 一 rz， r<<T， (1.13. 18) 
积分 (1. 13. 2b) 和 (1. 13, 2c) 得 

7=0, tO, 

y={ 革 | In 二 0<r<T 
Y= 二 | 二 In ee, rT., (1.13. 19) 
式 中 rx:= {oT)— oj}?. {1.13. 20) 
可 以 看 到 , 在 这 种 情况 下 卢 和 > 仍 有 奇 点 ,这 是 由 于 源 函 数字 的 

。297 。 


不 连续 性 引起 的 . 
3. 取 波 源 函 数 为 连续 函数 


FE 一 DT0Di (1. 13. 21a) 
fT) = fot, to>0. 《1. 13. 21b) 
式 中 ==const， 在 这 种 情况 ,重复 前 面 的 步骤 ,容易 得 到 
j= 二 0, tO. 
p= [id py], TO0; 
(Cl.13. 22) 
7 一 操 ，r < 所， 
A 


1 = 2 12 
了 ra oy onmttt To) 
Ga 5; 


| 
户 


”一 | 光 


tf — pn ， TD, (1.13.23) 


函数 多 和 7Y 在 r 一 上 一 p 一 0 处 的 奇 点 已 被 消除 . 
4， 为 了 清楚 t 很 大 时 解 的 行为 , 令 源 函 数 为 


Alt =0, FE 

了 (一 0 tt 了， 《1. 13. 24) 
设 + 二 tf 一 p 宇 TT， 则 积分 (1. 13. 13? 的 新 近 式 可 写 为 

1 A 

$3 py 1. 13. 25) 

式 中 fo = | fayar 《1. 13. 26) 
A ll fiop ? 

从 而 得 到 ”一 ee | ， 《1, 13, 27) 


可 见 波 的 “ 尾 ” 已 消除 . 
§ 1.14 Kerr-Newman 解 


Kerr 度 规 措 述 一 个 句 角 器 转 动 球体 的 让 部 引力 场 ;Kerr- 
Newman 度 规 描述 一 个 匀 角 速 转动 荀 电 球 体 的 外 部 引力 场 . 我 们 
先 讨 论 Kerr-Newman 度 规 , 而 把 Kerr 度 规 作 为 其 特殊 情况 . 在 
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$1.15,3 3.5 和 $3.15 中 还 要 给 出 Kerr 解 的 推导 ， 
我 们 由 Reissner-Nordstrom 度 规 经 过 复 坐 标 变换 获得 Kerr- 
Newman 度 规 (Newman,;1965). 


作 变 换 
=r; =0, d= 
du =dt— (1.14. 1》 


ri— omrte: 1 


可 把 Reissner-Nordstrom 度 规 (1. 3.9) 写 为 ( 取 c=1) 
2 
ds 一 | 1 一 2 + 所 | dn: +2dudr—r*(dPF+sn 6d ), 


《1]1. 14. 2a) 
1 一 各 + 所 1 0 0 
即 gO— 1 oO 0 0 . C1. 14. 2b) 
0 0 一 六 0 
0 心 0 —risnd 
由 此 得 到 
g—=—risin’8, 
0 1 0 0 
1 -i121 | 0 0 
r a 
有 ”一 
0 0 一 访 0 
六 
0 他 —r sin :8 
©]1. 14. 3) 
引入 志 标 染 i HM PT 和 | 
HH 1 
1 了 ee: 
一 66 一 | 让 一 于 十 帮 3 167， 
ll 了 | 有 i 
一 + | (1. 14. 4) 
此 时 度 规 可 写 为 
p= Tn C1]. 14. 5 
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[1. 14. 4 加 是 采用 委 标 办 表象 的 Ressner-Nordstrom 度 规 . 


把 人 1. 14. 4) 中 的 r 人 延 所 到 复数 空间 ， 并 把 零 标 架 改写 为 
一 全 
六 | 2 
一 8 一 二 [ 1 一 吉 | 志 十 二 | 十 村 6f， (1,14. 6) 
2 r 产 rr 
Eo | 1 1 卢 ' 上 
7 7” Ong ‘| 
作 变 换 一 rr 十 tacos8， 
#' dO— tacost. C1. 14.7) 
或 
dr ~dr—rasingdd, 
du’ —du-ttasingde. C1, 14. 8) 
由 于 标 架 和 朱 量 是 坐标 空间 的 四 维 矢 量 ,， 我 们 得 到 变换 后 的 标 架 矢 
量 : 
i 2 一 
Te i1acosB) | x 
[iasin0(69 一 部 ) 十 部 十 | ， 
n'* 二 前 一 [去 一 [mr 一 分 (十 atcos20) -1 | 
p= nn Oo “一 了 7 
我 们 有 
pC—asnidy 站 人 十 -全 0 —p ia 
{ray 2 [2mr— tra:}—e) 站 A Ig 
& 0 0 一 内 0 
— Pa pa 0 nt—sin hy 
= 
1 A ?te — Dr) 1 0 pitasn dtm — ey 
1 D 心 一 2sin2 他 
0 0 一 内 站 
人 让 全 3 有 2 他) tomr ey —asnip 0 sng| + 二 | 


(1. 14.9)» 
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式 中 PP 三 r* 十 a cos’0. 
由 (1. 14- 9)，(1. 14.7) 和 (1.14.1), 最 后 得 到 
ds: 一 [dt —asin:bdy]j’— 
san: 


了 [tri+a’ Ydg—adi jC— Pay — Pde. 


A 


(1.14.10) 
式 中 =r7? 一 2mr 十 a?: 十 e:， 
式 01.14. 10) 就 是 Kerr-Newman 度 规 ， 
Kasuya(1982) 将 Kerr-Newman 度 规 推广 到 场 源 含 磁 荷 的 情 
况 . 在 Boyer-Lindqutst 坐标 中 ，Kerr-Newman-Kasuya 度 规 表示 
为 


_ 2 2 
ds (1 df 一 守 dr* 一 3 一 


[2 — nb Cr a?) | x 


Dasinid 


sin dg + (2m (erta) dydt, (1.14.11) 


式 中 =riaicosd, A=r: ae gq — 2mr, 
J 


籽 一 一。 
7 


ms e 和 9 分 别 表示 源 的 质量 , 电荷 和 磁 荷 . 
当 e 二 0 时, (1,14.10) 退 化 为 


ZHtr 


acos0 | ; 
racosid 


dz 一 二 二 全 dr 一 


了 一 27 一 如 


ds: 一 | 1 


2 2 
二 azcostg)d6: 一 | "Ta 十 人 
2 
sin’bdg — ed de, (1. 14. 12) 
这 就 是 著名 的 Kerr 度 规 ， 


在 (1.14.10) 中 令 ea 一 0， 便 得 到 Retssner-Nordstrom 度 规 . 

此 度 规 在 时 间 反 演 (r 一 一 轧 变 换 下 形式 不 恋 ， 是 一 个 静态 球 对 称 

度 规 . 当 a 天 0 时 , 度 规 (1.14.10) 不 具有 时 间 反 演 不 变性 , 是 一 
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个 稳 态 加 对 称 度 规 . 
为 了 说 明 参量 4 的 物理 意义 , 我 们 把 Kerr 度 规 按 卫 展开, 保 
留 一 阶 项 , 得 到 
dz 一 | 1 一 他 | ae 一 | 1 一 积 | dr 一 


rd +sin’ddg ) +4 sin’ddgdt. 


1 2 
引入 坐标 变换 一 ”| 1 十 zz | ， 可 把 上 式 化 为 
2 
dd 全 区 x 
(1+ | / 
' ? ! 
[dr:+ri dF Tsin dy) | 十 
— sin’Gdgd. 
| 1 十 区 | 
r 


按 节 展开 , 保留 一 阶 项 得 
dz 一 | 1 一 于 | de 一 | 1 十 到 | x 


一人 
r 


(dri+ridF+risin Hd) 二 + 


sin*@d qdi. 
(1. 14. 13) 
将 (1. 14. 13) 和 Lense 所 得 到 的 转动 球体 外 部 度 规 ( 弱 场 近 似 ) 
di 一 | 1 一生 | de | 1 十 各 | x 
GJ ,， 
{dr:+rid@+trisiniBd¢y) 二 4 sn ddedr 
相 比 较 , 可 得 


让 
[3 


由 于 光一 <， 故 
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J 
a Afe? 
ac 一 yi， 即 单位 质量 的 第 动量 ， 常 称 为 比 角 动量 . 
由 此 可 知 ，Kerr 度 规 和 Kerr-Newman 度 规 描述 转动 球体 的 


外 部 引力 场 . 
§$ 1.15 Kerr 度 规 的 直接 推导 


上 节 中 我 们 用 复 延 拓 的 方法 由 R-N 度 规 获 得 了 Kerr- 
Newman 度 规 和 Kerr 度 规 由 于 不 是 解 引力 场 方程 得 到 的 ， 所 
以 不 能 算是 严格 推导 ， 只 能 人 靠 代 入 场 方 程 验算 ,来 证 实 它 满足 场 
方程 .本 节 采 用 直接 解 引力 场 方程 的 方法 导出 Kerr 度 规 (Klotz， 
1982). 我 们 还 将 在 $3.5 和 3.15 中 用 Ernst 方法 和 碧 立 子 方 
法 给 出 Kerr 度 规 的 标准 解析 推导 . 

按照 Klotz 的 符号 , 稳 态 辐射 对 称 度 规 可 以 写 为 


ds:—Ydr’— Sd +d + dy) +2gdrdp (1.15.1) 
式 中 Y=7Y(¢, 0), ES=E(t, 0), g=g(0), a=const. 


(1, 15. 2) 
作 变 搞 dr 二 di 一 gdg， (1.15. 3) 
并 设 ~a(p—y), p=p(t), (1.15.4} 


度 规 (1. 15. 1) 改 写 为 
ds:—=7Ydti—a(tp—g)dr—a(tp—g}dF— 
LO-7)9:+ pa dy 29 Ci— 7 didy, 《1, 15.5) 
取 华 标 =t ,x 一 一 和 9， rr: 一 gp， 由 (1.15,5}) 可 得 


7 7 ,二 + (17)g., 
TS 一 王宫 ， Fe 一 工 名 2 J Ed 
po — APY ,+t 07)p.] 
1 2 * 
re PY 07g..] 
3 - 2 态 ' 


» ZO7'* 


好 /1 

2 ” 

1 ri, A .1 一 疡 1 
2( 训 一 9)” 23 


pa 
Th 3 Tl;= 一 
= 一 Ty = 


1 92 rn 
ls pa i " 


:一 (1 一 7)G :一 07 ,3 rz 一 一 一 Qs 
| 2 之 ” 2(p—9) 
:Pb ps TY Lp+2d1 gj ， 
12 2(p—9)’ 下 9 EJ 
六 | ,al gs, 
3 ol 3 i 
一 253 + 
Ed 一 人 
ms, A 1 
py [PY+ 17):g]g.s 97,, 
名 3 29 昌 
其 余 ,二 0. C1. 15. 6) 
式 中 
A=7 p+ (1—7)g. (1.15. 7) 


由 《1. 15， 6) 得 到 RR 的 表达 式 ， 只 有 Ror， R03, Rs Rs 和 玉 2 和 Rs 
不 为 等 . 其 中 


Ru=—~ s+ (pg) 二 
2Y 9, 1p J+X 
[一 zy 1:—29.:(1—7)’]j, (1, 15. 8) 
# 11 十 op) 
由 了 AS[， 1 1 一 让) 十 


Ts! {2A[27, 20 .2 一 (1 1 一 XY)9. sz 十 
[27g: (1—7) —Y spq.1]) + pas’ P97), 


£1. 15. 9) 
" 2Z98 + 


刀 1 号 ; 


二 一 5p 97 1 十 22 1j. 


5 一 
(1. 
显然 ， 方程 Rl: =0 的 一 个 解 是 
六 .二 0， 01. 
和 代入 {1,115.7} 得 
(7g.， 
上 a p—a 站 1], 
注意 到 (1.15. 2), 积分 此 式 得 
2 
7 一 1 pp f= fe). (1. 
引 人 5 代替 $b: 
do=A dt， Cl. 
场 方 程 qRowt Ros = 0 Cl. 
可 写 为 4 2 区 一 20g 5 十 gj —29'p"— 
pt =0, ©1], 
式 中 二 玫 , 注意 到 p=p(o)， f 二 f(o), 而 g=g(0)， 
由 上 式 可 得 
他 =k=const， C1. 
p=28p+n, n=const, (01, 
g's—= 2k9° —ng. (1. 
积分 (1,15.7) 一 (1,15.9), 适当 选取 积分 常数 值 , 得 到 
q 一 一 亮 sm ‘| 地 (2k)'%0]， (1. 
p 一 站 (ho 一)， C1. 
f=Ao, A=const. (1. 
选取 常数 , 使 
k=2, n=— dda, A=ma !’; Cl. 


15. 
15. 


.10) 


. 11» 


12) 


-13) 


14) 
15} 


16) 


-20) 


引入 变量 +, 使 

r= a da， Cl 
此 时 有 dr 二 (a2?di. 将 (1.15.23) 一 (1.15.24) 代 人 (1 
一 《1,15. 22), 得 到 

g=asind, pa fr 十 


f=a (mr); | 
代入 (1.15.13) 和 (1.15.17) 得 
7 一 1 一 三 王 人 2 A=a {rita—2mr), (1 


rarcosp’ 
代 人 (1,.15.157， 得 到 场 方程 R, 一 0 的 一 个 严格 解 : 


Dr ja 一 ~ tacost 2 
racosd " 


2_ 
ds -| 1 ra nr 
(二 aacoassgd82 一 | (ra 十 


dmrasin:a 


Dr ea Sn :8 
racos 


rcosg 


此 邯 Kerr 度 规 51. 14. 12). 


snzpdr 十 didea (1 


. 15. 24) 
,15. 20) 


.15. 25) 


.IT5, 26) 


-. 15. 27) 


桂 元 星 等 站 984) 用 Klotz 的 方法 求 出 了 Kerr-Newman 度 规 ， 


时 30OU0* 


人 复合 场 方程 及 解 


8$2.1 标量 -电磁 -引力 复合 场 


近年 来 ， 人 们 对 于 用 高 维 空间 作 低 维 分 解 的 方法 研究 统一 场 
论 越 来 越 感 兴趣 ,并 且 枸 造 了 几 种 复合 场 ; 但 场 方 程 密 是 不 具有 
明显 形式 的 , 因此 很 难 给 出 它 的 严格 解 上 哪怕 是 最 简单 的 球 对 称 
解 )， 这 就 使 人 们 无 法 探索 复合 场 产 生 ( 预 言 ) 的 引力 效应 了 . 

另 一 方面 , 在 广义 相对 论 建 立时 ， 人 人们 就 已 经 清楚 地 认识 
到 ,物体 唯一 有 意义 的 运动 是 相对 于 宇宙 中 其 他 物质 的 运动 .这 
一 观点 可 以 追 漳 到 马赫 原理 . 为 了 充分 考虑 这 一 原理 ，Erans 和 
Dicke 在 建立 场 方程 时 , 在 拉 格 央 日 密度 中 引 作 了 一 个 标量 场 94: 


Epp = | PR 二 一 wg) 5]. 


这 一 理论 和 广义 相对 论 同样 经 受 住 了 精度 日 益 提 高 的 引力 实验 的 
检验 . 

本 节 的 目的 是 建立 一 一 种 关于 标量 场 .电磁 场 和 引力 场 的 复合 
场 理论 . 

我 们 采用 五 维 Rieman 流 形 的 4 十 1 分 解 的 方法 确定 拉 格 并 
日 密度 ,从 而 建立 复合 场 的 场 方 程 . 然后 , 进一步 讨论 复合 场 的 
引力 性 质 . 

1. 复合 场 的 拉 格 朗 日 密度 

我 们 将 五 维 空 间作 4 十 1 分 解 . 假定 空间 存在 类 时 Killing 矢 
量 ， 则 五 维 空间 的 变 分 原理 归结 为 4- 维 空 -时 的 (物理 空 -时 的 ) 变 
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分 原理 ， 众 而 建立 复合 场 理论 . 

在 五 维 空间 MM 中, 定义 一 矢量 场 w， 它 满足 era 一 一 1. 这 
一 矢量 场 便 可 确定 五 维 空 间 Mt: 的 4 十 1 分 解 . 按照 空间 MM! 分 解 
的 熟知 的 方案 , 我们 可 以 得 到 


ds =& Ax'dr = ~ (Ca, dr):+ds 3 {2.1.1) 


4}, 


式 中 ds: gg dx"dr sn, v=0, 1], 2, 3, 4, 2.1.2) 


LY 


gm=( gw 二 awaw) 是 垂直 于 矢量 a* 的 四 维 局 部 截面 (空间 )$' 的 度 
规 张 量 , 且 满 足 


| [和 于 时 | 


arg'—0, gg Ys 
C4 C2. 1. 37 
det[ gs 1 二 DO, 二 一 下. 
用 恒等式 gs 一 6 一 一 级 各 (2. 1. 4) 
Li] 
可 将 标 曲 率 尺 写 为 
【5 Uh [加 
R=—2R% gE 二 
《有 2 [| 
—2Reaat | 2CRg— 人 EaR a" a 一 
53 [| 
2R na at 2R rg “sg, (2. 1. 5) 
其 中 用 到 了 关系 式 
£5 
Rsd'a = (a ps— a sa (2. 1. 6) 
五 维 空间 中 的 变 分 原理 可 写 为 
{on 号 1 ty SY 
Tg) = 6(— 直 ,JRIgl dr)= 0 (2.1.7) 
攻 57 人 
式 中 g 尘 det[ g sj. 由 以 上 诸 式 可 得 
[二 【SS 【下 
一 jz lg |' ?diz, (2, 1. 8) 
{15 hy 【953 3 1 _。 a 
到 三 了 1s | {2a aa) 一 
《5 tS THY “5 
Rms “ee” | 过 |， C2.1.9) 


在 得 到 上 式 时 我 们 略 去 了 对 了 没有 和 贡献 的 项 一 2(et 一 aya“)vw( 因 
+ SO + 


为 此 项 的 积分 化 为 沿 系 统 边 界面 的 面积 分 , 等 于 零 ). 

设 所 研究 的 空间 区 域 YW 中 存在 Kling 矢量 基 ， 台 5 <0。 选 
择 坐 标 系 , 可 合 多 一 冲 ， 由 于 aas 一 一 1， 可 令 qf 二 x 部 , 式 中 
ae 一 akzr'). 这 时 度 规 (2.1.1) 可 写 为 


4.5% 《和 
ds 二 一 a (dx 十 Adx') 十 d Ss ry 上 二 人 0， 1 ， 人 2, 3. 
{2.1.10) 


4) 
ds pgdridr', 


[4 


Bu Cg oA A), {2, 1. 11) 
A 二 a 全 
4 _ 
式 中 wx， 4 和 gs 只 售 工 : 与 稳 态 空间 M' 的 3 十 1 分 解 相似 后 ， 变 
换 


ep (2, 1. 12) 
rt). 
tq 
保持 如 和 gw 形式 不 变 , 且 导致 规范 变换 
点 
让 一 4 3 十 大 《2. 1. 13} 


(4 

胡可 将 空间 9 看 必 完 备 的 空间 M:， 具 有 度 规 gx 和 场 ※， 4， 这 
时 1 一 Vertdcttcd VCM', 在 St 中 对 称 联络 VV 可 表示 
为 

[51 5 [5 

WwW 一 后 一 一 
15 1 57 157 1 
VF 二 VdwutYAX)a= 


2 
£5 1 067 [55 ] (3) 
Vs "A Via ptr 。 一 


KX Yaa. (2. 1. 14) 
式 中 总 为 1 中 的 矢量 场 ， 则 满足 aa 总 = 一 1. 


协 变 导 数 立 ,X 和 Va 的 表示 式 可 写 为 
+ 303* 


[| 总 


EG 
~ 二 vy, A ws 入) 已 一 YY， 一 和 Va 
《2. 1.15) 


By [SY Cn 
YAY Va tf). (2, 1. 16) 
曲率 张 量 表示 为 


45} 【SS 《FF 1 #7 eol 5 Lr 


RIX, YIZ—=CV Vy Vy — Vi 2. 《2. 1.17) 
以 上 诸 式 中 几 S* 中 的 量 均 未 标 继 数 . 由 《2. 1. 147 一 (2.1.177 网 
及 对 称 联络 和 矢量 的 竹 质 , 我 们 得 到 


RX, VIZ=REE, YIZ 十 ta 人 (区 Tw V2)T,— 
w( EX, YDY.H TT,2)— 


(TZ) LX, YDZ Vd)a, (2.1.18) 
5 [时 
RX, YYZ CREKX, DZ UF VI TU)— 
1 E52 
wT UO Ho, YD)o VL, (2.1.19) 


RX, IZ: HW=(T) (TZ)— 
CV TA HX, YDZ* Va, C2. 1. 20) 


{5} 【SS 
RX, OY af —Y: Var 一 


【3 oy | 站 有 


人“ ar M Wa 十 


Lo YY Fo oY). (2.1.21) 
令 孔 一 汪 Pp 《之 1.22) 


式 中 二 为 Killing 矢量 ;在 Ms 中 取 完 全 系 基 太 其 对 偶 基 ;(#, 3)， 
Cdrt，dx'}， 我 们 得 到 tdx*(3) 一 站) 


《5 (1 


引 * 臣 二 Ba! 0, .3=g(a, 93) =g,, = ~—o d,s, 


(0.1. 23) 
如 ([3， ?| (2. 1. 24) 
FP,,= 有 4,,— (2.1. 25) 
[吧台 | 1 【了 [十 聊 ， {4 
和 Vad gm( gm gm Ei md (2. 1. 26) 
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153 C5) 
Ra, 中 1 起 一 Rd, » 


《2. 1. 27) 
《5 5 
R93, OB = Rn (2, 1, 28) 
【3 《和 了 
Ra, BI) 3, = Rot. (2, 1. 29) 
由 以 上 诸 式 可 以 得 到 
CG i 
Bi En Co. 1. 30) 
de ， 《2. 1. 31 ) 
1 一 一 (dz 十 4dr)， 《2. 1. 32) 
oad,s (2. 1. 33) 
tS cd 1 
Res— Ro Fo FuF om FaFm 2F, Fin) 3 (2. 1. 34) 
to 六 二 了 [| [和 
Rg gg =pwu gp” ‘g "=R+ oF F*. (2. 1. 35》 
将 以 上 结果 代 人 (2.1. 9), 我 们 得 到 拉 格 并 日 密度 的 表示 式 
了 = 上 Llg1 ”= 一 亦 a R+ieFaP" [gb (C9, ] ， 36) 
此 时 五 维 变 分 原理 (2. 1. 7) 过 沪 到 四 维 情况 
【SS 5 【4 【 呈 
(x 一 富有 站 ) 一 
了 ) 
引 ,Ll adtz = 0. (2.1. 37) 
£431 
作 变 换 ep，g ,Yr 
x 一 地 exp( 士 vam)Aw 了 )， (2. 1. 38) 
【站 
gu—guexp[L 干 v2 《9 一 外) 3 《2.1. 39) 
负 一 干 v 汪 ln27w 2 . (2. 1. 40) 
拉 格 妆 日 密度 (2. 1, 37}) 变 为 
【 直 【4 
=LN 一 一 上 v 一 5 一 
Re 十 于 FuFoet Te) /TE. 
《2. 1. 41) 


本 了 5 +" 


(5 sl 2 四 
ds > exP EE 
exp | i 3p dx’:+ Adx') 《2.1. 42) 
相对 应 . 
2. 复合 场 方程 


根据 (2. 1. 41) 中 各 量 量 网 的 考虑 , 我 们 作 代 换 .4,=B4, 一 
78p，8 一 19 式 中 心 e,， 8, 7 均 为 常数 ,! 的 量 网 是 长 度 , 9 的 量 网 
是 电荷 ,7 无 量 网 ;4, 和 ?是 场 变量 . 为 简便 ， 变 换 后 去 掉 一 号 ， 
(2. 1.41) 订 写 为 


一 rd 37 CCY 内 
站 | 
Fuet J mr| ” 一 二 C2, k. 43} 


式 中 指数 应 为 负数 ， 所 以 当 Bp>0 时 应 取 负 号 ， 
由 拉 格 朗 日 密度 (2.1.43) 代 人 变 分 原理 式 , 得 到 标量 场 q、 电 
磁场 下, 和 引力 场 8v 的 复合 场 方程 


R 一 去 ER —2k®, (9) 42kE, AVexp(— Byp V6), 


《2. 1. 44) 
=F, 2 > (2,1. 45) 
EO= FF gu Piob™, (C2. 1. 46) 
WE ,9, ,={ 6 PB/ADF,, FVexpt— v 6 Bp), 

(2,1.47) 
Fi=By v6 FY,, (2. 1. 48) 


式 中 :，) 有 ，… 一 0，1，2，3， 
下 面 我 们 给 出 场 方程 的 一 个 静态 球 对 称 解 ， 当 标量 场 不 存在 
时 ,此 解 进化 为 Rissner-Nordstrom 度 规 ， 
* Ops 


静态 球 对 称 度 规 具 有 形式 
ds =atr)dis—b(r dr —ectr} (dF+sn dp )}, (2.1.49) 


标量 场 $= g(r). (2.1. 50) 
借助 于 适当 的 变换 ， 可 使 势 4, 变 为 
号 ,一 (4 人 0, 0) 《2 1. 51) 


将 (2. 1.49) 一 (2.1.51) 代 人， 拉 格 裔 日 密度 (2. 1. 41) 变 为 
= var br): clr)sm0| 训 RR A,X 
a rb (rexp(t— np v6)|， (2. 1. 52) 


如 | 


R= 一 2c1(7)+671C7)|2| 守 一 罕 | 十 一 人 | 十 
Cc 三 站 
-12 Tab. 
| 2 ab | 
(2. 1. 53) 
式 中 4 .=aly) ,a 一 alr). 出 此 ,在 作用 量 的 表示 式 中 对 
98, Pp 积分 , 再 取 例 导数 , 得 到 拉 格 朗 日 
a tr) c adc, 
NE #3 MW 
A exp(— v 6 789)， 二 上 2 VPCrDctr) 
C2. 1. 54) 
直接 计算 可 以 证 明 ， 对 于 静态 球 对 称 情况 ,由 上 式 得 到 的 场 方程 
和 由 (2.1.44) ~ 一 《2.1.48) 所 得 到 的 是 一 致 的 . 
下 面 我 们 由 (2. 2. 12) 和 构成 哈 米 顿 - 雅 可 比方 程 , 然后 积分 ， 


获得 场 方 程 的 解 ， 
令 Broctrl 一 dr eratr) 一 kr (2.2.12) 化 为 


c=) 一 (全 | 于 有 + 


A ,exp( 一 wzp8p) ， air) x 


3 Cr Per Cr 1 
2le! pe ta ts 


diry/ W207 十 译 FE Velr). (2,1.55) 


"307" 


取 广 义举 标 


4 一 (d， a， PP A) | 
一 一 . 1.58 
d=lnd, alna, e=lne(r). (2 ) 
则 有 
P,= aL 
本 2.1.957) 
a | | - 江 | 
da ld! 9, 
Higr gt )}= Pd .二 Psa :十 Pop 十 Pa 4 一 工 一 
SL a 
2 (2. 1. 58) 


适当 调整 > 坐标 的 刻度 ， 可 使 e 王 1, 最 后 用 广义 动量 表示 广义 速 
度 , 我 们 得 到 


五 CP， 0D—5 {PP — 


Pet Paalr)expt VB #480 jxdi) 一 喜 一 0 
(2. 1. 59) 
由 此 得 到 哈 米 顿 - 雅 可 比方 程 : 


多 [| 元 | 一 | 过 2 | 一 冯 [ 多 | +| 冶 | a Cr)exp (yp) — 


dr)=0. C2. 1. 60) 


过 界 条 件 是 当 一 ce 时 cz 一 1，P0O，4o 一 0，d 一 co， 
将 方程 (2. 1. 60) 分 离 变量 并 积分 , 我们 求 得 


(4 一 BB vv 61lnatr)) 十 


| Vi kar TERY TF dOr) x 


了 一 4 十 


Tryddtry 十 #|v kim” — kg (lO— er ydY, 
C2. 1.6]1) 


式 中 
* 308* 


r=lnat 9gp v 6 , 6:=48: 6kB:, (2, 1. 62) 
ms 4 和 大 都 是 分 离 变量 带 数 . 
对 方程 
2 


WM, 天 
积分 ,我们 得 到 

d=ri— (kim’:— kg’ kK’), (2. 1. 83) 
我 们 只 局 限于 (8 一 好 :0)7 的 情况 ,按照 148] 中 给 出 的 一 般 方 
法 ,由 (2.1,61)，(2,1.62)，(2,1.64) 和 边界 条 件 ; 经 过 虽然 麻 


烦 但 并 不 困难 的 运算 ,我 们 得 到 


a 


ar = BT De (BD 


prj=a (7r), ctr)—=der) /plr). 


(2.1. 64) 
Fr? 一 一 订 ln|axe| 玛 CB 二 ?or 一 
人 7 2 
2 v8 
计 (B 一 Dwr* | |， (2. 1. 65) 
47) 一 (1 一 六)[B+1 一 (8B 一 1)w 罗 ]-! ， [2.1.66) 
式 中 phim kg: TG, 
7 一 2 — ko RA B= 士 六 zz 
十 VE 一 ER VRHE 一 2 
jp Vm 
™ /rR 
于 是 所 寻求 的 度 规 为 
ds:=atr)di:—a tr}{drt (Cri — (kim? CO— 
ho: kK’) df }, (2.1. 67) 


d=dF sn:9dg. 
A 一 os 二 晤 和 全 了 (B 十 1)a- 加 一 


少 


* S04. 


加 
他 7) 


1 喉 - 
于 (8 一 Do 各 | ， (2.1. 68) 


二 =| 了 * a=k(1—w)* 40) | 一 5K vv 6 一 


2 On tl Oo wm) + 5D 
1 —- 中 a 
B+ — (B— 1 ' C2. 1. 全 日) 
式 中 个 三 kip: 一 上 gg: 十 RK C2, 1， 70) 
可 将 度 规 (2.1. 69) 改 写 为 
ds:=altr}df:—atr)dr:—rid{2, 2.1.71» 
3. 讨论 


(1) 由 场 方 程 (2. 1.47) 和 (2.1.48) 可 见 , 参量 B8 描 述 标量 场 g 
和 电磁 场 忆 , 的 斐 合 程度 . 当 =0 时 , 不 存在 上 述 三 合 ， 当 二 天 
一 0 时 ,不 但 下 存 在 上 述 耦 合 ， 而 且 由 (2.1.66) 可 知 不 存在 标量 
场 9; 此 时 场 方程 退化 为 静态 球 对 称 Einstein-Maxwell 方程 . 容易 
证 明 ， 此 时 解 (2. 1.65) 一 (2.1.72) 怡 好 退化 为 熟知 的 Reissner- 


Nordstrom 度 规 ， 
(2) 由 场 方程 (2.1.48)? 可 以 发 现 , 量 
T= Pog ，， (2, 1. 72) 
满足 守恒 律 
J 二 内 ， 2. 1. 73) 


由 式 (2. 3.1) 可 以 看 出 , 这 一 守恒 量 决定 于 电磁 场 和 标量 场 的 相 
互 作用 . 由 (2, 3.2) 可 见 , 这 一 守恒 量 可 以 看 做 电磁 场 和 标量 场 


的 复合 场 的 "源流 密度 "矢量 . 
(3) 容易 得 到 , 当 r>*cc 时 ， 度 规 (2.23. 23) 一 (2.2. 30) 可 写成 
下 面 的 渐 近 形式 
oa=1 一 中 攻 二 合十，…， (2. 1. 74) 
2=1— + {2.1.75) 


式 中 M 二 6 (2hkm 十 BKv 6) 与 Schwarzschlld 度 规 和 Relssner- 
Nordstrom 度 规 比 较 , 可 知 量 MY 即 为 引力 源 的 引力 质量 , 但 它 和 
耦合 参量 SK 有 关 . 当 BK 二 0, 8 二 1 时 , M 一 2&m， 可 见 m 对 应 
于 Schwarzschild 质量 (常量 基 和 此 可 认为 是 和 单位 有 关 的 常数 ). 

由 (2.1.74) 和 (2.1.75) 可 以 看 出 , 在 静态 球 对 称 的 情况 下 ， 
标量 声 对 度 规 的 贡献 是 高 阶 小 量 . 


$2.2 五 维 标量 -电磁 -引力 复合 场 理 论 中 的 介子 质量 谱 


在 现代 物理 学 中 ， 人 们 已 经 沿 着 统一 场 论 的 方向 做 了 许多 研 
究 工作 ;曾经 采用 了 规范 场 的 思想 ,; 分 解 空间 几何 的 思想 , 超 对 
称 的 思想 等 等 ， 在 这 些 思想 和 相应 的 方案 中 ，Kalutza 提出 的 五 
维 复合 场 理 论 具有 重要 的 地 位 . 我 们 首先 篇 单 地 说 明 五 维 复合 场 
理论 的 基本 要 点 . 

首先 , 五 维 流 形 按 照 5 个 坐标 的 封 闲 性 和 条件， 选择 形式 为 
V*XxS! 的 拓扑 、 人们 已 经 证 明 , 要 求 标量 场 的 电荷 等 于 电子 电荷 
( 士 e)》 ,会 导致 第 5 个 坐标 的 周期 工 , 非常 小 (一 10 cmh》 由 于 了 
远 小 于 场 方 程 成 立 的 线 度 ， 人 们 把 拉 格 朗 日 按照 第 5 个 坐标 的 周 
期 取 平 均 . 这 时 ,在 拉 格 朗 日 中 出 现 了 量 级 为 10 8g 的 质量 项 ,可 
以 看 做 对 电磁 场 质量 的 贡献 . 为 了 使 质量 “标准 化 ”, 人 人 科 文 引入 了 
第 6 维度 量 , 并 选择 6 维 时 空 的 拓扑 为 WXS!'X5'. 这 个 6 维 流 形 
的 度 规 对 x' 的 依赖 性 对 电 蓓 没有 贡献 ,只 对 标量 场 的 质量 有 页 
献 , 但 具有 相反 的 符号 (因为 x: 是 类 时 的 ,而 x' 是 类 空 的 ). 由 于 
xi 的 周期 T, 与 了 不 同 , 它 不 由 任何 条 件 决定 (T, 由 标量 场 的 电 
荷 等 于 土 e 决定 ), 所 以 原则 上 可 以 得 到 任何 质量 值 . 

可 以 把 荷 电 的 标量 场 解 释 为 描述 荷 电 牺 质 的 标量 场 . 实际 
上 ， 过滤 到 经 典 极限 ， 即 令 

p= 0 exp CT /h), 《2. 2. 1) 
式 中 9 与 < 一 (一 Co)52 相 联系 ,了 是 经 典 作 用 量 ， P 是 粒子 在 区 域 
dV 出 现 的 几率 , 令 有 >0, 则 Klem-Gordon-Fok 方程 退化 为 哈 米 
* 了 了 了 了， 


顿 - 雅 可 比方 程 ,， 爱 因 斯 坦 方 程 右 端 退化 为 通常 的 电磁 场 能 动 张 
量 , 麦克 斯 威 方程 的 右 端 是 通常 的 流 ， 

在 本 节 中 ,我 们 把 荷 电 的 和 中 性 的 标量 场 理 解 为 介子 的 波 卫 
数 . 为 了 使 中 性 标量 场 有 质量 , 令 其 电荷 等 于 零 ， 就 必须 引入 第 
7 个 度量 . 我 们 的 基本 目的 是 证 明 , 通过 对 附加 时 空 坐标 的 选择 ， 
可 以 得 到 至 今 人 们 所 知道 的 所 有 介子 和 它们 的 共振 态 的 质量 谱 . 

考虑 拓扑 为 WV 一 VXS' x5' XS' 的 7 维 歼 曼 流 形 ,选择 其 
度 规 张 量 具有 形式 


记 
gm 一 等 4A, 2 EA, 0 0 


TO pO 2 ££ A, 一 1 0 0 
十 1 0 
0 0 十 1 

(2. 2. 2) 


式 中 gw 是 四 维 歼 曼 空间 的 度 规 张 量 , 4. 是 电磁 势 ,& 是 牛顿 引力 
常数 ,xX 是 共 形 因子 , 峙 标 4, B 二 0, 1, 2, 3，5，6，?， 
拉 格 朗 自 密度 取 为 
'L=v—GR. (2. 2. 3) 
做 共 形 变换 和 (4 十 1 十 1 十 1) 分 解 ， 得 到 


TT 'R—(—g){¥ [Rt rer" |-— 
Le 


ex VX XX, 3. 6— XX 6 6 AX, 7, 7) |. 


(2. 2. 4) 
起 中 :及 是 由 加。 梅 成 的 标 曲率 ， 
vt+ 一 六 十 “4 (C2. 2. 5) 
V ,为 通常 的 关于 ge 的 协 变 导数 . 


我 们 要 求 质量 项 具有 基本 粒子 质量 的 量 级 ， 所 以 周期 了 种 
T, 都 非常 小 (一 10 ”em). 所 以 ,自然 地 可 以 认为 , 通常 研究 的 
" S12* 


拉 格 斋 卓 是 对 “zs 和 x7” 取 过 平均 的 ; 
了 1 Ty 1 
4 H 一 5 日 ? 了 产 5 所 六 
Zr = | "| | duedzsdz Lire, 4X, xi, TX), 


(2. 2.6) 
式 中 和 (zx 是 通 向 的 四 维 拉 格 朗 日 密度 ， 
我 们 选择 共 形 因子 X 具有 形式 
X=1+B Br Td ror) bp” (Cr) 
《2. 2.7) 


考虑 到 变量 和，x"， XY' 分离, 将 xX 改写 成 
X=1+tb Er hr, x x) bo tr) 
CE ri TOF bp rr x, TY) 
bap” Cr YF Cr ri XA) 
式 中 星 号 表示 复 共 生 . 

所 引 人 人 的 函数 玫 (z") 措 述 中 性 的 同位 旋 I 二 0 的 介子 .函数 
olz) g(r 各 由 (x) 描述 三 重 介 子 ( 当 如一 53)， 或 者 二 重 介子 
( 当 久 一 Y 254).gr(zx") 是 三 重 或 二 重 介 子 的 中 性 分 量 , 而 轴 ，， 
和 6 是 常数 标准 化 因子 , 因为 波 函 数 加 ,和 y' 的 量 网 为 让 

选择 旺 数 广 ， f/f 和 ff;; 使 对 L(x ) 取 平均 以 后 不 出 瑞 交 丸 项 
Py, Po poy, go …* 即 不 出 现 标量 场 自 丑 相互 作用 的 项 ， 只 有 
它 与 引力 场 . 电 磁场 相互 作用 的 项 . 我 们 设 


太一 
一 
T, VT, 


fm 0s 2mtl)r cos 经 (十 1)28， 
1 了 
TI Ys 


2 
心 茹 对 pa 


Cn d)x’ -cos FCnt 4)z' 
了 


1 


C2. 2. B) 


方 一 2 exp| 一 :各 。 


T, VT, 


c 全 Sex 一 :经 zj] 。cos Hnr 
0 和 ep 1 Fa) “eos Tune" 


中 加 了 


式 中 为 标准 化 因子 , x 取 值 0，2，3, 44， nn 半 1， 因为 二 


TF 
1 将 有 交叉 项 ， 
按 关 ,xz zx 取 平均 ， 并 加 上 要 求 :和 荷 电 的 标量 场 的 电荷 等 于 
土 e， 我 们 得 到 了 ,一 4rv 二 霄 /ec. 取 平均 后 得 到 : 
L(x 二 V8| (一 如 要 一 如 赂 , 一 
258ai )| ?十 a 一 


a 


| g”3.8.aD,—| 舞 - 算 | (n+ 4)?@? 一 


于 | | ee 直人 和 一 的 一 每 | ae) 大生] + 
下 eatat 一 | 黎 - 短 |G+eo 风 29 
Hi(e /he ) A, 了 二 六 和 
量 纲 因子 名 可 由 拉 格 朗 日 密度 (2. 2. 9) 得 到 的 麦克 斯 威 方 和 
确定 ， 


{2,2.10) 


我 们 从 物理 观点 考虑 ， 做 一 些 自然 的 假设 . 第 一 个 假设 是 不 
区 和 分 三 重 和 二 重 介 子 . 因为 若 取 入 一 王 一 访 ， 便 得 到 描述 单 态 和 
三 重 态 的 拉 格 朗 日 , 而 若 取 六 一 名 一 2 5， 则 得 到 措 述 单 态 和 
二 重 态 的 拉 格 翩 日 . 第 二 个 假设 , 当 n= 二 0 我 们 得 到 ms 二 mw = 
mgs 所 以 在 各 关 0 对 应 的 状态 中 ， 我 们 不 考虑 电荷 的 分 离 ， 妈 
状态 过 和 由 在 三 重 ( 二 便 }) 态 中 我 们 认为 是 等 几率 的 , 并 用 函数 
1 ,, 1 


"| 。 
网 /3 


来 描述 ， 因此, 三 重 ( 二 重 ) 介 于 质量 的 “平均 ”等 于 
ma —me,| + . (2. 2.11) 


我 们 选择 mx* 和 wr 的 均 方 根 值 为 式 (2. 2. 11) 中 的 初始 质量 
+ 314* 


zzr, 十 mr 
2 


Li2 
| 137286Mew . (2. 2. 12) 


"| 


ere? A 
又 因为 一 1 一 宛 | 
所 以 由 质量 m2, 可 以 确定 周期 T; 的 大 小 : 
后 一 和 一 人 (2, 2. 13) 
这 里 我 们 指出 ， 如 困 不 按 电 荷 取 平均 [ 式 (2. 2.11)], 与 实验 
结果 的 符合 程度 就 差 一 些 . 
中 性 的 单 态 的 质量 (Mev) 由 下 式 给 出 [网 52,. 2.9)]， 


eic dr 


mo, 一 | 人 一 算 | +4)= 
137286tn 二 42MeY, 2. 2. 14) 
第 三 个 假设 是 , 如 果 某 一 粒子 不 对 应 于 任何 一 个 m,， 则 描述 
它 的 波 函 数 广 就 不 是 本 征 函 数 , 但 是 是 两 个 相 邻 本 征 隆 数 的 迁 加 
如果 jx, 之 m1: 
=costd fd sind fi 
或 者 f=singf ,cosd fi 
因此 m3 (cosiOmi sn dm) 2.2,15) 
或 者 m3 (sin'Omi -eos Om , 
式 中 吃 是 分 子 谱 中 常用 的 相 移 角 ,由 下 式 给 出 : 
cosg 一 vv273，simng 一 vl/3. 
理论 预言 和 实验 结果 的 比较 见 表 I 和 表 2. 
亚 1 


T= 二 1 和 1/2 的 介子 质量 


1. X137286 
2. 3 


续 表 
I=1 和 172 的 介子 质量 


理 索 
实验 值 区 实验 值 
it 
(Me ) ‘MeV) 
言 值 
3,. 1495.7 95 | 3 .El1 TO0C20) 
本。 了 B22 | 下 .Er 1785(6) 
.P77OC3) 764. 半 | 5 DL1O00 . 20007 
6. KE" B95(C4) 900 | 6 .D1865,7 
< 
了 . A 10d40OC13》 1036 | 了 .F970 
8B. ME] 50- 11707? 1172 | 8 7 
y. BI231t10) 1220 | 一 .E2060 
10. A 1280€40) lz265 | 一 SF" 140 
11. ~ 1280 1280 -2200706) 
12. Asl31005) 1309,8 9 .9 
13. 6"~-1400 1402 | 
14. Er 14345) 1446 |10 
15,. x 1500 1:193 | 一 
表 中 符号 "一 ”表示 用 台式 (2.2.15) 计 算 的 ， 


末了 

ma—= Came. mieos de mi 1220 
ma — 《sun * mi eos sd m3) =—=12655 
po 二 {sn mi eos sd: m= 1280 
ia, 一 Cm a mos sd mio) t= 1402 
m= {sn’P * mteosd" mio)' = 1493 
WA 一 {snd mi eas mi =1675 
mt, = (sn mcos mf}! =1769 
mr = (sn mts cosid * mi =1817 
sm Can mseosd: me) =1952 
mmr, = (Sm mis + cos'd * mi =2041 


* Si 


一 


中 


oy 


me | 


9, 
10 


11 


12, 
13, 
14. 
15。 
16. 
17， 


实验 值 
MeVy 


.7549 
0 

.958 
008110) 
.ql020 
:Twl10O80 

. /1270 


. D1284(9) 


£1 300 
.El41l8t10» 
.F1516t12) 
ar 166¢5) 
R1907 
S1935 
A2OA0C20) 
TO~2150 
UO 2350 


18, £2200°? 


19.e Te 1100—3100?% 2608 


实验 值 
(NeW) 


21. XX "2830? 
22, .2984 


23.T/yg3097(1) 


25, KT”34007 
26. X341404) 
27, 六 3507(4) 
28, Y*3551(4) 
29. wy .3592 
30. p685 

31. $3770 
32, yA4030(5) 
33, "4159C20) 
34.? 

35, Wp*4415 
36? 


20, X'1900- - 3600 


24. NN1400—3600? 


相对 
误差 
C0) 


二 1 


一 


<1 
| 
<] 
| 
< 
< 


< ] 


二 1 


< 


”237 


ms = et dr mi eos ds mi 1008 
me= (snip mi cos mi —=1054 
mo= Cainsf * mecos:d* mi T1283 
Me (gn mieos fs: mld 1329 
mn — stn mt cos + mis) 一 275 
Wir = SINn* pm eos mld! —3524 


my (sn + ma cos mE) 93615 


$2.3 Dilaton-Maxwell-Einstein 复合 场 


90 年 代 中 期 , 现代 宇宙 学 和 引力 理论 受到 了 来 自 标 量 - 张 量 
理论 和 卡 鲁 查 - 克 革 因 型 高 维 理论 观点 的 挑战 ， 后 者 在 Dilaton 场 
《 即 中 性 标量 场 ) 中 给 出 了 一 系列 好 的 结果 . 一 些 作 者 对 标量 - 张 
草 理 论 很 是 喜欢 , 甚至 认为 它 是 最 有 希望 的 引 为 基础 理论 . 不 少 
作者 讨论 了 存在 Dilaton 场 时 物质 场 的 行为 . 结果 表明 ,极端 荷 
电 Dilaton 黑 润 从 某 种 意义 上 讲 如 同 基 本 粒子 ; 有 标量 场 的 超 对 
称 性 可 能 有 助 于 奇 点 问题 的 研究 …… 这 些 结果 使 人 人们 有 兴趣 去 寻 
找 有 标量 场 时 具有 规则 视界 的 解 . 

杯 节 我 们 讨论 引力 与 无 质量 标量 场 和 电磁 场 的 研 合 . 根据 艾 
理论 的 低能 极限 , 系统 的 作用 量具 有 形式 


7 一 一 二 | VEECR 2g™" TPT pL 
e eo™ pg PuF dz. 《2.3, 1) 
对 上 式 取 变 分 (分 别 对 于 gy; 4)， 得 到 场 方程 
Rent 2 VPN pe “2g* Fsbo— 
Fmg 8" FeFa 0， (2, 3. 2) 
g™ Ym Pi Fe FF PF™—0, (2. 3. 3) 


* 31s* 


Vole 8 一 站 。 (C2. 3. 4) 
我 们 取 协 变 de Donder 规范 条 件 : | 

Dv — gpg™=0, 《2. 3. 5) 
式 中 妃 , 是 关于 闵可夫 斯 基 度 规 

yw 一 qiagft 一 1， 一 1， 一 天 ， 一 天 sin 人) 
的 协 变 导 数 . 我 们 进一步 假设 ， 角 是 静态 球 对 称 的 ， 

Flty rs 0, =Er), 

prs FH, = gr}. 
此 时 度 规 具 有 形式 

gma— diapg atr), 一 让 人 Cr， 一 fr 一 rr)SUDE DO ， 

【2. 3. 0 

如 果 标 量 场 不 存在 , ?一 0, 由 作用 量 (2. 3. 17 得 到 的 解 描 述 一 个 质 
量 为 jo， 电荷 为 Q@ 的 黑 润 . 用 闵 可 去 斯 基 时 空中 的 谐 和 坐标 ,此 
度 规 可 写 为 


ds’ = 


上 上 a 2 re, oY | 2 
rp tm (| qd 


(十) Cd 六 十 sn Bd 》. {2. 3.7) 


此 即 庇 和 R-N 度 规 , 具有 视界 10, pj 二 VY A 一 上 2， 
满足 (2. 3， 和 


一 
ur) 一 5 Wy (2.3. 8a) 
1 一 ee ds r—pal 
g(r) = In ot re [把 4 i 
C2.3. 8b) 


wlr})= (7 一 | | te 一 
~ 


十 CC 十 和 QQ: 
{ri pg) 一 一 | exp| sazzl 了 一 
ri 
二 | | ] (2. 3. 8c) 


式 中 Apr>0, Q@ 和 不 是 任意 常 参 数 . 由 作用 量 (2.3.1) 和 (2. 3. 8b)，. 
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可 以 看 出 Dilaton 场 具有 人 负 的 动能 项 . 
出 于 (2. 3. 8b) 第 一 项 含 对 数 式 , 所 以 此 解 一 般 是 奇异 的 . 但 


有 趣 的 是 , 可 以 使 对 数 项 的 系数 为 零 , 即 取 & 一 士 广 ,消除 这 一 
项 ， 从 而 避免 奇异 性 ， 我 们 取 & 一 亏 ， 得 到 


O_o 
8 一 了 1 一 二 对 | (2. 3. 9a) 
2 国生 中 
wn) =rtirexp| S|1- Fe| |]， 2. 3, 9b) 
1 irpg ir—p 
u(r) = —| FT exp| 3 | | (2. 3. 9c} 


这 里 我 们 已 取 ,二 0. 
当 @ 一 0 时 , 此 解 退 化 为 静态 球 对 称 的 谐 和 Fock 解 : 


4 一 | 于 | dF | 


| dr — Cr tp dF +smngdy). 


《2. 3. 10) 

于 是 ,，(2. 3. 9) 是 在 存在 Dilaton 场 和 电磁 场 时 , Fock 解 的 推 
广 . 通过 上 面 的 退化 过 程 可 以 看 出 , 参量 上 是 场 源 的 质量 , 外 是 
其 电荷 . 琵 解 有 两 个 视界 ;: 


六 一 性 一 去 Ca 士 V 忆 一 295， C2. 3. 11) 
这 两 个 视界 都 是 规则 的 . 显然 , 度 规 g ,的 行列 式 在 视界 面 上 也 是 
规则 的 ， 
gw (rsn d= — Gti'exp[ 竺 | 1 一 二 2 |sanee 
2. 3. 127 
在 史 瓦 希 举 标 中 , 我 们 也 可 以 获得 和 (2. 3. 9) 类 似 的 解 ， 把 
条 件 (2. 3. 5) 换 成 
w= pe ao， 
Zr 一 (2, 3. 13a) 


则 下 面 形 式 的 解 满 足 场 方程 (2. 3, 2)、(2. 3. 3): 
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PO) =1— EE, p= Bl) (2.3,13b) 

在 这 种 情况 下 , 度 规 和 两 个 场 在 r=0 处 有 奇异 性 . 但 是 奇 点 

被 视界 4[ 见 C2. 3.11)j] 包 图. 在 视界 而 上 , 度 规 和 两 个 场 都 是 规 
则 的 . 

下 面 讨 论 度 规 (2.3.9) 和 (2.3.13}) 给 出 的 标 曲 率 , 很 明显 ， 

和 作用 量 (2, 3,1) 相 对 应 ， 能- 动 张 量 中 的 电磁 部 分 是 无 迹 的 ,对 

标 曲 率 KK 的 贡献 仅仅 来 自 Dilaton 场 . 求 (2. 3.2) 的 迹 , 可 以 得 到 


与 (2, 3. 9) 对 应 的 标 曲 率 ; 


2 
R( 门 一 一 28” VV p=2 (re) = 


QA 
2 CFSiexp| Do zr 二 a 1| | C2, 3 lda) 
类 拟 地 ,由 度 规 (2,3.13), 可 以 得 到 标 曲 率 R,: 


a 2p i 
人 jexp| 3 上 
对 于 极 痊 黑洞 ， 丰 一 2 寺 ,由 52.3.11) 得 到 
一 Pt 一 Aio72. 
此 时 <2.3.14a) 冶 出 
1 dr — 6 [= 2 po 
Rotr) = Bp Car Fe*P | (2.3.14b) 


上 式 在 r=jw(1l 十 v5)/4 

处 达到 极 大 值 ; 且 在 无 限 远 趋 于 零 : 
Retr)—0, reo. 

对 于 任意 的 质量 jw, 在 视界 附近 有 


to). 
二 At 


当 mm 一 0 或 驴 -0 时 ， 几 (2. 3. 147? 可 得 
Rn)= 咎 +o| 名 |. 
2r r 
至 此 , 我们 得 到 了 Einstein-Maxwell 场 研 台 于 具有 负 能 项 的 


Dilaton 场 的 复合 场 方 程 的 一 个 静态 球 对 称 解 . 度 规 (2, 3. 9) 有 两 
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Rotr) 一 


个 与 极端 辕 痊 一 致 的 规则 视界 ， 此 解 有 一 个 显著 的 特点 , 质量 内 
受 电 荷 的 限制 ;jw 之 wv 2 Q@. 这 与 R-N 解 不 同 CR-N 解 一 |Q@|)， 
当 QQ 一 0 时, 所 获得 的 与 Fock 解 或 史 瓦 希 解 一 致 . 

所 获得 的 解 仍 满足 无 毛 定 理 . 分 析 无 限 远 处 Dilaton 场 的 行 
为 ,可 以 得 到 Dilaton 蘑 的 值 : 

D= 完 . 

这 表明 复合 场 的 性 质 仅 由 两 个 独立 参数 C(m 和 @) 决 定 ， 即 黑洞 的 
性 质 仍 然 公 由 质量 .电荷 和 和 角 动 量 三 个 参量 决定 . 


$24 共 形 引力 物质 规范 场 


早 在 20 世纪 初 ，Weyl 为 了 统一 引力 和 电磁 相互 作用 ， 就 提 
出 了 一 种 几何 化 场 论 ， 这 种 理论 导致 时 空 度量 和 路 径 有 关 ， 不 可 
接受 . 但 是 Weyl 的 思想 却 成 为 现代 规范 场 理 论 的 基础 .20 世纪 
90 年 代 ， 人 们 又 重新 对 Weyl( 共 形 ) 对 称 性 感 兴趣 ， 洛 这 一 方向 
发 表 了 一 系列 文章 ，Cheng Hung` 提出 , 在 规范 物质 量 产生 机 
制 中 引入 共 形 对 称 性 是 很 有 意义 的 . 六 [5 中 将 纯 规 范 概念 引 人 共 
形 群 ， 构造 了 可 积 Weyl 空间 中 包 会 引力 场 , 物 质 场 和 Weyl 规范 
场 的 规范 理论 . 人 们 重新 关注 共 形 对 称 性 , 主要 由 于 量子 引力 的 
重 整 化 问题 遇 到 了 原则 性 困难 , 粒子 物理 实验 一 直 没 找到 Higgs 
粒子 而且 旧 前 场 论 中 存在 的 三 种 质量 (3 引力 质量 ,惯性 质量 和 真 
空 自发 破 缺 质量 ?之 间 的 联系 也 还 不 很 清楚 . 期 望 引入 共 形 对 称 
性 能 够 有 助 于 上 述 问 题 的 解决 . 
度 规 g(x}) 和 场 宣 (x) 满足 的 局 域 变换 (CT) 
gor) rg) DB Cr) = (Br) C2. 4.1) 
称 为 共 形 变换 , 式 中 C(x) 为 非 零 实 标 量 函 数 ,，w 称 为 Weyl 权 
重 ， 本 节 线 元 取 形 式 
ds: = 一 godr dx fw 一 十 十 十 2》. 
由 (2.4.1) 可 以 定义 协 变 导 数 ， 
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由 .一 已 一 下 由 (Cd) =Ad,®, 《2 4 2) 
pfz) 即 Weyl 规范 场 , 满足 共 形 规范 变换 ， 
站 一 五 .十 名 人， 和 【2. 4. 3) 
相应 的 规范 场 张 量 态 。, 一 9.6, 一 26,. 显然 对 于 共 形 变换 群 存在 相 
应 的 纯 规 范 ( 平 联络 ). 
b= BO NT . 《 包 , 生 . 和) 
满足 瑟 , 二 0, 其 中 87x) 称 Weyl 标量 场 , ww 二 一 1. 
Weyl 几何 是 指 具 有 对 称 度 规 张 量 且 满足 
VBp=dige Tig — Thgm = 0 (2. 4. 5) 
的 空间 .这 里 Yi 为 CT 和 广义 坐标 变换 (GCT) 相 应 的 双重 协 变 
微 商 . 站 ,为 共 形 不 变 联 络 , 它 与 黎 上 党 空间 Christoffel 符号 站 ,有 
关系 
T= — ("6,4 Oh,.— gb’). (C2, 4, 6) 
由 此 可 定义 Weyl] 曲率 张 量 Ri Rs 和 标 曲 率 有 R， 
Ri — A TY,, 
R,— Re,, R=—pg*R,—R+T6(V .6 — bb"). (2. 4..7) 
通常 ,Weyl] 几何 属于 半 度 量 空间 ., 仅 当 五 .=0 满足 时 才 是 
可 积 的 . 这 时 联络 变 为 


= +$ (apt dO— go"). (2. 4.8) 
令 gm 一 让 gon， 8” 二 $8g”， 易 证 
Vigw = w— Tpa— Tg,—0. (2. 4. 9) 


这 时 时 空 是 可 度量 的 , dr 二 一 gdx*dx”. 可 定义 相应 的 曲率 张 量 
RY， 严 。 和 中 .其 中 

R= ?CR— 6¢-10O#). 《2. 4. 10) 

值得 讨论 的 是 关于 可 积 Weyl 时 空 与 Weyl 规范 场 5 的 相 容 

性 问题 ,确实 ,按照 Wey] 几何 的 观点 它们 是 不 相 容 的 . 然而 ,如 

果 以 8 为 度量 ， 即 将 g,$ 看 成 撕 述 时 空 的 几何 量 . 向 时 按照 规 

范 理论 , 将 5 看 成 存在 于 该 时 空 的 规范 场 ， 则 可 枸 造 可 度量 

Wey] 时 空中 包含 Weyl 规范 场 的 共 形 场 论 .其 特点 是 在 保留 时 空 
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可 上 度量 性 质 的 同时 引信 新 的 动 为 学 生 由 上 度 . 
具有 普遍 对 称 性 的 作用 量 为 
了 一 | aa 一 ce 十 4 人， 


= A ， 
| ZR-4| 人 


= v 一 一 有 一 | (2.4.11) 
式 中 仅 给 出 只 场 的 拉 档 半日 ， 其 他 物质 场 将 分 别 讨 论 . 指标 的 升 
降 是 用 g*, gm 进行 的 , 且 

R=p (R68 1!), (2. 4. 12) 

b=b,—é,», FH,—H,. 

令 a 二 1/4x， 对 g“ 变 分 , 得 到 共 形 不 变 的 Einstein 方程 


R,,— R= 8z| 了 一 8 | ? 


1 天 Bi 《2. 4.13) 
这 实质 上 是 以 &g 为 度量 的 共 形 引力 理论 . 
根据 (2. 4.12), 可 将 (2. 4. 11} 写 为 


LS Vgl 全 (RH 十 63.43g) 一 we 一 


LACT ga br $8) — P+. 
(2. 4. ] 4) 
可 见 引 力 场 是 由 gm(zx), $x) 场 描述 的 , 5b, 为 质 荷 为 总 的 物质 
场 ， 此 * A 志 ， 由 的 演 无量 网 参数 ， 且 和 公有 三 个 是 独立 的 ， 特别 地 ，， 
取 起 二 1 十 3a 并 利用 枣 的 分 解 式 (2.4.7)， 可 将 (2.4.14) 式 写成 


Ew. 《2. 4. 15) 
这 正 是 Smolin 给 出 的 Weyl 时 空 引力 理论 . 可 见 , 不 考虑 曲率 平 
方 项 时 ， 上述 理论 属于 可 度量 时 空 共 形 规范 理论 的 范畴 . 
由 于 共 形 不 变 件 , 场 量 中 存在 一 个 非 动力 学 自由 上 度 . 不 难 验 
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证 ,在 经 典 意义 下 , 以 gw 为 基本 变量 的 共 形 不 变 Einstein 方程 
(2.4.13) 包 含 以 g(xz), $(x) 为 基本 变量 的 场 方 程 的 全 部 信息 . 
在 理论 中 g,，# 为 几何 量 , 描述 引力 . 

对 于 共 形 引力 场 中 的 粒子 ,为 了 满足 共 形 不 变性 ,其 质量 应 
以 无 量 网 参数 质 荷 上 代替 ， 


1=— ja; =— [g(x)ds. (2. 4. 16) 
经 典 粒子 运动 方程 则 为 

< 十 Fei 一 0， (2. 4. 17) 
式 中 汉 一 只 为 共 形 不 变 四 维 速度 .定义 

下 一 一 个 38。 有 -十 有 wo。 他， (2. 4. 18) 
运动 方程 可 写成 

二 (二 的) 时 罕 二 0， (2. 4. 19) 

定义 四 动量 妃 一 下 一 地 (zyxr， 可 以 得 到 粒子 在 共 形 引力 场 

中 的 雅 可 比方 程 

gr 十 gp 一 0 (2. 4. 20) 


与 黎 曼 时 空 方程 比较 , 粒子 惯性 运动) 质量 成 为 场 , 不 再 为 基本 
参数 , 代 之 以 粒子 的 质 荷 . 

ji 一 站 C2, 4. 21) 
从 这 种 意义 讲 ; $(z) 起 惯性 场 的 作用 . 

为 了 描述 自 旋 1/2 粒子 在 共 形 引力 场 中 的 运动 , 顷 建 立 

确 eyl 几何 的 Vielbein 形式 . 在 三 eyl 时 空中 引 人 局 域 0(3，1) 切 
空间 ,ew 定义 为 

Far) er I en t Ty. (2. 4, 22) 
相应 于 局 域 Lorentz 变换 的 李 西 旋 度 系数 

ta — sat | tisah Wp = WV yew as 

WW jp = {pth — Ese AS $B. (2. 4. 23) 
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旋 量 场 wz) 为 局 域 Lorentz 群 旋 量 表示 的 变换 对 象 . 由 于 其 正则 
量 纲 

[y=MIL 3T-3, 
则 其 Weyl 权重 w= 一 372. 即 在 CT 下 ， 

y=0ig, y=N iy. (2. 4. 24) 
这 时 ,满足 广 驻 不 变 隆 的 旋 草 场 拉 氏 密度 函数 为 

= /Er BD pr) — hghy , (2. 4. 25) 
式 中 ， T= err,, 而 

= | d,— Sw] 中 由 
采用 式 (2.4.23), 可 以 证 明 

= /TE Gr Bp) — kB . (2, .4.27) 


将 此 式 与 黎 曼 空间 的 拉 格 朗 日 比较 , 可 知 除了 质量 项 以 外 二 者 相 
同 ， 这 表明 , 对 于 Dirac 粒子 ,，#(x) 仍 然 有 具有 慢性 因数 场 的 意义 ; 
还 表明 在 Weyl 规范 场 同 位 旋 粒 子 的 相互 作用 中 , 不 可 能 引 人 共 
形 对 称 性 . 这 是 5 和 相 因 数 规范 场 的 本 质 区 别 . 
对 于 么 正 李 群 G， 引 入 规范 势 A,(z)，A,= 二 emAs: 由 [Aj]= 
MYT 了 可知，A,(x) 场 的 Weyl] 权重 应 为 一 1. 在 局 域 变换 下 有 
A' = 1A,, es—=fder, A,=A,. (2. 4. 28) 
即 规范 场 4, 的 Weyl 权重 为 零 , 广义 协 变 规范 场 张 量 和 拉 格 并 日 
与 黎 曼 时 空 相同 ， 即 


中 一 是 oo， 


yg. (2. 4. 26) 


ce 一 (EFTr FE"). (C2. 4. 29) 
即 运动 方 程 中 不 含 与 5 上 场 的 相互 作用 . 
在 方程 (2. 4.13) 中 , 令 1 一 0,， 我 们 讨论 场 涯 静止 . 弱 场 近似 
的 情况 ， 以 揭示 参量 上 的 物理 意义 ， 只 考虑 经 典 粒子 , 共 形 不 变 
能 - 动 张 量 为 
FT pou'n'. (2.4. 30) 
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式 中 po 为 共 形 不 变质 荷 密 度 ， 对 方程 (2. 4. 13) 求 迹 得 


R=8r| Tr 二 007 | ,T=g”T,. (2, 4. 31) 
对 静止 源 ， z 一 0fr 一 ] 9 过， 3)， Yo 中 不 为 零 的 分 量 仅 为 
oo 一 | | . (2. 4. 32) 
利用 低速 条 件 、 即 得 弱 场 静止 源 引 力 场 方程 
RI 一 47rpu， 《2. 4. 33) 
器 场 条 人 忻 下 ,可 设 
gm= wh hom Oo— 2 $=(l 二 72). (2. 4. 34) 


式 中 天 风 , 了 均 为 小 量 . 由 $x) 场 几 何 性 质 ， 当 -oo 时 ,$x) 
一 和 天 0( 常 量 ). 取 惯 性 系 条 件 , 且 令 == 十?， 则 有 


goo 汪 一 虎 (] 十 26)，g 才 (1 二 29) (2. 4. 35) 
代 人 方程 (2. 4. 33)， 可 得 

VE= 7 po. 《2. 4. 36) 
由 此 可 得 两 个 质 荷 分 为 六 , 粒子, 应 有 如 下 引力 

F= 一 名 (2. 4. 37) 


六 


此 式 表 明了 大 的 物理 意义 引力 荷 . 
求 (2. 4. 31) 的 迹 ， 可 以 得 到 

R—6# :0D$= ~ 8r$ IT. (2. 4. 38) 
式 中 工 二 Tw 为 可 积 Weyl] 时 室外 所 有 物质 场 能 量 动量 张 量 的 迹 . 
由 此 可 见 , 惯性 因数 场 确实 可 以 看 成 是 由 整个 宇宙 物质 场所 决定 
的 量 . 考 虚 一 个 简单 的 宇宙 模型 ,可 以 对 #$ 的 值 向 一 大 致 竺 计 . 
设 宇 涯 为 密度 均匀 的 气体 球 , 密度 为 p 二 10""*g/em’?, 半径 为 宇宙 
表 观 半径 a 二 10*em， 则 标 曲 认为 R 才 一 6/a*， 由 (2.4. 38) 式 对 宇 
宙 取 平均 值 

3r< 4 


> 一 二 六 本 2a ig/cm. (2, 4. 39) 


这 个 值 接近 于 引力 常数 的 倒数 17C， 
下 面 讨 论 共 形 对 称 性 自发 破 缺 . 
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控 格 并 日 52. 4.15) 可 以 写成 形式 
=~y RY 一方 % 宁 一 《1 十 3aD28DY 一 


于 加 a wn 4 - 


(2. 4. 40) 
相应 的 上 gw Bb 场 运动 方程 为 
口 # 十 三 R$— (+30) gb + (+3 GY A = 
He fe) ($a$+ ,=0, 


| Re 一 二 SR + 全 DB gn 
Ve 08 


由 于 描述 共 形 引力 时 空 的 是 几何 量 gz) 和 #x), 它们 的 真 

空 期 望 值 不 应 为 堆 . 理论 中 的 物质 场 则 有 为 零 的 真空 期 望 值 , 即 

Eo ED 一 

b> 0. 

代 大 方程 (2.4.42)， 可 得 

0. 
由 此 得 到 万 办 >, 二 常量 加 .这 将 导致 在 低能 极限 下 共 形 对 称 性 的 
真空 自发 破 上 扇 . 代入 {2.4.40) 式 中 ， 玻 缺 后 Lagrangian 成 为 


= /ER hsH, 一 唉 .天 十 


Ly， 
Sy = ps WB) 
即 所 有 具有 质 茶 的 物质 粒子 获得 统一 的 惯性 因数 ,其 惯性 质量 
成 为 mm 一 他。 让 mstetn 引力 理论 自然 产生 ,引力 常数 为 


ll 
C 一 本 2 遍 - 


当 取 «= 二 1/4x 时 ，G 一 1 7 过, 即 而 关 109GeV， 绽 出 共 形 对 称 性 真 
空 自发 破 缺 的 尺度 . 
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牛顿 引力 成 为 下 = 一 G 安生 即 蛋 性 质量 等 于 引力 质量 . 
Wey] 规范 场 也 蓝 得 质量 rrp 一 jks$o. 


3 2,5 非 稳 态 Einstein-Maxwell 场 
在 本 节 中 , 我们 将 Kerr-Newman 度 规 推广 到 非 稳 态 情 


况 呈 1 ， 
Vaildya-Bonner 度 规 :具有 形式 


2 名 
go—1 rp 
So 一 ]， 
3 一 一 拓 ， 
8 一 一 天 Stn 0. 《2. 5. ] 


式 中 丈 一 天 (2 及 二 Q(t) ,ww 为 延迟 时 间 上 坐标 . 此 度 规 场 源 的 质 
量 和 电荷 为 时 间 任 意 国 数 时 ， 引 力 场 的 分 布 . 
把 (2. 5, 1) 写 成 零 标 架 形式 : 


gm = et dy ts Pro, 《2, 5.2) 
i=， 
一直 | 1 一 2 于 十 笔 | 8 二， 
2 r 和 | 
天 
Ms 一 (82131n003). (2.5.3) 
2 


式 中 po 一 0，…，3， 分 别 代 表 vr,8.p 求 出 从 .5.2) 式 的 道 变 形 
式 并 仿照 Newman 提出 的 方法 进行 复 化 , 我 们 得 到 


z2 一 作 ， 
1 1 
0 到 | 1 一 m 坟 十 元 | 十 训 | 
1 
?一 一 一 一 一 《部 十 #64),， (2.5.4) 
m /D7 i 
其 中 可 取 复 值 , 7 是 + 的 复 共 罗 . 


做 坐标 变换 
“ 329， 


让 一 站 一 5eOs 人 ， 


六 二 六 十 5CDOS 有 (人 一 CODSt》 。 


0' 一 下， 
多 一 多 
相应 的 变换 德 阵 为 : 
1 0 irsing 0 
站 1 iasing o 
人 一 
0 0 1 0 
站 昌 站 1 


(2, 5.5) 


(2, 5.6) 


再 把 变换 后 的 ”和 普 取 为 实 值 ， 就 得 到 如 下 的 地 标 浊 


i ‘j=6+, 


并 ‘p= 一 2mrept oper, 


了 “一 一 | asing8$ —rasinOdY + E+ 


1 
式 中 A acosp 


去 掉 撤 号 并 利用 方程 (2. 5. 2)， 最 后 得 到 ， 


go 一 一 42slim gop, 

BE 一 (as 十 天 7PP， 

8 一 一 CO0， 

8 一 《2r 一 外 :一 天 一 人 700， 
2 一 app， 

BE2 一 一 00， 


3 _PP 
sn 


其 协 变形 式 是 : 
gw—=1— (2mr ~ Q:) pp, 


Rn 一 了 了 
gu 一 a(2mr 一 人 e)pFsmzg， 
而 330 


《2. 5. 7) 


(2. 5, 8) 


《2. 5, 09) 


go 一 sing| (@: 一 2mr)asp5 一 5] (2. 5, 9°) 

这 就 是 我 们 求 得 的 新 的 时 空 度 规 . 它 是 Kerr-Newman 度 规 
的 非 稳 态 推广 . 它 与 Kerr Newman 度 规 的 不 同 之 处 是 : (2.5. 8) 
和 (2. 5. 39) 中 代表 质量 和 电荷 的 wr(a) 和 QQ(a) 是 延迟 坐标 时 的 
任意 函数 ， 而 Kerr-Newman 度 规 的 和 久 @ 都 是 常数 . 

为 了 研究 引力 场 (2.5.9)? 并 把 结果 与 稳 态 Kerr-Newman 上 度 
规 和 非 稳 态 Kerr 度 规 进行 比较 , 我 们 采用 另 一 种 零 标 架 ; 度 规 
(2.9? 的 零 标 架 的 道 变 分 量 为 

下 一 区 
oz 一 总 :一 (天 十 2 
2 


w=pp| (十 a9085 十 t+ads |， 


iaslngot 十 5 这 十 1 
s1n8 


Gs|. (2. 5. 10) 


Je 一 一 


其 协 变 分 量 为 
1 一 人 一 CsI2D62 ， 


2 2 2_ 1 
np Ht + 


A 
asinegd; |， 


3 
mi 一 一 -上 Leasing8? — 5E—r(r*+a’)simng6; | 
v2 


2.5,11) 
根据 旋 系 数 的 定义 ,再 利用 附录 中 纵 出 的 Christoffel 符号 , 我 们 
得 到 
x 二 t&—J=A 二 0， 


] 


ff 一 7 一 ce6s8， 
中 
-istnlp . 
2 


四 Si 


cotAe 


8 一 一 


2 2 

妈 一 下 一 卢 ， 

_ 2m Ca) ,一 
HH 了 pes 

asing, dm __ de ;一 
J 村 了 Qi PP 

mop 
Y= 1 了 + 

_ asinfop 2. 5. 12) 


我 们 注意 到 该 度 规 的 旋 系 数 y 不 为 零 ， 而 在 Kerr-Newman 
度 规 中 和 它 为 孝 ， 其 余 的 旋 系 数 与 Kerr-Newman 度 规 形式 相同 ， 
不 同 的 只 是 质量 和 电荷 是 可 变 的 . 我 们 将 看 到 , 旋 系 数 "不 为 堆 
将 在 其 他 的 Newman-Penrose 量 中 引起 稳 态 Kerr-Newman 度 规 
没有 的 项 . 
Ricel 张 量 的 标 架 分 量 客 邓 有 :可 用 如 下 的 
Newman-Penrose 方程 计算 ， 
Doe—8xr—=(p +d) (ete pp— rr— «(det BA) to,, 
Da—éde= (pe—2e)at Bo— Fe— raA— KkY 
(eT IAT 
DAa—6rxr= (oA tr em Ar vi {de— EAP, 
DY— Aetda—dP= (rtr}at (ria) po (ste — 
(YF) et rar—yxt Cup— ag) tart BB— 2a8+ 
Cp— p+ Cp pe 2D, 
7— AP={(r—ea— BAY-o—e— (7—7— Pi 
QA 二 时 1;， 
Gu— Ap= {pA vv 二 Bs, 
(2.5.13) 


Ricel 标量 RR 二 一 24A 可 用 下 式 求 出 : 
Dr 一 Br 十 sa 一 上 六 一 (6p 十 DA 二 (pp 一 PP 一 Ka 一 月 ) 交 
。332 。 


一 (Ce 十 Ep) 一 MK 十 aa 十 88 十 mr 一 2a8 十 盏 十 34. 
《2. 5. 14) 
式 中 五 .4 和 8 是 导数 ,根据 其 定义 和 (2. 5. 10) 式 给 出 的 零 
标 架 , 我 们 得 到 
D=9/9,， 


A=pB| or 二 aoCa/a) 一 二 (天 十 一 
2mr7 QQ) 9 0) Tald dp) ] ， 


a 


全 一 一 7/3 [asin8 C/O) + (WY + icosecd (ap) ]. 


(C2, 5. 15) 
把 上 式 和 方程 (2.5.12) 给 出 的 旋 系 数 代 和 人 (2.5.13) 和 
(2. 5. 14) 式 得 到 
B= B= B=0, 
a 


8 一 六 (20) ， 
_ tasindl pip dm -2 dQ 
$is= | 六 5 十 QU 下， 
ein28gpop3 dim de fdMl | 
Ds = 2 [> dx: Q da | du | 
(py'|r PE—Q | ， (2.5. 16) 
R=—24A=0. 


为 了 计算 Weyl 张 量 的 零 标 架 分 量 加 内、 站、 加、 让， 我 们 采用 
下 列 Newman-Penrose 方程 
Dao— 6xr={o0i+o)ot (3e—e)e— rx(r— A 二 十 3B) 十 由 ， 
DB—ée— (otn)ot+ (pRB— ptr anetp, 
Ao—6r=— (pk+oA)t (Barr ti 7 pt 
一 同一 2 和， 
aa 一 丁 一 Co 十 sj 一 他 十 有 )A 十 (7 一 AJa 十 (7 一 7 一 纺 ， 
一 五 一 一 (CRTR)A 一 (37 一 7)4 十 
《3 十 谋 十 区 一 TD 一 外， 《2. 5.17) 
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把 导数 53.6) 和 (3， 3) 式 给 出 的 旋 系 数 代 人 方程 (3.8) 得 


= 二 0， 
pe 
a 了 每 [ 巧 +e 于 je 
J : 
4 一 TQ 5 一 | 和 | | 学 + 
和 -Q 时 op)eimn'd. (2. 5.18) 


注意 (2.5.16) 和 (2.5.18) 中 的 全 ,名 we、 疝 . 几 不 为 等 ， 而 
这 些 量 在 Kerr-Newman 度 规 中 都 为 零 . 

把 (2.5.12),(2.5.15).(2.5,16)、.{2.5.18) 代 人 人 人文 [1 中 的 
N-P 方程 (3,8,11a})~(3. 8. 1lr) 和 (3. 8. 12a)~ (3. 8. 12k}, 
我 们 证 明了 度 规 (2. 5.10) 确 是 Einstein-NMaxwell 方程 的 严格 解 . 

三 个 光学 标量 (前 切 度 . 旋 度 和 散 度 ) 为 


s=[ Be a | =0，, 
[ee 
回 一 一 1 一 一 ro5， (2.5.19) 

很 明显 它们 和 Kerr-Newman 度 规 相 同 . 下 面 我 们 将 证 明度 
规 (2.5.9) 是 Petrov I 型, 其 重复 的 主 零 矢量 汶 i*, 因此 , 我 们 的 
解 具 有 与 Kerr-Newman 相同 的 剪 切 度 . 旋 度 和 有 零 线 汇 . 

我 们 现在 计算 在 坐标 系 xsr,28.p 中 的 Ricelt 张 量 ， 由 于 Ricecl 
标量 为 零 ( 人 参见 方程 (2.5.16)) ,所 以 RR。 一 R222Z? 一 了 于是， 
能 - 动 张 量 由 下 式 给 出 

T= A4Q: (0p) [in mm, |— 
el dm_ oy | 衬 + 


da 


27rD02 [这 一 名 | ~ 


dasing dm 


ppl mma pt) 一 


V2 和 
en ei Cf mp). (2.5, 20) 


利用 方程 (2. 5. 11) 和 (2. 5. 20}, 我 们 可 直接 写 出 在 坐标 系 &、 
.8.P 中 的 Riececl 张 量 和 能 - 动 张 量 的 各 分 量 . 结果 表明 满足 主 能 
条 件 , 这 表明 度 规 (2. 5.9) 是 具有 物理 意义 的 ， 

下 面 讨 论 度 规 的 代数 分 类 , 我们 采用 Petrov 分 类 的 旋 量 形 
式 对 Weyl 张 重 进行 分 类 . 在 时 空 的 每 一 点 ， .都 对 应 
一 个 旋 量 基 为 ia.na 的 切 空间 (满足 ian 二 1). 由 旅 量 基 可 得 到 在 
5 维 复 空间 五: 中 的 另 一 组 基 

FoaBcn —n annenp, 

Slagen—— Hengeps 

Saam oT— lad pr py s 

ED 一 一 下 ae 

Gapcn = tatd nl dp. 2,5, 21) 
利用 这 组 基 ，Wey| 放量 pacio( 它 是 等 价 Weyl 张 量 Cw 的 放量 ) 
可 表示 为 


4 
如 ac 一 Dnasep = (2. 5, 22) 
只 二 器 


式 中 a 是 Weyl 放量 的 标 架 分 量 . 由 于 本 度 规 的 加 二 办 二 3( 熏 风 
方程 (2. 5. 18))， 用 A? 缩 并 (02.5. 22) 式 得 到 
Wancol t= pat als. C2 5, 23) 

式 中 as 和 4 成 正比 . 由 此 可 知 ,， 若 六 甜 如, 度 规 是 Petrov 1 型; 
苦 Y= 二 Gc， 则 度 规 为 局 型. 这里, 容易 证 明 3 内 加 关 贱 ， 从 而 有 六 
天 入， 因此 我 们 的 度 规 属于 Petrov 1 型 . 

注意 在 (2.5.8) 中 : 

第 一 类 Christoffe! 符号 的 非 去 分 量 为 


1 
Do 3 Lo. 7 oy 后 在 态 | 一 六 rp 


* 35* 


om 一 一 | EE dQ oz 


Ei 

T= (2mr— rep — mop, 

T= — (2mr- -Oarsinfcostdo rp , 

Ts= — (mr — OW rasinidop masin dop, 
T= (2mr — (ra asinfcosdpp’, 


den dD 1 ， _ 
oss 一 da —& da, d'sin'doo, 


Tm = ~— (mr -Rr pt moe 

T= (2mr — RQ rasin Oop — masin’d on, 

Ts =r, 

T= —asinfcost, 

Tss=— mr ran p+ masin opt rsin’d, 

Twm= (2mr — Qa'sindcosgo pp , 

Toi= ~— Comr- -Or ta asindosdpe pp , 

Ts = rr, 

Ts = usiNndcosg, 

TC— a sndcosd, 

T= rial)sndcosd i (mr — QO) (2a'sindeosdppe 
a'sin' frosho 0: ), 


1 300 一 ?|[ 衬 da 一 名 3 | osim Bopp, 


T=— (2mr— AQ rasindo ptmasin’dppe, 
T'swm = (2mr. -RQ) ” ui)asingcosdp’ po’ 
了 30 一 一 CS _Q5 dx o| A sn:8o0p, 


了 > 一 peoeg, 
T= mr — raisn'dop — maisin'Oop—rsin’d, 
有 一 一 (十 cslngcosg 一 (2mr 一 全)(2assingcosgoo 十 
adsTtnagaosBp202 )， 《1 
第 二 类 Christoffer 符号 的 非 零 分 量 为 
+* 3b" 


Pu= 一 | er -QQ | arsin?gp’F 2 (mr 二 
Maio: pr — (2mr— QQ rasin gop “, 

Tw =— (2mr—Q a'singcostp po:, 

TO mr Qa’sn pe 十 
《2977 一 全 orem OP —ma’isin‘9pp’ 十 


RQ | assintgp? 天 一 zaasln?pgp5， 


一 Casingeosepp， 

站 一 reslinzppp， 

Fe =r tr ) pp, 

T° ,= 2m OQ)asn feosd 0 0, 

T= mr QIr Qira Nasin bpp 一 一 


mria'sin' dep Tma'sin‘dcosg— 


Et 一 久 了 aisin' Poo +rassinidop trsin’d 
v0 = (2 oe sln20p3p 3 — (2mr— Qirpp 二 
Et _Q 9 I |e gn0pp + Comr 一 OQ mop + 
(Dm — Qo — ma’sndp’ 0 — 
dn 


dQ 


门 一 (2mr 一 如 :rp202 一 MO0， 
T= (2mr — Qasin 0 一 (2 一 
QD)raisin dep  — (2mr— A masinid oe 一 
(mr Orasin O00 + maisinido oe’ — 
Sr 一 & 和 asi oo: + masindpop, 
T= a sindcosdpop, 
太一 一 (zz 一生: rasin'dop 十 masimn2gpp 一 rasln22pp， 
* 37 。 


TO Cmr OQ rop—raisin too—r, 

D'Or sn dop 十 
(2mr— OO ra'sin Oop 十 | Sr 一 QQ 和 | 
a'sin B00 (mr — QO rasin'dep 十 
Comr — QO ma smnior pe — ma'sin'de et 
| Sr 一 QQ Ee asslntgpp 一 Peisin'pcp 十 
(mr — OQ rsmnidpp—rasinido0—rsin'd, 

T= (2mr—Q Yasingcosdo 0 

TO (mr riasndosdo op “十 
(omr — asindcosto pn >， 

I? 一 rp， 

T= —asintcosdpp, 

Ta 一 一 azslngcosgpP， 

T= (2mr— AQ)a'sndosdo 0  —2(2mr— 0) 
asstniBcosbpsp2 — (ri +a’)sindcostdpp, 


id 
I w= 一 [ 了 -QSe J ap 十 mep 一 


3 


(9mr— Q: Jrap:p ;, 

T= (2mr— Qacostcosectop’, 
,= Ye Pe em pe 十 
i dm 


下 dz ed 5 py 
Tr’ ,=acosfcosecdpp, 
rm 13=rep, 
FA 2 一 rapD， 


T= (0mr— AQ asindcosto p+ costcosecd, 
TO (mr ralsinido po 一 


| 守 , 一 @ | esin'p:p+ 


。 了 3， 


Pitssin oprasin’donp. (A2) 
§ 2.6 Einstein-Maxwell 场 的 一 个 静 磁 解 


我 们 曾 在 文 C403 中 给 出 一 个 一 级 近似 解 ， 描 述 合 磁 矩 的 质量 
源 的 外 部 场 . 本 节 将 给 出 一 个 严格 解 . 

Einsten-Maxwell 场 的 第 一 个 严格 解 基 GG Bonnor 于 1954 
年 获得 的 . 接着 ,Tauber 采用 Kerson 解 枸 成 一 个 全 磁 符 的 中 心 
质量 的 外 部 解 ，1966 年 ， Bonnor 采用 Kerr 度 规 ， 用 自己 的 关于 
稳 态 真空 解 和 电磁 真空 解 的 对 应 关系 ,得 到 了 一 个 合 两 个 参量 的 
解 ( 合 质量 和 磁 侦 极 守 .这 个 解 在 无 限 远 是 平 直 的 , 磁场 趋 近 于 
磁 偶 极 子 的 磁场 . 但 是 Bonnor 的 解 有 一 个 问题 ， 即 当 磁 的 参量 
为 零 时 不 能 过 渡 到 史 瓦 希 解 . 

70 年 代 末 ，Herlt 求 出 了 一 个 和 解答， 其 中 包括 Bonnor 解 , 也 
可 退化 为 R-N 解 . 但 是 很 遗憾 ，Herlt 的 解 不 能 描述 磁 侦 极 托 的 
静 磁 场 . 

下 面 将 给 出 的 解 满 足 上 述 各 个 物理 条 件 , 描述 质量 - 磁 矩 的 
外 部 场 . 

E-M 方程 具有 形式 


R= Br Ts -a Yr —gFma gg")—0, 

Fest Ft Fs —0, 42.6.1) 
i 1 

T= x Fu Pk Bl + 


dA aa4， 
Fa— A A 


静态 畏 射 对 称 引 力 场 度 规 的 一 般 形式 为 
ds:=f !:{e* dp: tdz’) + pdg]— fde. (2. 6. 2) 
函数 上 和 * 只 依赖 于 2 和 >， 
在 所 讨论 的 情况 下 ,4 维 势 可 写 为 A, 一 A;(p, z) ,其余 分 量 
为 零 . 这 样 ,可 将 (2. 6. 1? 改 写 为 
。 339 。 


2 


FF 一 (Vs (VA v| 记 f oA, = 0 (2.6.3) 
oD_ re Se ad 
4 ap™ 人 | 如 | | 十 人 公 || 3 | [| |， 
= > 7 避 a 《2. 6. 4) 
了 宁 ,9 9 
a 5 市 Rr “= PD 
式 中 ps 和 吕 是 单位 天 草 . 
从 2.6.3) 的 第 二 个 方程 可 以 看 出 ， 由 式 
9d 上 工 24s ads 了 Ms [2.6. 5) 


a Re pp 
给 出 的 44 也 满足 场 方程 . 将 A 代 人 ，(2.6.3) 和 (2. 6.4) 改 写 为 
faAf—=( THF TA) fAAI—TAI* Tf 


{2.6.6) 
Hi 2 这 | 多 i i 2 
[| 一半 装 ) 一 [次 /十 
(C2,6.7) 
29_1AfY 4 a ds 
PR FoRER fF PE 
再 引 人 两 个 函数 e 和 e,: 
E| 一 2 十 6 一 芒 一 3 u= vf, 《全 6. 8) 


可 将 静 磁 场 方 程 写成 对 称 形 式 ， 
(ee Ael m2 Ye)’, (gl 二 £0) es 2 es), (2.6.9) 
GE 

4 加 加 下 
(&E) 四 本 宇 宇和 让， 

40 sR DE 中 Er 
我 们 发 现 ， 如 果 (8， 有) 是 方程 (2. 6.9 一 10) 的 解 ， 则 
一 & 十 8 atbe, 


cide ’™ ctde,’ 
也 是 方程 (2. 6, 9 一 10) 的 解 . 式 中 a,58,c 和 4 都 是 任意 的 实 常数 . 
令 寺 式 中 二 0, 4 二 一 2d¢,， b= 二 一 dd， 得 到 
。 340 。 


{2. 6. 10) 


(2, 6, 11) 


£1] 一 


2cn 26n 


El El {2. 6. 


这 样 ， 我 们 得 到 一 个 生成 解 定理 ， 知道 了 场 方程 的 一 
7 一 4c8 FA FY A m1— 220A (CAE fF) 


12) 
个 解 


13) 


14) 


-15) 


18) 


17) 


18) 


19) 


20) 


C9, 6. 
由 {2, 6. 10) 和 (2. 6. 2 可 知 > 一 上 
下 面 我 们 将 获得 一 新 的 解 千 ， 
把 方程 (2. a 
1 3 
LAA 
ps 2A 
2/[ | 册 二 [中 
1 3 3 FA 3Ff a ,3f Ad 
/5 六 | 3 | 和 = 3 Ap +3 RR (2. 6. 
引 人 和 人 两 个 函数 忠和、%， 满足 方程 
a 1 4 FX _ 1 3 
pi jt 0， 芒 一 二 了 6 十 下 一 0， 《2. 6 
ab 法 1 交 (2.6 
ap 10 引 ”此 pao “" 
不 难 证 明 , 如 果 FI) 是 常 徽 分 方程 
diF fdF': 
一 | 和 +2F (2. 6, 
的 解 ， 则 
人 A 二 XX， f=oF 0) 
就 是 方程 (2, 6. 14) 的 解 . (2. 6. 
解 (2, 6, 17), 得 到 
FOOD) 一 二 | | ， bi =econst. C2. 6. 
令吉 二 1, 部 严 一 ch25， 与 (2. 6.13) 对 应 的 (2. 6.14) 的 解 可 以 写成 
deie’ :chiy _ Zen% 
I- ppm’ 1 pehy ‘2. 6. 
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这 时 方程 (2. 6. 7} 可 以 改写 为 
13 ip ln | 
高 | 27 一 2in chi’g— ln | 


-2[| 方 各 | “lp | |， 
i yy a 电 二 一 和 4 区 4 
|27 py che ln | 6 (26.21) 
方程 (2. 6.5) 可 改写 为 
3 ， 
BA 十 Xt 扩 一 0 


1 


怠 

Eo 

3 a C2, 6. 22) 

无 (2co43 十 入 tn 的 一 一 忆 Er 

方程 (2. 6. 20 一 22) 确 定 了 EE-M 场 方 程 的 新 的 解 馈 . 

令 p= Vr) y), s—=ioxy, (2.6.23) 
从 Weyl 坐标 变 至 枉 球 坐标 ,再 变 至 史 瓦 希 坐 标 ，(2. 6, 20) 便 退 
化 为 史 瓦 希 解 和 R-N 解 . 由 这 一 退化 和 解 的 半 近 行为 , 便 可 确定 
解 中 各 参 景 的 物理 意义 ,下 面 我 们 就 来 做 这 一 工作 . 

将 (2. 6. 20~22) 变 至 精 球 从 村 我 们 有 


vy ry 1 > 芝 一 > 部 | ， 


六 = 一 yr 一 Dy 证 1 一 yz 六 | 
(2.6. 24) 
在 坐标 6z，37) 中 , 度 规 (2. 5.2) 具 有 形式 


. | dx day? 
ds 一 wa 了 em +t)+ 


(x2—1) Q—y dy |—/fde, (2. 6. 25) 


市 解 (2. 6. 20) 种 方程 (2, 6.15~16) 具 有 形式 
dcx rl — ychiy 


fa hi 
gi rE yeh 
Cr 7 ch #] (2. 6. 26) 
4 一 1 2co% 
3 R11 ychiy’ 


* IJ424 


(2. 8, 27) 
【了 一 a = 0， 
wp 1 避 入 1 ox 
ho 六 一 一 上 一 > hb 区 一 这 站. (2, 6. 28) 


为 了 得 到 史 瓦 希 解 ,只 要 


Y=k,(x 二 +1)， an 这 > 


取 co 二 9， 由 (2. 6. 26) 得 


一 ] T 
了 一 ， 二 0. 
变 至 史 瓦 希 坐 标 : 
一 【一 jn， 昱 一 COS， 
再 令 如 一 加 bo， 得 到 


三 1 M0 ， 
此 即 史 天 希 解 ， 
所 获得 的 解 馈 (2. 6.26) 可 以 把 史 瓦 希 解 推广 至 场 源 含 磁 参 量 
的 情况 . 
《2. 6.27) 中 的 函数 XX, 我 们 选取 为 
X=wo tx 二 patooy): 9o—const, po—=const, (2.6,29) 
代入 (2, 6.28),， 得 到 多 的 表示 式 


| lt) x 
4 一 ln| 1 一 ]， 


| C2. 6. 30) 


go BE 1 二 yi 工 十 1 1 一 ?| zl 
这 时 有 chey 一 二 M3 + ， 
(2.6.31) 
{2. 6. 8) 中 的 函数 ce, 和 ;具有 形式 
_ 2c， _ 2cCp _ 
rl 上 一 #—¥ 1 ， (2, 0. 32) 


当 c。= 二 ms 时 有 
ea 


270 ] 


E1 一 | 1， 
& Ma 1+ (r+ po ooy) 
2 1 
E2 一 一 一 -一 一 1， (2.6.33) 
MY 二 和 二) 
_ | 2mott 1] EPIoX 
于 是 势 了 一 种 一 和 | 9 和 二 1 一 种 一 各 
的 表示 式 为 
f= dmitCr  — TM 


2mat zr po goy) 
ELC pt oy) — (x — 1 MT 
方程 (2.6. 21) 在 坐标 人，y) 中 具有 形式 


及 ;二 (2. 6. 34) 


:本 ?zy i a 
Kolr Ty ) 去 =z| 天 | 一 一 1 2 汪 | a ay 


a yr 1)ia mM" XN 
(ry) | 一 y| | 十 3z 入 3， 
(2. 6. 35) 


r=2ln chgt In[ (x:— 1 (1—y)]—7. 
积分 上 式 ， 得 到 
(十 y)0+eo ry er = Mi(z:—1) 1%, (2.6.36) 
把 方程 (2. 6. 22) 变 至 酉 球 坐 标 系 ， 得 到 


2zm， 2 :一 一 下 二 Getht) 十 2X 十 (1 一 六 下， 

2mo ~ 1 Xm + 2 Cr :一 1) 葡 (2. 6.37) 
在 我 们 讨论 的 情况 下 ， 

一 十 gay)，thg 一 2 引 | 1 十 ] 于 -1 

二 oT pr qoyds t 六 一 | 1 十 y 了 十 1 " 
积分 (2. 6. 37),， 得 到 

eA A 二 一 Cr 十 po 十 goy) :thy 二 yt 十 1) 十 

grrty 十 1D 十 2poxry 十 DD,. (2,6.38) 

式 中 Do 是 积分 常数 . 
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令 Ds=29opo' pit+gi=1, k=mo(l—g) 和， 


fo—=qomp (lg 2, 
变 回 史 瓦 希 坐 标 : 


一 
也 一 ，3 一 Cos 他， 
此 


便 最 后 得 到 度 规 (2. 6. 2} 和 势 4; 的 具体 形式 : 
ds: = MN(dr + RdP + Ksin’Gdg — fdr’, 


{2. 6, 39) 
FfF=dmiKMI[ Gorcos0)— (romr— oIM | :, 


C2. 8. 40) 
mds— cos-~—thi) (rr ormosp) 


golr 二 gocosd | mr} snd. {2, 8. 41) 
式 中 K=ri— ?mr—aqimitl—og) !, 


站 872 
M= sin: 三 [人 mo) | 十 
V1—q (tr — no) mo 
gor 2 
cos: < | 1— g(r— mo) :| 
V1—oitr— mo — mo 


N=| (1 一季 ?天 了 
Log)K+misin’g 


一 2 
1 lao: ee 


1— gitr—nmo) + mcosg 
我 们 发 现 ， 当 wg 二 0 时, 度 规 (2.6.39) 退 化 为 史 瓦 希 度 规 . 
由 渐 近 行为 
六 CN-| 1 十 2 | ;A KMN—rr’ 


r 


可 知 ， 当 x 一 oo 时 ,我们 获得 的 度 规 趋 近 于 史 瓦 希 度 规 : 


dea 1+ | dr 十 rd 他 十 rstnzgd -|1- Em | dr 


天 ”| 


由 此 可 知 , 度 规 (2. 6. 39) 是 渐 近 平 直 的 , 参量 mw; 应 即 为 引力 源 
。345。 


的 引力 质量 . 由 函数 4; 的 新 近 行 为 


A 和 Fr Lng 


3 2 
可 知 , 量 


go = oo V1 — qo 
应 该 是 单位 源 质 量 的 嵌 矩 . 
因此 , 我 们 获得 的 解 描述 有 具有 磋 荷 和 磁 矩 的 中 心 压 量 的 
Fmstein-NMaxwell 场 ， 


* 4 


8$3.1 引 言 


广义 相对 论 的 发 展 很 大 程度 上 取决 于 爱 因 斯 坦 场 方程 的 严格 
解 和 它们 的 物理 解释 . 专家 们 一 方面 在 寻求 场 方程 的 新 的 严格 
解 ， 另 一 方面 尽量 寻找 一 些 变换 ， 从 一 个 已 知 解 生 成 一 个 新 解 ， 

由 Ernst 和 Kinnersley 等 人 给 出 的 定理 , 成 功 地 从 场 方 程 的 
一 个 辐射 对 称 真空 解 咎 成 一 个 新 解 ， 因而 使 人 人们 对 辐射 对 称 真空 
场 方程 的 解 特别 感 兴趣 ， 当然 ， 人们 对 这 类 场 感 兴趣 的 另 一 个 重 
要 原因 是 它们 在 天 体 物 理 方面 具有 重要 意义 、 本 章 将 讨论 Ernst 
等 人 的 生成 技术 , 给 出 场 方程 的 另外 一 些 解 . 

前 面 我 们 曾 讨 论 过 具有 和 辐射 对 称 性 的 静态 度 规 (Weyl 和 
Levi-Civita 解 ), 将 这 些 度 规 进 行 自 然 推广 , 可 以 得 到 具有 辐射 
对 称 性 的 稳 态 度 规 . Lewlts 和 Van Stockum 给 出 了 一 个 这 样 的 稳 
态度 规 ， 但 是 不 满足 渐 近 平 直 条 件 ， Kerr 度 规 满足 新 近 条 件 . 在 
第 1 章 中 用 复 延 拓 方 法 得 到 了 这 一 度 规 ( 1. 14)， 又 由 直接 解 引 
力 场 方程 的 方法 得 到 了 这 一 度 规 (81.15). 本 章 将 用 Ernst 方法 
和 和 玫 立 子 方法 给 出 它 的 解析 推导 . 

Kinnersley .Chandrasekhar 和 Ehlers 的 生成 技术 以 及 参量 变换 技 
术 , 最 后 还 将 较 详 细 地 讨论 孤立 子 方法 ,并 用 这 些 技 术 和 方法 获得 
一 些 新 的 严格 解 ,其 中 包括 著名 的 Kerr 解 和 Tomimatsu-Sato 解 . 


" S34d7 + 


8$3.2 轴 对 称 度 规 


如 果 拉 格 朗 日 密度 不 含 时 间 坐 标 上 和 方位 坐标 %' 则 这 一 稳 
定 系 统 具 有 辐射 对 称 隆 . 在 经 典 场 论 中 这 包含 角 动 量 守恒 定律 : 
了 一 天 7/ 池 对 于 坐标 变换 
t 一 一 上 有 一 一 多 {3. 2.1) 
是 不 变量 . 因此， 所 导 求 的 线 元 应 不 含有 项 dx dg, dx dy, dtd 
和 qtdz 这样 的 线 元 可 以 写 为 
ds: = gwdt: -pg dr 二 godr* gadz’ 十 
gordtdgt 2g1sdr!dx:, “3. 2. 2 
式 中 上 度 规 张 量 的 各 分 量 均 不 依赖 于 :和 gg, 且 z 和 x 是 两 个 新 近 
类 空 坐 标 . 由 于 Weyl 纺 量 在 二 维 空间 中 恒 等 于 零 ( 见 附录 3 9)， 
所 以 面 
ds 一 gudzi 2grdxridzr’ | gadr’ (3. 2. 3) 
是 共 形 平 直 的 . 和 静态 的 情况 一 样 ， 存在 变换 


| l 
工 一 《PT 


x = (rl, x {3. 2. 4) 
使 线 元 (3.2.3) 恋 为 对 角形 式 : 
dsi =—er(dzx'! 十 de ), (3. 2. 5) 


式 中 wp 一 pz xz ) 这 一 变换 不 影响 上 和 9 分 量 . 去 掉 搬 号 ， 
(3. 2.2) 成 为 
ds: = gondt? | 2godtdg—e’(dzr! 十 qz )+gadg. (3.2.6) 
《3. 2.6) 是 最 一 般 的 辐射 对 称 稳 态度 规 . 当 gos== 了 时 上 式 旭 化 为 
静态 度 规 . 
我 们 将 (3. 2. 6) 写成 形式 | 
ds — Vd — 2Wdtdp—e’dr! 一 erdz — Xd#. (3.2.7) 
式 中 VW,W 和 苹 只 是 x 和 x 的 阔 数 . 
由 (3.2.7) 可 得 
Vg=pe', 
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二 VE 二 W . 《3. 2. 8) 


， 3 ra oD 9? 
注意 到 3 XA 于 ep WW 法 29 ‘ Fr! 
过 ， a 
‘Te 人 Bop2 《3. 之 。 9) 


可 以 得 到 g”* 的 表达 式 , 从 而 可 写 出 人 和 Rs 的 表达 式 ， 代入 场 方 
程 R= 二 0, 得 到 所 寻求 的 关于 VV,，W 入 的 真空 引力 声 方 程 : 


20101 十 521P pag tLV 天， 十 全 全 一 
(VK ,Wi) =0, (3.2.10) 
一 2p w+ Cp pp sp) + 和 ,十 Hz 一 
(7 :十 全 2)] 一 0， (3. 2. 11) 
《prI7 ,) 十 到 Lo- HW Wt+2T =0, 
(3, 2, 12) 
(pl! ,) 十 萝 Co 5 其 ,十 本 W227T k=0, 
(3. 2.13) 
(pr ) + CV XW WH p=0. 


(3. 2.14} 
式 中 上 脚 标 := 二 1，2; 两 个 脚 标 重 复 表 示 取 和 ;! Y :是 二 维 拉 普 拉 斯 
算 符 : 


7 
Ar! dr 
由 (3.2.10) 减 去 (3, 2.11), 得 到 
Vp=0, {3.2.15) 
即 p 为 调和 函数 , 为 了 简化 场 方 程 ,， 引 入 典型 的 柱 誉 标 (p,z)， 令 
tp YO—=2, (3.2.16) 


式 中 p 是 方程 (3.2.15) 的 一 个 任意 解 ， 上 式 使 方程 (3.2.10) 和 
《3. 2. 11} 成 为 全 同方 程 . 将 63. 2.16}) 代 人 (3.2.10), 得 到 
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p= LV XW CV x s+ WY, (3.2.17) 
用 WY 乘 (3.2.13), 用 殉 乘 (3.2.147， 然 后 相 加 ， 得 到 


39i1 :1 9311 2 | 了， 
;| | 2 | pr ?| GW 
2pV :A= 0, 

上 式 去 端 前 两 项 显然 为 地 , 故 有 

Vip= ty XW WW ,. (3. 2. 18) 
将 上 式 代 入 {3.2,12}) 一 3.2.14} 消 去 py， 得 到 

VY .Oo VV 1 二 2 VW WM , (C3. 2.19) 

Ko RK =—0 XV XW.W ,), 《3. 2. 20) 

Wo WW .=p WV ,RK,,+W .VW ,). C3. 2. 21) 


将 (3. 2.17) 代 入 (3.2. 18), 考虑 到 (3. 2.19) 一 《3.2.21), 得 到 
天 好 一 - 训 (X i 2 十 各 ， a 十 入 2 1 十 
KV WW WW st 2 WW 2), 《3. 2. 22) 


积分 得 ws 一 一 二 EV ,2 Wy). (3. 2. 23) 


由 C3.2.23) 和 C3.2.17) 可 确定 jx, 积分 常数 由 渐 近 平 直 条 件 确 
定 ， 
考虑 到 (3. 2.8)， 可 用 两 个 图 数 子 和 中 代替 了 ,和 和 克 : 
V=7, 
Wo=wf, (3. 2. 24) 
=p wf 
代 估 (3.2.7) 得 到 线 元 的 表达 式 
ds =f(di— wdp):— fe (dp:+dz:)+ pdg], 
(3. 2. 25) 
Fe 一 人 (3. 2. 26) 
线 元 (3. 2. 25) 称 为 巴巴 别 特 鲁 (Papapetrou) 度 规 . 
将 (3.2. 24) 代 人 (3.2.10) 一 (3.2.14)， 得 到 场 方 程 
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7 一 [三 :or 一 瑚 一 2o(a Fw ,CO— 


Cw fw wwf) |， (3. 2. 27) 
Ys fof 1+ ol sf 1 天 一 

Cw fof ws wf ,), {3.2. 29) 
A ftf tt tp et), 


(C3. 2. 29) 
fonte St) +2f(f wtf rw) =0. (3. 2. 30) 


由 最 后 两 个 方程 得 到 局 发 , 我 们 可 以 引入 和 平 直 空 间 中 算 符 Y 形 
式 相同 的 算 符 : 


WA 1l 蕊 Co40) 十 从: 
从 而 将 (3. 2. 29) 和 (3. 2. 30) 表 示 为 

JvVif=Vf* Vitoe fvVow* Vw, (3. 2. 31) 

Vo* lo fvw)=0. (3, 2. 32) 
解 这 两 个 方程 ,确定 阿 数 和 ww, 代 人 前 两 个 方程 (3.2.27) 和 
《3. 2. 28) 中 的 任意 一 个 , 便 可 求 出 ”, 从 而 获得 场 方 程 的 解 
(3. 2. 25). 


$3.3 Ernst 方程 


场 方 程 (3. 2. 32) 表 明 存 在 一 个 和 拓 势 4, 它 满足 


of Vw VXA. (3, 3.1) 
由 于 Yw 垂直 于 半径 方 阿 评 于 是 有 
CY A): R=0, 《3. 3. 2) 


即 
* 353 。 


34 _34, 
do re ， 
此 式 甫 明 存 在 一 肾 数 Ftp, =， 网: 
_ 下 
ao 
_ 站 
一 去， 


忆 ， 


令 下 一 小 一 oh， 我 们 得 到 


六 Xx4= 广 ip 守 一 于 |. 《3. 3. 4) 
将 上 式 代 入 (3. 3.1) 得 

Tw=p0f inX TY. (3. 3. 5) 
加 称 为 所 (twtst) 势 . 为 了 得 到 更 满足 的 方程 , 作 矢 和 量 积 下 X 


(3. 3. 5) ,得 到 


pf RX Vwu=— VY. 《3. 3. 63 
注意 到 ，(《p 下 XYo)= 一 0， 可 得 

Ve* (VE)=0, 《3.3.7》 
此 即 势 下 满足 的 方程 ， 

引入 复 势 

F=f 二 (3, 3. 8a) 
可 将 场 方程 (3. 2. 31) 和 {3. 2. 32) 合 写 为 一 个 复方 程 

(RITE VE Ve, 《3, 3. 9) 


现在 我 们 证 明 此 方程 与 (3.2.31) ~ (3.2.32) 等 价 ， 将 方程 
(3. 3. 5) 代 人 (3. 2. 31)， 得 到 
fvif=Vf Vf— VE YY. 
由 二 的 定义 式 可 知 ， 式 即 
ff EY Vf=VE* Ve. 
将 (3, 3.7) 展 开 后 代入 上 式 , 便 得 到 (3. 3. 9). 
引 人 新 的 复 势 3 


:一 1 《3. 3. 8b) 


* JI2* 


方程 (3. 3.9) 可 改写 为 了 的 方程 : 
(一 1] 可 一 《3. 3. 10) 
式 中 8' 为 上 的 复 共 四 eC 此 方程 称 为 恩 斯 特 方程 . 
由 (3. 3,8)、(3. 3.6)、{3.2.31) 和 (3.2.32), 可 以 确定 度 规 
函数 f，w 和 7Y 与 复 势 :的 关系 : 


_p,e—1 

/一 Re 污 -， (3. 3. 11) 
Vo ct nm DRXTH, (3. 3. 12) 
站 PP [区 芭 "区 史 | 

到 一直 ET 第 各 -六 训 | (3. 3. 13) 


ke 机 
为 了 解 方 程 的 方便 , 我 们 将 方程 (3. 3. 11) 一 (3, 3. 14) 变 换 到 栖 球 
坐标 系 中 ， 作 变换 

六 一 下 (2 一 130201 一 姑且 全， (3.3.15) 

之 二 韬 XY ， 


或 者 。 x 一 直人 [Gz 十 h)? 二 PP 十 [Gz 一 和 十 p92)， 
= zt) te Lz }. 《3. 3. 16) 
趟 中 为 任意 常数 ， 在 椭 球 坐标 系 中 , 息 符 入 :表示 为 


加 kf iv av 了 
了 一 Cr 1)” 政 二 其 1 32 六 
(3. 3. 17) 
3 
Y: 一 二 | 站 一 D 训 二 而 一) 吉 | 
方程 (4.3.13) 和 (3. 3. 14}) 表 示 为 
1 1 3 3- 加 
Er de DD) XT{l—Yy)X 
9d 936” vs | 36 a 
dy dy YT ar By dy Hx |， 
oY 一 加 a8 2 2 
一 Tc 一 yD BX 


" 3" 


353 | | | 
Ay ay zl 3 如 dy Ty Dr 1 


《3 1383) 
dt rp dF uf 了 四 2 
当 元 是 纯 实 数 ， 区 是 纯 虚 数 时 ， Tn 和 二 # 二 vi 一 一 
ns 得 到 


WV _ X11—y) 2 
二- 训 [ DI ar” > 到 十 "于 | 
ro 经 ] | 
《1 | 鸭 一 v | ， (3.3.19) 
Dy ,hn | 
一 1)| 于” artYa 
i? [| 
上 二 式 直 接 积 分 ,得 到 
有 4 
TC Cr yy (C3. 3, 21]) 


式 中 局 为 积分 常数 . C 和 a 由 边界 条 件 (x 一 吕 时 ee 一 1) 确 定 . 
上 面 诸 方程 在 以 后 的 讨论 中 经 常 要 用 到 . 
下 面 讨 论 恩 斯 特 方 程 的 常 相 解 . 引 人 代 换 


d=—e"cothy. yeER, (3. 3. 22) 
代入 恩 斯 特 方程 , 可 以 得 到 

Vy=0. (3. 3, 23) 

我 们 设法 求 得 %, 便 得 到 了 势 5 和 如, 进而 得 到 度 规 聘 数 六 ,ww 


和 7. 

取 椭 球 坐 标 ,， 用 分 离 变 量 法 解 (3. 3, 23). 令 由 (xr:y) 二 让 (T》 
Y(y), 方程 (3. 3. 23) 分 解 为 两 个 得 让 德 (Legendre) 方 程 ,一般 解 
表示 为 


y= YTaPtr) 4 dQ) YePy) + dQ Cy)1. 
f= 
C3. 3. 247 
dr 
式 中 P(x) 一 苹 Fix —1), 


* D4* 


Q(y) = ee 一 1)4n 2 -3P Vn 3 
(3. 3. 25) 
当 x 一 吕 时 有 
P(x) xr’, Qty D0. 《3. 3. 26) 


沿 对 称 轴 应 有 gtr; 十 y=(x; 一 y)， 所 以 (3. 3.24}) 中 的 常数 未 
一 0. 在 无 限 远 处 , 对 于 任意 的 y%， 应 有 ! 引 -一 ce， 因而 从 ”0D， 
所 以 ww 一 0， 于 是 (3. 3. 24) 成 为 


p= >》 PiQeCz)PCy)， (3. 3. 27) 
i=l 


代入 (3. 3.22) 得 到 常 相 解 ， 现在 由 渐 近 平 直 条 件 得 到 一 0,， 即 
为 实数 . 设 沙 = 一 cothy, 则 有 “一 如 osa 十 istna. 代入 (3. 3.11) 得 


f=1— 24Wcosa 十 1》 
+ 2gcosat 1 
由 新 近 平 直 条 件 和 场 源 质量 不 为 零 的 要 求 , 线 元 中 项 fd# 应 与 史 


瓦 希 线 元 中 对 应 项 | 1 一 全 | 有 同样 浙 近 行为 ， 所 以 ， 当 zoo 时 
应 有 更 =sr( 此 处 > ee 又 由 (3. 3. 12) 得 到 


Wy 二 my pk — 业 二 eosadtl)sinatii xX VY ). 


代入 更 sr， 得 了 os 一 2r-1sma， 从 而 有 之 一 2sinatnr， 由 
(3, 2. 25) 可 知 , 渐 近 平 直 条 件 要 求 w=0, 所 以 有 as 
我 们 讨论 一 个 极 简 单 的 解 , 即 (3. 3. 27) 中 7 一 0 项 对 应 的 解 : 


4 一 去 eln = 二 (3. 3. 28) 
式 中 6 三 名 .由 此 得 
Cx 二 1 二 (x 一 1 
?一 (TI 一 (Cl (3. 3 29) 


代 回 (3. 3.11), 得 到 


1 
f= pT (3. 3. 30) 


由 (3. 3. 18) 得 


* 355* 


o_O 
(Cry 
“为 实数 , 由 (3. 3. 12}) 知 
如 一 心 . 【3. 3. 32) 
采用 顶 球 坐标 常常 是 比较 方便 的 ,巴巴 别 特 鲁 度 规 (3. 2. 25) 

在 椭 球 坐标 中 具有 形式 
ds:= 7(dt— wdop)’—Rk*f [ey | + 

dy | 
1 一 如 | 
由 于 史 瓦 希 度 规 是 辐射 对 称 的 ， 所 以 必 存 在 {f,w,7Y}) 的 一 组 解 ， 

使 之 由 (3.3.33) 可 以 变 到 史 瓦 希 度 规 


i , -1 
ds = | 1 一 经 | de 一 | 1 一 “2 dr —ritdF Tsiniddg), 


(3.3. 31) 


+ DO—y dg |. (3. 3. 33) 


《3, 3. 34) 
我 们 来 寻找 这 一 变换 
并 一 了 Cr) yy 二 y(t8)., (3,3, 35) 
出 于 方位 坐标 和 时 间 坐 标 不 变 ， 必 有 gw = go B33 = fat £0 
三 gos， 因此 


f=!1 一 和 ， (3. 3, 36) 
Er y =risinp, (3. 3. 37) 
说 一 站。 


由 此 得 一 DG 一 2) 一 不 | 1 一 全 | msg 


根据 z= 一 zxCr)? 和 y 二 vy(8), 得 到 yy 一 cos8. 从 而 有 让 (Cr 一 1] 一 王 一 
2orr， 故 知 二 二 一 1，(k 二 m)， 变换 的 具体 形式 是 


r 
一 一 一 ]， 
Wd 


y=cosg. (3, 3, 238) 


由 (3. 3. 38} 和 (3. 3. 33) 知 
+ 356 。 


f= (3. 3. 39) 
(3. 3. 38) 就 是 由 奖 球 举 标 到 球 堂 标的 变换， 


§ 3.4 Curzon 解 


在 柱 坐 标 系 中 解 方程 (3. 3. 23)， 可 得 到 一 个 特别 简单 的 解 : 
=m(tp ce), 《3, 4.1) 
式 中 mr 为 一 常数 ,可 以 证 明 , 这 个 解 可 以 写成 (3. 3. 24) 的 形式 ， 
将 上 式 代 入 (3. 3. 22) 和 (3. 3. 11) 可 求 得 


f=exp[— 2m(e: + ) 1 |. C3, 4, 2) 
代入 (3. 2.271 和 (3. 2. 28)}， 积分 得 
2 四 
7= 一 他 Cr (3, 4, 3) 


由 于 (C2 十 z?) 下 二 zr 我们 可 以 由 rco 时 六 的 浙 近 形式 与 史 甩 希 
解 比较 确定 常数 m 的 意义 ， 当 #1-*oo 时 将 这 里 了 的 表达 式 展开 并 


与 史 瓦 希 度 规 中 的 gw 一 1 一 < 于 比较 ,可 知 m 即 为 源 质量 . 于 是 得 
到 一 度 规 


ds exp[ — to yn |de exp| cor sy |X 
(exp[ — 0 (dP:+ de + prdp}. C3. 4. 4) 
这 一 度 规 称 为 Curzon 度 规 . 
变换 到 球 坐 标 系 ， 由 (3. 3, 39) 有 
p= (7:— 2mr) sng, 
z= (r—m)cost. {3.4.5) 


于 是 得 到 球 坐 标 系 中 的 Curzon 度 规 : 
benp — 77 


i om mcosO) 


| ] we 
EXP fr Dmrd mcos Hd? exb 
» FIr" 


王 


了 2 一 SI 人 7 


RI 2 
2 om mcos Gy” rT 2mrt 
， TI 1 
misin’d) | 2 5 十 db i 


(3. 4. 6) 


8$3.5 由 Ernst 方程 直接 得 到 的 几 个 解 


办 斯 特 方程 的 一 个 重要 优点 是 用 标准 解析 方法 导出 Kerr 度 
规 . 恩 斯 特 发 现 ， 线 性 组 合 
Eo= pxr—igy: £3.5.1) 
p: 二 gq 二 1 《3. 5. 2) 
是 扰 斯 特 方程 463. 3. 10) 的 一 个 严格 解 ， 变 到 Bayer-Lindqutst 坐 
标 后 恰 是 通常 的 Kerr 度 规 . 
由 方程 (3. 3. 11)、(3. 3. 12)、(3. 3. 21) 和 (3. 5. 1) 得 到 


_ prtay—l 
1 ri) toy {3.5.3) 
2701 一 和 Capr 十 1) 
号 2 
A !. (3. 5. 5) 
从 而 得 到 度 规 
:ia Pr toy —l | 29(1—y) (pr+1) 1- 
ds —& (pr 1) ta y di 六 十 各 天 一 1 dp 
pal tay| dr? + dy | 
ps 2 一 1 ] 一 妇 
2 2 .2 
Er (Dy dp. (3. 5, 6) 
由 椭 球 坐标 向 Boyer-Lindquist 坐标 的 变换 表示 为 
pz 十 1 一 二， dy 一 二 cosg， Hp t' =, (3.5. 7 
式 中 2 一 盖 ， 9 一 六 ， 二 (rm a 


(3. 5.7)? 将 线 元 (3.5. 6) 变 为 
! 加 
ds:—dti— (rorcos’d) dF TFT 5 


a 一 Dmr 


(ra sn:ddp’— i (dt—asin’Odp)*. 
C3. 5,. 8) 
这 正 是 通常 形式 下 的 Kerr 度 规 (1. 14. 12). 
Tomimatsu 和 Sato 寻找 恩 斯 特 方程 的 形 如 
TY 由) 
一 (3. 5. 9) 


的 解 , 其 中 6 是 整数 , a 入 分 别 是 关于 xz 和 的 如 次 和 和 (6: 一 1) 
次 复 凶 项 式 , pp 和 g 是 两 个 实 参 量 且 满足 大 十 于 一 1. 

对 应 于 二 1,2,3,4 的 显 式 解 都 已 找到 . 8 一 1 时 5==px 十 
:9y， 前 面 已 指出 它 导致 Kerr 度 规 . 3 一 2 时， 有 


一 交工 十 9 1 pgry(x 一 
一 2pzrfz2 一 1 十 2r9y(L 一 2) (3.5.10) 
代 人 方程 (3. 3. 11)、(3. 3. 12)、(3, 3. 19) 和 (3. 3, 20) ,得 到 


4 
7 一 万 ， ‘3. 5. 11) 
w= (1 —y)C, (3.5. 12) 


过 
pr ye 
式 中 AEpi(tr 1) oy ?po Cr 1 y) Xx 
[2Cr: 1) 二 +2(1— y+3(xr 1)(1— y)|， 

(3. 5, 14) 


(3.5.13) 


B=[ p(x —1)—g (my ) +2pr(r—1) FT 十 
49232[ pz) 十 (pz 十 1 (oy) 下， 
(3.5.15) 
= pre 1)2(r 1)+ (rT3)(1—y:)|]— 
pri—1) dritr m1)+3r 二 1) (1 yj 
gq (px i) (1 ey). (3.5.16) 
=。 S59* 


由 (3. 5. 112 一 (3. 5. 13) 构 成 的 解 称 为 Tomlimatsu-Sato 度 规 人 一 
3, 4 的 解 已 由 Kinnersley 和 Chitre 等 t1978) 获 得 . 


§ 3.6 Ernst 生 成 解 定理 和 几 个 生成 解 


思 斯 特 建立 了 一 种 由 已 知 解 生成 新 解 的 方法 . 恩 斯 特 方 程 的 
每 一 个 解 总 乘 玉 一 个 相 因 子 e" 将 构成 一 个 新 解 ; 
上 一 人 《3. 1 ] ) 
现在 考虑 由 史 下 希 解 生成 的 解 . 由 (3. 3. 40)、(3. 3. 30》 和 
(3. 3. 29) 可 知 ， 史 真希 解 对 应 于 名 = 了， 代 人 (3. 6.1)， 
=e ‘3. 6. 21 
令 F 二 cosa, A 二 sina， 连同 上 式 代 人 (3.3.8a) 和 <3.3.8)， 得 


到 
2 | 
f=1 zr ort’ 《3. 6. 3) 
加 Az 
一 二 2 (3. 6. 4) 
将 上 上 二 式 代 人 (3.3.5)， 得 到 
刀 
元 二 0， ay 2kA. 《3. 6. 5》 
积分 此 式 ， 得 到 
w= — 2kAy. (3.6.6) 


式 中 点 为 场 方 程 中 出 现 的 任意 常数 ， 将 (3.6.3) 和 (3.6.4) 代 人 
(3. 3. 197 和 (3. 3. 207， 积 分 得 到 


Eb 《3. 6. 7) 
变换 到 Boyer-Lindqulst 坐标 , 令 

ycosb， (3. 6. 8) 
取 :二 mF、 
得 到 度 规 


人 


2 
ds’: 二 1 一 2 | (di— 2icos0dp) *— 
一 1 
[一 2 | dr 一 (0 上 DCdl 十 sn'gdg9， 


£3.6.9) 
此 和 解 即 NUT-Taub(Newman-Untt-Tamburma 和 Taub) 度 规 . 当 
1 二 0 时 ,此 解 退 化 为 史 瓦 着 度 规 ， 由 于 rr 一 oc 时 gn 不 等 于 零 , 故 1 
近 和 的 解 不 是 渐 近 平 百 的 . 
Demianskl 和 Newman 用 Kerr 解 生成 了 一 个 新 和解 ， 对 应 的 
相 变 换 为 


per pr oy), 《3. 6, 10) 
令 8 二 cosa, 4 二 sina， 得 到 
1 2 Px-Iy+tl ， 
7 一 1 一 2 pi +2ptrtgy — 294y 和 
2 qsy+ par (3. 6, 12) 


piri+2ptrtay —29Ay 
术 入 (3. 3.5),， 得 到 关于 名 的 万 种: 


do _ 2k9 一 这 2 3 
去 一 一 {SpL prt+1) gy 十 
pp a). 【3. 6. 13) 
am 289 工 一 1 pp? ps 
ri 于 和 | 2p 人 (六 工 一 942 十 二 十 可 4|， 
C3,6.14) 
A= pix: oy —1. (3.6.15» 
积分 , 得 到 w 的 表达 式 :; 
ok _ 1 pr 1 2 
局 一 一 了 | Cqay— ptx—1)—2 方 4 C3.6.15) 
» pry y—1 
从 而 得 到 e: -yy (3.6.17) 


下 面 恋 摘 到 Boyer-Lindquist 坐标 . 作 恋 搞 (3. 6.8), 并 取 


& 个 
PTR 9 rp 


处 一 {3.6.18) 


mm 
“一 Cm {mt 


" 361* 


=m ta, 


得 到 度 规 
2_ i+ mr 十 天 一 GdeDst 
ds | i od onoud | ~ 
| mr — alcosd | 3 
|d -| 2esmn0 gr fe 元 一 28cosg| dy | 一 


| dr 
+ 2 2 3— Te A | A | fo 
ir acos0+ i — 2alcosd!| | ete 


(reacosid + — alcosd) ri — mr + ot) we 
"2mr 
sm 他. (3. 6. 191 
这 一 度 规 称 为 Demianski-Newman 度 规 . 当 其 中 参量 i 一 0 有 时, 此 
度 规 退 化 为 Kerr 度 规 (3.5.8); a 一 0 时 退化 为 NUT-Taub 度 规 
C3. 6. 日) 。 


+dez| — 


§ 3.7 Geroch-Kinnersley 生成 解 定理 


前 节 中 讨论 的 相 变 换 可 由 一 个 已 知 解 产生 一 个 新 解 .。 对 应 的 
引力 场 方 程 的 两 个 解 同 属于 辐射 对 称 解 . 这 表明 引力 场 存在 一 种 
内 部 对 称 性 ,Geroch(1971) 发 现 ,， 相 变换 是 场 方程 更 大 的 协 变 群 
的 一 个 特例 ，Kinnersley (1973) 将 Geroch 的 工作 推广 到 含 电 磁场 
的 情 沉 ,他 研究 了 存在 一 个 类 时 Killing 矢量 时 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 
威 场 方程 的 对 称 性 , 证 明了 这 些 方程 具有 一 个 和 SU(2,1) 同 构 的 
对 称 群 , 其 中 某 些 变换 只 引起 规范 变换 ,其 余 的 变换 则 可 用 来 产 
生 场 方程 的 新 的 解 族 ; 从 而 提出 了 一 种 新 的 生成 技术 (G-K 生成 


技术 ). 
引入 复 麦克 斯 威 张 量 
F,=F,+t F,,. (3.7. 1) 
式 中 所 ,是 麦克 斯 威 张 量 . 在 无 源 区 域 ， 麦克 斯 威 方程 为 
天 -一 站 (3.7. 2) 


”了 52 。 


引信 复 矢 势 4, 定义 为 
F,=A, .— A,.,. (3.7.3) 
式 (3. 7,2) 即 为 4, 存 在 的 可 积 人 性 条 件 ， 

如 果 互 .所 在 的 空 -时 是 稳定 的 , 即 存 在 一 类 时 Kilhng 和 天 量 ， 
则 必 存 在 一 个 坐标 系 , 使 所 有 可 观 调 的 物理 量 均 不 依赖 于 时 间 坐 
标 . 这 时 辐射 对 称 线 元 可 表示 为 

ds 一 Ff (dt+tredr 3 一 六 站 edxt， 3. 7. 4) 

式 中 ,ww,， hw4 均 不 含 1; 通过 适当 的 规范 变换 , 也 可 使 4; 不 含 时 
间 . 线 元 (3.7. 4) 与 巴巴 轴 特 鲁 度 规 (3. 2. 25) 是 一 致 的 . 

所 有 场 方 程 均 可 写成 度 规 张 量 为 的 三 维 空间 如 中 的 方 
程 . 令 久 表示 三 维 空间 五 中 的 协 变 导 数 算 符 , 我们 定义 一 个 招 矢 
量 


fr 主 产 六 Xp 十 :名 VE—BY SD’). (3.7,5) 
式 中 外 为 复 电 磁 势 . 可 以 证 明 ， 只 要 知道 4, 的 第 零 分 量 Ao 就 足 
够 了 ， 故 可 令 

P= A,. (3.7.6) 


利用 爱 因 斯 坦 方 程 的 第 (0 1) 分 重 

Go = BRT, ， {3.7,.7) 
可 以 证 明 

WY r= 可 (3. 7.8) 
和 电动 为 学 中 的 情况 类 似 , 此 式 表 明 存 在 一 个 标量 " 招 势 " 殉 , 它 
由 下 式 定 义 : 

r= VY. (3.7.9) 
定义 一 个 复 引 力 标 势 一 一 称 为 恩 斯 特 势 ， 

二 一 者 十 ! 王 ， 《3,， 7, 10) 
其 中 右 端 第 一 项 属于 引力 场 , 第 二 项 属于 电磁 场 , 第 三 项 是 “所 
势 ”. 

一 旦 给 定 了 Ah: 则 已 斯 特 势 了 便 可 完全 确定 度 规 张 量 , 即 确 
定 引 力 场 ,麦克 斯 威 方程 各 其余 的 爱 因 斯 坦 方 程 均 可 用 二 和 和 盏 
的 方程 代替 . 这 些 方程 是 
* OF + 


了 可 一 (有 三 二 2 双生) VI, (3.7.11) 


fvD={(Ve+B' VHP) Vo. (3.7.12) 
还 可 以 确定 二 维 空 间 吾 的 曲率 张 量 : 
f°RP De | 过 十 二 芝 | 畦 生 十 
BO 十 DB,,. ©3. 7.13) 


三 维度 规 hh 具有 很 太 的 性 意 性 ,只 要 能 保证 上 式 是 曲率 张 量 即 
可 . 

为 了 显示 出 场 方程 (43.7.11)? 一 (3.7.13)? 的 对 称 性 ,可 用 三 个 
复 标量 场 go 和 ?代替 二 和 邓 : 


后 于 


由 于 三 个 函数 (zy 描述 两 个 量 ( 字 ,更 ) ,我 们 选取 ww 满足 任意 
条 件 , 使 zx 和 mm 的 方程 尽量 简单 些 . 为 此 , 移 (3.7.14) 代 入 
(3.7. 117 和 (3.7.12)， 得 到 
tua ou tw Vu=2 tu Vuev Yu 
I Ve) Vos 
(ur or ry Yuu Vato YY 
Ww VU Vv 3.7.15) 
(Cua Top” 一半 一 


tH VWI) Vi, 
我 们 引入 一 抽象 的 复 三 维 空间 M， 具有 不 定 度 规 
nw—=diagtl, 1, —1):; £3.7.16) 
将 场 #,v, ww 视 为 此 空间 中 一 矢量 的 分 量 ; 
2 {Hs Us CY, C3,7.17) 


这 就 是 说 , 空间 对 中 的 每 一 点 (电磁 场 和 引力 场 ) 决 定 空间 于 中 
的 一 个 和 关 量 , 式 (3.7. 14) 中 只 含有 xy, m 和 也 的 比值 ,因此 它们 
的 时 一 化 并 无 意义 ， 实 际 上 只 要 关心 空间 对 中 的 射线 而 不 是 天 
量 . 用 (3.7.17) 可 将 (3.7.15) 写 成 矢量 形式 : 
YY*VY 27: YY* VY. (3.7.18) 
空间 五 的 曲率 张 量 (3. 7.131) 表 未 为 
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式 中 VY YY, et, {3.7. 20) 
考虑 在 空间 M 内 作 一 常数 么 正 变 换 , 即 线性 变换 

Y' ?= A?Y!, (3.7. 21) 

Y' Yr?—Y:Y?, (3.7. 22) 


且 At 不 是 空间 互 中 位 置 的 函数 . 由 {3.7.19) 和 (3,7.20) 可 知 ， 
R,, 在 空间 旭 中 是 一 标量 ， 因 而 具有 确定 值 ， 我们 也 可 以 假定 
的 值 确定 . 在 这 样 的 情况 下 , 方程 (3. ?7.,18} 中 的 算 符 人 是 作为 空 
间 2M 中 的 矢量 变换 的 ; 车 六 满足 此 方程 , 则 天 "也 是 作为 矢量 
变换 的 . 这 样 ， 如 果 (7", 关门 确定 一 个 稳 态 Einstein-Maxwell 场 
方程 的 解 ， 则 (7 天 站 也 是 一 个 稳 态 解 . 

空间 MM 中 全 部 么 正 变 换 4A? 组 成 的 变换 群 记 为 辟 (2，1?. 由 
于 我 们 感 兴趣 的 是 空间 好 中 的 射线 而 不 是 矢量 , 所 以 给 玉 的 分 
量 加 上 一 个 普通 的 相 因 子 是 无 关 紧 要 的 . 因此 , 我 们 可 以 只 考虑 
SU(2, 1) 子 其. 为 了 分 析 的 方便 ,我 们 用 8 个 实 参 量 ( 如 "* 欧 勒 
和 角 ”) 来 细致 地 表示 出 最 普遍 的 SU(2，1) 算 阵 . 这 在 SU(2) 其 至 
在 SU(3) 中 都 是 相当 明显 的 , 因为 根据 欧 勒 定理 , 任何 有 限 转动 
均 为 绕 某 一 固定 轴 的 转动 . 但 是 不 定 度 规 的 出 现 要 求 我 们 考虑 一 
些 不 同情 况 . 如 在 Minkowskil 空间 就 有 一 些 例外 的 “ 零 转 动 ”， 必 
须 对 它们 单独 处 理 . 最 简单 的 办 法 是 考查 变换 答 阵 CAs) 的 本 征 值 
问题 . 对 于 么 正和 矩阵 , 通常 的 结果 是 ,本 征 舌 构成 完备 正 稀 系 ， 
且 所 有 本 征 值 都 基 人 么 模 的 ,但 是 当 出 现 零 本 征 和泉 的 时 候 , 这 条 规 
则 就 有 例外 了 ， 对 应 于 零 本 征 矢 的 本 征 值 是 没有 任何 限制 的 , 而 
且 两 个 零 本 征 矢 不 必 正 交 . 对 于 SU(2， 1) 和 矩阵 , 只 能 有 下 烈 可 能 
性 : 
.两 个 类 空 本 征 秋 ,一 个 类 时 本 征 矢 ; 
. 一 个 类 空 本 征 矢 ,两 个 不 同 的 霍 本 征 矢 ; 
,一 个 类 空 本 征 矢 ,一 个 (二 重 ) 零 本 征 矢 ; 
. 一 个 (三重) 零 本 征 矢 . 
考虑 以 下 5 类 简单 的 SU(2, 1) 变换， 
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CT faa), 
vo at ), (3.7.23) 
【人 
CL 十 晤 fi 寺 各) 
也 £3. 7. 24) 
{att ta re); 
CED) at pia), 
vb’ /Pv (3.7.25) 
《人 一 了 人] 
KR] to} 
UU , C3 7 267 
tat )} 
CV aw uw 2 vc (utw), 
到 -和 十 ea 一 证 《3.7 了 . 27) 
CH) ). 
式 中 4a,5 和 cc 是 任意 复 参 量 , a 和 凡是 任意 的 实 参 量 ，(3. 7. 23) 
一 《3.7.27) 表示 相应 类 型 的 和 任意 SU(2，1) 矩 阵 . 为 了 表示 惩 阵 
(4)， 我 们 首先 将 它 的 某 一 本 征 矢 转 到 一 标准 位 置 ,人 必 进 一 步 转 
动 时 这 一 本 征 矢 固定 不 动 . 然后 将 它 转 回 初始 位 置 . 
对 于 情况 (1)》, 使 矩阵 (4) 的 某 一 类 空 本 征 矢 与 v 重合 , 写作 
A=(T ee Vy- CH: TMNT eV) 《3728) 
对 于 情况 (2)、(3)、(4) ,至少 有 一 个 零 本 征 矢 , 使 之 与 (x 一 
ww) 重 合 ， 窍 阵 (4) 的 形式 为 
A=CIT + Cle Ne V(tl*» I {3,.7.29) 
只 要 由 一 个 解 出 发 , 其 对 称 类 的 所 有 解 均 可 由 《3.7.28) 或 
《3.7. 29) 得 到 . 
现在 讨论 这 些 SU {2,，1) 变 换 对 物理 过 程 的 影响 ， 由 
(3,7.10) 和 (3.7. 14) 可 得 


WM” UU 
fT y (3.7. 30) 
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属于 CI ), (1 ) 类 的 SUC2, 1) 和 矩阵 具有 特别 简单 的 效应 ,因为 它 
们 保持 (se 十 z) 不 变 ,， 因 而 也 保持 了 不 变 . 对 于 情况 ( 工 ) 有 


BDia, Fe 20 Panu, (3.7.31) 
fff, rrr; 

对 于 情况 (CI 》 有 
Pr, Fia, 《3.7. 32) 
f/f, TP: 


这 两 类 变换 既 不 改变 电磁 场 , 也 不 改变 空间 几何 性 质 . 它们 分 别 
对 应 于 电磁 规范 变换 和 引力 规范 变换 . 
在 LL) 美 变换 下 有 
Sr (Bh) le, Bob 0F. (3.7. 33) 
当 六 = 王 1 时 ， 变换 为 一 个 “二 重 旋转 ”， 它 将 电场 变换 为 磁场 ， 将 
磁场 变换 为 电场 , 但 不 影 删 空间 几何 性 质 ， 如 采 选 联 她 * 关 1， 则 
由 (3.7. 33) 可 得 


ds:—= Chp* ) ds’, C3.7. 34) 
这 显然 是 一 个 均 鱼 共 形 变换 . 对 于 真空 或 内 存在 零 质 量 声 的 情 
襄 , 这 种 变换 往往 导致 场 方程 的 新 解 . 


(CW) 类 变换 将 静态 真空 场 变换 为 稳 态 场 . 这 类 变换 是 
Ehlerst1959) 发 更 的 . 

《Y ) 类 变换 不 属于 真空 的 情况 ， 对 上 庶 于 Harm-son(1968) 发 
现 的 变换 . 

上 述 G-K 生成 技术 的 步 纤 可 总 结 如 下 : 给 定 一 个 稳 态 爱 因 
斯 坦 - 喜 克 斯 威 场 方程 的 解 之 后 ,由 度 规 确定 ftw， 有 hi. 然后 由 
已 郑 的 电磁 场 确定 BB， 再 代入 (3.7.5)、(3,.7.9) 和 3.7.10) 确 定 
罗 和 字 . 生成 的 5 参量 解 族 可 由 (3.7.28) 和 (3.7.29) 直 接 得 出 
[或 相继 应 用 (3.7.23) 一 (3.7.27)]. 本 节 所 述 的 变换 (3.7.23) 一 
(3, 7. 29) 也 可 用 和 和 全 的 变换 式 重 新 表示 出 来 . 

Ernst ，Geroch 和 Kinnersley 的 工作 梧 严 格 解 的 研究 大 大 向 
前 迈进 了 一 步 . 

作为 G-K 生成 解 定 理 的 应 用 ,我 们 给 出 一 类 辑 射 对 称 稳 态 真 
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空 场 的 新 解 . 
按照 巴巴 别 特 鲁 度 规 (3.2.25) 和 场 方程 (3.2.27) ~ 
《3. 2. 32)， 作 代 换 


a—=pi te, Ep ww, 《3. 7. 35) 
可 将 场 方程 (3. 2. 31) 和 (3, 2, 32) 改 写 为 
(ee Ve el):, (C3. 7.36) 
(Ee) VE, CO 2 WY es)’, (3, ?7.37) 
直接 多 人 可 以 证 明 , 式 
3 
pp te) (ve), 《3， 了 ， 8 
和 
ve : 呈 | 一 1 (3, 7, 39) 


满足 场 方 程 (3. 7. 36) 一 {3.7.37). 

设 (e, 总) 是 方程 (3.7.36) ~(3.7,37) 的 一 组 解 ,根据 G-K 
定理 ， 
atbe: be 
pias ’ ®t phae 
也 是 场 方 程 (3.7.36) 一 《3.7.37) 的 一 组 解 . 这 样 ,我 们 可 以 由 下 
列 各 式 获得 一 类 新 解 ， 


(3.7.40) 


E€] 一 


了 一 已 一 Ce BC -! 
| —B 二 Cey | 
2 一 4 C--Be!? C+ Be £3. 7 42) 
Vio! 这 | =0， (3. 7. 43) 
和 
1 本 一 1] 
Jy oy2| ~—1 1l et 了 
名 一 《人 WEI I | &1 《3 7. 44) 


式 中 有 ,B,C 为 任意 常数 ; 度 规 系数 7 可 由 了 和 和 巴 求 得 [ 见 
(3. 2. 27 一 28)]， 选 择 C(3.7.43) 的 解 ， 使 生成 解 满足 pe 一 ce， 一 
co 时 的 渐 近 条 件 . 所 获得 的 这 一 类 解 是 与 各 种 已 知 解 不 同 的 一 类 
新 解 ， 应 用 8$3.10 中 的 技术 ,还 可 以 由 这 类 人 解 生成 Einstein- 
Maxwell 场 方 程 的 一 奖 新 解 ， 

* O08* 


33.8 强 磁 场 中 的 旋转 双 荷 黑 酒 解 


本 节 由 Kerr-Newman-Kasuya 度 规 (1.14.11) 生 成 爱 因 斯 坦 
-麦克 斯 威 场 方 程 的 新 解 ， 在 新 解 中 会 有 描述 任意 强度 的 外 磁场 
参量 已 ,. 

在 Boyer-Lindqulst 尝 标 中，Ketrt-Iewrman-Kasuya 度 规 可 
表示 为 


_ 2Mr— (e+ ) 
2 


dz 一 11 dz 一 六 dr 一 2d0: 一 


加 
[一 人 二 G 三 2 ) jarsln 5 2p as) siniBdg 二 


Len (9mr— (er tq) ydgdt. (3. 8. 1) 
式 中 =7? tacon’0,， A=r Ta Te to —2mr, 
J 
二 
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mye 和 2 分 别 表示 源 的 质量 , 电荷 和 磁 荷 , 
巴巴 别 特 鲁 度 规 (3. 2. 25) 可 写 为 


ds*= (dg— wdt)’ ~ (2P -sdbdy 十 pzdt (3.8.2) 


式 中 地 是 子 空 间 中 的 复 坐 标 ，P, 和 上 是 实力 数 . 考虑 到 
(3.7.4)7 和 (3. 8, 23》、 由 (3.7.5) 和 (3.7,9) 得 到 


; = VE vo. (3. 8. 3) 
式 中 亚 为 扭 势 ，V 为 三 维 空间 的 协 变 导数 算 符 
ad ,9 
V4 了 十 : 万: (3, 8. 4) 
由 (3.7.10) 可 将 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 威 方 程 C3.7,11) 和 和 
《3.7. 12) 改 写 为 
(Red + | OVE=( V+2E' VEVS, (3. 8.5) 
(Re I VD= VE+2D' Vv HVGE. (3. 8. 6) 


"A 


由 已 知 的 电磁 场 和 已 知 的 度 规 (3.8.1) 可 以 得 到 复 电 磁 势 下 
和 复 引 力 势 ( 恩 斯 特 势 六 的 表达 式 : 


| St 各 
z-| 汉 


十 14cos8 


, . ， 
一 gcosg| 下 -te cose | ， 

【3. 8. 7) 
二 {ria snd— tecq cos 


2maicosd (3 — cos:p)— 


ricosgs'n OLmasin’g+ retg’ )eos0]. (3, 8, 8) 
对 尹 和 中 作 变换 
i ra 二 站 1! | G 一 于 Be | 。 C3, 全 ， 9) 


式 中 Bo 二 const, A 的 表达 式 到 为 

A=1+ B® 一 二 Bi 一 
Beasinig BT， ， 
ee Bogcosg 十 本 | Cr 二 a Ysin 必 十 
2 | 


1cCoS8 


1 十 


(eq )cos’B 二 


2efe + ocosdsind | 
riacosg 


i | 2amcosgt 3—cos 8)C— 


十 ecosg| . (3.8.10) 


类 似 地 ,将 (3. 8.10)、(3.8.7) 和 (3.8,8) 代 入 (3.8.9), 得 到 攻 
和 和 呈 ' 的 表达 式 ， 在 变 摸 (3. 8,9}) 下 ,P= 二 Py Pp' 二 p， 由 (3.7.10) 和 
(3. 8. 3) 可 知 广 和 的 变换 为 


户 一 Rec8 + '=AA’T, (3. 8. 11) 
Vw =AA' Twit 和 F(A" 44— AAA"), (3. 8. 12) 


显然 广 的 表达 式 可 由 前 面 诸 式 求 出 . 我 们 的 任务 是 解 方程 
(3.8.12), 求 出 w' ,这样 便 求 出 了 新 解 . 在 求 w' 之 前 ， 先 求 出 电 
注 场 的 表达 式 . 

在 局 部 洛 伦 效 系 中 , 电磁场 表示 为 
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古 成 1 2 叶 
， 1: 5 fr 
H,+iE, Con Hetikse Caing' 


C3.8.13) 
式 中 所 三 (天 十 人 一 czsin3p， 
由 (3. 8.9) 和 3. 8.10) 有 
1 1 | 1 | 1 
全 -一 志 || 1 十 可 召 o | 一 ,一 到 Bu| 1 十 却 Bog| 2 | 本 
1 


9, 一 让 (| 1+ 了 B39]@ 一 去 Bo| 1+ 雪 BB) Go). 


《3, 8. 14) 
将 C3. 8. 8)、{3.8.9) 和 (3.8.10) 代 人 人 (3.8.137) 和 (3.8.14)， 得 到 
2aecOse _ 2taqgcosg 


: :1 31 
Hr Tb ”A200 | 医生 7 十 Cos 站 
| 3 2 
re 1 一 本 《十 Csln 8 
(ez 十 zycops 旨 一 2maateosgL3 一 cos 良 ] 十 
Dma :sin 2ta ee 二 人 aos | | 
rracosp 
_1iB, 1 met 
Bl 1 | : 9 十 三 Bue| cosg 十 -站 en 


[r+tal— ei—o cosd 3marsinid+ 


人 | rasin:8 
riacosd 2c0s0 + | (masin’dtrie: +o) 
* cos0) + ed nasin’G —r(e? + grysn0) | | ， 
(3. 8. 15) 
A |(e—i9)asing 


He tiko= A (Cracost): 
2 
|1 一 了 (ra Ysind+ te tg Icos:p— 


2asin:d 
rtacosd 


(tes:to’ )cosgj ] —B, 1 一 2 {q+ te jcosd 


Boale—ig)sin'd | 加 
它 (fr 十 iaceeos 凡 ) ] rm 


2rmarcosd (3—cos#) 十 {yes1n 
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sing 


gy masm’O -tle tg cos0) | | C3, 8,16) 


(3.8.15) 和 (3. 8.16) 蚌 新 解 中 电磁 场 的 严格 表达 式 ; 当 B,=0, 9 
二 个 上 时， 此 式 怡 与 Kerr-Newman 场 的 对 应 表达 式 相 同 . 
下 面 求 引力 场 的 表达 式 ， 比较 (3.8.1) 和 和 (3.8.2) 有 
__ Csin’g 1 


7 一 Cising’ 
六 一 各 w= (2mr —e’—g ) ， (3.8.177 
1 i dr | 
4 三 | 2 二 :dg| . 
将 此 式 中 的 六 w 和 (3.8.4) 代 和 人 (3.8.12), 得 到 
1 上 
而 属于 一 4 Bisindcosd — Oem 十 2e8 十 
r r r 
(eBitamBl) Cl+eos’0) — BamBlsin’0, 
«3. 8, 1 8) 
1 
8 一 一 24 -和 534gB (1+ceos’H)— 
A 号 4 2 
eBosindcosd— oramBisindeosd( 3 eos 0). 
{3.8.197 
可 以 发 现 , 当 g<e 二 一 2BwJ 时 ，(3.8.18) 和 (3.8.19) 怡 好 满足 
wy =, (3. 8. 20) 
即 wirdr 十 wod8 为 全 微分 . 此 时 积分 ,得 到 
er 太一 282 Br am Blr Zam _ 
六 2 2 六 
Aam Bisin'8++ 计 AeBisin?6 十 
jdamBlsm’g +const. (C3. 8. 21》 


由 (3. 8.7) 一 (3.8. 11) 可 以 得 到 疡 的 表达 式 ， 于 是 得 到 新 的 度 规 


之 


| , 2 
站 +’ mi 部 _ 一 三 
ds* = AA A dr 十 之 d 闻 Ads| 十 
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人 SI 
SAA 
式 中 wi' 已 由 (3.8.21) 确 定 . 
可 以 证 明 , 当 BB 一 0 时, (3,8.21) 退 化 为 Kerr-Newman 度 
规 ; 当 a 二 0 时, 退化 为 Ernst 解 ( 不 转动 的 情况 ), 故 知 B; 的 物 
理 意义 是 外 磁场 强度 . 


(dp— w' dt}. (3. 8. 22) 


§ 3.9 Chandrasekhar 生成 解 定 理 


Chandrasekhar(1978) 用 两 个 实 函 数 代 替 Ernst 的 复 葬 数 ， 对 
辐射 对 称 稳 态 真 空 场 方程 进行 了 重新 描述 . 这 种 描述 有 很 多 优越 
性 . 他 以 一 个 普遍 的 形式 选取 线 元 ,直接 导出 了 Kerr 度 规 。 这 一 
工作 提供 了 一 种 由 已 知 解 产 生 新 解 的 生成 技术 . 

把 辐射 对 称 线 元 写成 

di 一 ed 一 ed 一 wdi) edr? —emdr’. (3.9.1) 
式 中 坐标 (gg， x ，X ) 为 球 坐 标 (p, rr，, 的 .假设 场 是 稳 态 的 ，v， 史 ， 
oa 和 ws 只 是 x 和 x 的 函数 ， 经 过 适当 的 变换 ,可 将 
(3. 9. 1) 变 为 

ds = CABY ?Xd 二 + (dp wdz) }) 十 

A-zew" (dr AdF), (3.9. 2) 
此 时 场 方程 可 简化 为 


F(X+Y) 1 CAR YOK) AX 十 9X2 ， (3.9.3) 


TRE AY + By).) =Ay tO (3.9.4) 
式 中 XY yw Wc0s0, 
Msen ts, Hl—w:, 一 exXp《 一 六 十 2 {3.9.3) 
这 一 表述 的 优点 是 不 必 先 假定 正则 坐标 具有 柱 对 称 人 性 ， 
为 了 便于 生成 新 解 ， 我 们 作 变 换 


六 一 


Cay 二 Ca 一 1). 《3.9.7》 


容易 看 出 , 式 中 ?了 和 * 与 椭 球 坐标 系 中 的 空间 坐标 x 和 y 是 一 致 
的 .可 以 把 方程 (3.9. 37? 和 (3. 9.4) 写 成 下 面 的 形式 : 
(一 下 CD 全 (一 1] 有 -十 [一 IF,],)= 


—2Gf(r— DF —y)F’,], (3. 9. 8) 
(1—FOY{Cr DG ,TLCmy YG 一 
—2F[Cr: e170, (1 — y)G’,1. (3.9. 9) 


这 样 , 一 旦 获得 了 关于 下 和 G 的 方程 (3. 9.8) 和 53.9.9) 的 解 , 便 
得 到 了 度 规 (3.9.2), 可 以 由 Chandrasekhar 表述 得 到 一 类 新 解 ， 
Bonnor(1979) 马公 证明, 方程 (3. 9. 8) 和 (3. 9. 9) 的 解 也 属于 稳 态 
辐射 对 称 的 电 真 空 场 ，Chandrasekhar 通过 简单 的 观察 ,从 轧 斯 
特 方程 得 出 了 (3. 9.8) 一 (3. 9. 9. ) 的 解 . 
如 果 恩 斯 特 方程 的 解 可 写成 
一 了 (Try ATi tr, YA), {3.9. 10) 
A—=const 
的 形式 , 便 可 以 把 (3. 9.8) 一 (3.9.9. ?分 成 两 个 独立 的 方程 . 实 
际 虐 ，Tomamatsu-Sato 解 ，Kinnersley 和 Chitre 解 都 可 以 化 为 
(3. 9. 10) 的 形式 . 
将 (3.3.17) 代 入 恩 斯 特 方 程 (3. 3. 10), 得 到 椭 球 坐标 中 的 恩 
斯 特 方 程 ， 
(1 一 各 :1[( 一 1 :+ [Cy )é.,J,,)= 
一 2 Tc 一 1)65 (1 y ,J, (3. 9. 11) 
按 (3. 9. 10) ,将 == 了 十 :好 代入 (3.9,11), 分 开 实 部 和 虚 部 ,得 到 
(1— FX Df Lo yf.,} = 
一 2FLCz DCF, Oo RR) yO 
dag$[ Cr Oo— 1) Ft 1— yf. (3.9. 12a) 
(1— FA Omg Loy)$.,1.,}= 
— AFT Cr ft 1— vy),$., + 
2$[ Cr 一 1 人 产 .一 入 由 -十 
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(1 — yf — A ). (3. 9. 12b) 
类 位 塌 ,把 FF 种 右 写 成 fF 二 了 十 x* 灶 和 二 六 一 类 (x 一 const),， 方 
程 C(3. 9. 8) 一 (3. 9.9) 便 成 为 两 个 独立 的 方程 ， 
QO— Fiteg {rm DF) yf] ,) = 
—2F° [Cm DOT 十 (一 yf 十 姑 )] 十 
Ak:$ [Cr — fg (1 — yy) fpy], (3. 9. 13a) 
(1— fred {Lr Rt Ly,].,) = 
— AkF [Cr DFG yg] + 
ok$' [Cr CF 十 有 多 2 十 (1 一 好 )(C Re)]. 
(3.9.13b) 
比较 表明 ， 两 对 方程 (3. 9. 12) 和 (3. 9. 13) 是 相互 关联 的 . 解 插 何 
一 对 , 均 可 获得 场 方 程 的 解 ， 比 较 上 面 两 对 方程 可 这 发 现 , 将 上 
各 中 的 所 有 (tig) 换 成 *, 我 们 便 得 到 产 和 玫 ; 由 它们 就 能 构成 六 
和 G， 
F=f'+og’, 《3. 9. 14) 
G= fF —g$. (3,9. 15) 
下 面 我 们 讨论 Bonnor 给 出 的 一 种 生成 技术 , 首先 , 把 辐射 
对 称 线 元 表示 成 Bonnor(1979) 的 形式 ， 
ds: ~e'(du’ TdF)+ta Adg tad (3,9.16) 
式 中 x' 半 #， XxX 三 89, zx: 翅 9y 4， A a 只 是 x 和 8 的 函数 . 我 们 要 
解 的 引力 场 方程 是 


R=2FP ,SEP "Po. (3. 9. 17) 
Vaxwell 方程 为 

Ratt Fo FF.,= 0, (3, 9. 18» 

下 全 一 人 £3. 9, ] 9) 


在 静电 问题 中 所 有 的 场 变量 都 不 依赖 时 间 {: 三 x ). 令 4- 矢 量 4。 
为 
A,=8$(7), 1=1, 2, 3. (3,. 9. 20) 
则 (3. 9.18) 自 然 满 足 ; 式 中 名 为 静电 过 .可 以 证 明 , 场 方 程 的 全 
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部 解 由 下 面 两 个 方程 确定 ，: 


Ru 一 2FYFu — Fawb "Fo, (3. 9. 21) 

FY—0. 《3. 9. 22) 
令 X=at$, Y=a—$, (3. 9. 23) 
可 将 (3. 9. 21) 一 (3. 9. 22) 写 为 

(X+Y)ITIX=29XTX, (3. 9. 24) 

(XH+Y) TY=27YTY. (3. 9. 25) 


这 两 个 方程 与 Chandrasekhar 给 出 的 两 个 方程 (3. 9. 8)~(3. 9, 9) 
完全 等 效 . 实际 上 ,引入 精 球 坐 标 
7—=coshus #—cosgd, (C3. 9. 26) 
作 代 换 (3.9.6), 把 并 和 了 换 成 五 和 G, 土 面 两 个 方程 便 成 为 
《3 9. 8) 一 (3. 9. 9). 
我 们 从 Kinnersley 和 Chitret1978) 给 出 的 稳 访 辐射 对 称 和 解 出 
发 ， 此 解 按 恩 斯 特 符号 表示 为 
< (Tol1)— Bry(r ty m2) (ry 二 
27CT 11) AaBytr OY) 
C3. 9. 27) 
式 中 二 const. 按 前 面 说 明 的 Chandrasekhar 生成 技术 ,得 到 


Cr II— 2Bryta Ty — 2) Br yy 人 


一 2 一 1 十 283 一 如 ) 
{3 9. 28) 
G— < Dt2pry ty + 一 多 )， 
2Xf22 一 1 一 2 有 wy 一 让 
《3，9. 29) 


采用 变换 (Chand ，1978) 
XX(1O'X), (3. 9. 30) 
YY/(1—0Y), 

可 以 得 到 单 极 解 ， 由 CC-B 技术 得 


1 tas—aldtl— FO) 


B Za FataF taaFe’ ‘3. 9, 31) 


让 -一 


“7 


_1 39 十 2 过 十 (al 十 如 从 1 十 站) 
2 好 十 2 下 十 站 1 1 十 人 ， 

式 中 好 1 和 2 为 任意 常数 ; 

a 二 二 ll， =e ~—1， 
是 (3.9.30) 中 的 任意 常数 . 将 (3.9.28) 一 {3.9.29) 代 入 a 利 池 
的 表达 式 , 其 中 含 的 仔 意 常数 可 由 变换 1 二 (const) !'r 和 $= 
Ceons2)# 消 挤 . 式 (3. 9.17) 一 (3.9.19) 中 名 总 是 以 导数 形式 出 现 
的 , 所 以 可 以 在 #$ 的 表达 式 中 引入 另 一 常数 . 这 样 ,使 可 保证 在 
空间 无 限 远 处 a 为 么 模 的 和 名 为 罕 . a 和 Y# 的 渐 近 展开 式 为 


《3. 9. 32) 


_1 2C41tai) | 
a=1 rie to z+ (3. 9. 33) 
1 4ta, 二 Ta) 1 a 
$= ee o| 冯 | 二 (3, 9, 34) 
用 变换 + 二 二 1 1 一 ， 99 一 Const ， 【3. 9. 35 1 


本 拓 CE 人 人 23 和 全 和 夺 业 本 的 开 其中 有 下 和 
量 . 上 面 获得 的 新 解 是 渐 近 平 直 的 3 参量 解 ,3 个 参量 是 (c ，!， 
Pp)、 此 解 描述 一 个 带 有 电 ( 磁 ) 荷 , 偶 极 矩 的 弧 立 质量 源 的 外 部 场 . 
场 源 的 荷 质 比 为 


£2 C3. 9. 36) 
me 十 1 
当 c 一 0 时 ， 此 解 退 化 为 2 参量 的 个 极 子 解 . 
根据 本 节 说 明 的 生成 技术 , 我们 再 由 Tommatsu-Sato 解 生 


成 一 个 新 解 . 重复 用 本 节 的 方法 , 由 了 -3 解 可 得 


(piri—giy—1)— 2pqrytri—y 2 
f= 2prtr:—1)+2gy(y:—1) 《3 9 37) 
C= PE 9 D+2py Cr 一 全 (3. 9. 38) 


2prtr Om—1)— 29y(y—1) 
经 过 同样 元 长 的 但 是 直接 的 计算 ,得 到 
ds— a da 
72 aasc diiai—b)+ 
(ait+ai actbad} + (Cai—ai} (thc tad) 
C3. 9. 39) 
+ 377，。 


《ea 十 if 一 十 时 一 可 ?十 
2ta dT astact+ bed} 二 
$— L212) (betad) | 
2 a mt+a 总) 十 
《ez 十 estac 十 zc 十 
(ai—as) the tad)} 
式 中 a=p’r'gy'—l:， b—2pgry(r yy ), 
c=2prtr--1}, d=209y(y:—1), (3.9.41) 
ai 二 c' 十 ]， :二 一]， 


c' 即 《3.9.3) 中 的 常数 . 


(3.9.40) 


a 和 $$ 的 渐 近 展开 式 为 
2 2 2_ 2 
1 12 ad) 1 4gy(ar a) |,.,, (3.9,42) 
pr Adie pr A143 
1 (Ce 十 aa 一 | 1 |)... 
$= po | 二 ， 《3.9.43) 


为 了 使 a 和 # 在 空间 无 限 远 处 是 渐 近 平 直 的 ,在 得 到 (3. 9. 397 一 
《3. 9. 40) 的 过 程 中 对 引进 行 了 适当 的 变换 并 附加 了 任意 常数 . 作 
变换 C3. 9. 35)， 变 至 球 坐 标 即 可 明显 看 出 ,所 得 到 的 解 是 渐 近 平 
直 的 , 而 且 描 述 侦 极 子 的 场 . 荷 质 比 与 (3.9. 36) 相 同 ， 这 就 是 说 ， 
分 别 由 Kinnersley-Chitre 解 和 T-S 解 生 成 的 两 个 电 真 空 解 具 有 
相同 的 敬 质 比 . 


$3.10 参量 变换 方法 


Bonnor(1966) 由 Kerr 稳 态 真空 解 经 过 与 上 节 类 似 的 参量 变 
换 生 成 了 一 个 爱 因 斯 坦 - 麦 克 斯 威 场 方 程 的 电 真 空 解 . 这 一 方法 
称 为 参量 变换 技术 ，Wang(1974)? 用 这 一 技术 由 Tomamatsu-Sato 
解 生 成 了 一 个 电磁 真空 解 . 后 来 这 一 技术 驴 被 用 来 获得 更 复 磁 的 
解 . 本 节 给 出 它 的 另 一 表述 . 
对 已 知 的 其 一 稳 态 庆 规 
ds —er(dt— wd —e- fer dp: + da’) + prdz?] (3. 10. 1) 
" IFB 


中 的 某 个 常量 进行 适当 变换 , 便 可 获得 新 的 稳 态 电磁 真空 度 规 ; 
ds =edti—e [etdps 十 dz3 十 sd 是 ]， (3. 10, 2) 
在 烽 球 坐标 系 中 , 与 (3. 10. 1) 对 应 的 引力 场 方程 组 可 以 写 为 下 面 
两 个 方程 : 
Cx Ola yn 2 Xu 1— 2 yu,s = 


—e [Cri— 6+ (oy gj 《3. 10. 3a) 
Cri—lg Ty T2791—2yw := 
2 ri lu ig (1 ya ,sg,2j, (3. 10. 3b) 


式 中 xz 是 (3. 10. 1) 中 的 度 规 系 数 , y 为 扭 势 . 
与 (3. 10. 2) 对 应 的 电磁 真空 场 方 程 组 在 椭 球 坐标 系 中 可 以 写 
成 下 面 一 对 方程 ， 
Cx 二 yD) 2 2r8 ,— 2Yy6,:= 


e [Cr ol) (lo vy ) ,|], (3.10. da; 
Cr DB (oy ) Bt 2r$ 1 —2y$.2= 
2 Cri— 0661 (1 — yD,¢s. 《3. 10. 4b) 


式 中 5 是 (3.10.2) 中 的 度 规 系数 ,#$ 为 静电 热 . 
比较 (3. 10.3) 和 (3.10.4) 可 以 发 现 , 除 符号 不 同 外 ,形式 完 
全 相同 ， 所 以 ,只 要 作 相 应 的 参量 变换 即 可 由 已 知 解 (3. 10. 1) 得 
到 新 解 (3. 10. 2). 用 这 一 技术 , 由 Kinnersley 和 Chitret1978) 的 
稳 态 解 出 发 ， 可 生成 一 新 解 : 
e' 二 - 箔 ， $=48y 去 ， 《3. 10.5) 
式 中 De=r(tri— 1 {rr 1 + Cr 一 yl 十 
287y: (ry) rT 1 (rr yy) 
E={(zxT 1 1 
dvr 1 2ry), (3. 10. 6) 
Fe=(Cr— vy) {rt 1 (ri 1 二 +R(r yy) ) 十 
27f12 一 17z 十 1 一 2 了 十 庆 )。 
这 是 一 个 新 解 , 它 描述 渐 近 平 直 静 态 偶 极 子 的 场 . 
用 (3.9.35) 变 译 球 坐标 , 作 渐 近 展 开 , 得 到 |[ 见 度 规 
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(3.9.167] 


1 8 14{8 mtp)) 
rr] rT 


| 广 | 一 … £3.10.7) 
Bt3+P OEcosg 11， 
Tt 


因此 . 这 一 新 解 描述 一 个 质量 为 要 (1 十 记 ), 偶 极 短 为 


和 4 守 计 的 源 的 外 部 场 ， 当 8 一 0 时 欧 电 势 5 一 0， 侦 化 为 6 一 2 


的 爱 因 斯 坦 场 方程 的 Weyl 静态 解 . 此 解 在 极 轴 (x 二 1,，» 二 土 1) 
方向 有 奇异 性 . 
在 这 里 我 们 指出 一 个 有 趣 的 情况 . 直接 从 Kerr 解 出 发 ， 按 
《3. 9. 14) 和 (3.9. 15) 的 规则 取 
F=— pr—day, 3.10. 8) 
GG 二 pr 二 oy. 
在 静电 势 $ 的 展开 式 中 不 什 单 极 ‘ 电 荷 或 磁 荷 ) 项 . 但 是 将 变换 
(3.9. 30) 用 于 (3. 10, 8) 却 得 到 了 单 极 解 ， 其 展开 式 为 


i r 有 
2f1 二 ec) 1 2 十 de oy 十 人 二.… 


1 pr pir? ] epix: pix? 
《3. 10. 9) 
4c 1 1 1 二 3c? 
二 ] 一 一 一 一 2 ; 
! 1 一 4c PT 下 DY ees) 
c 2—1 
求 得 辣 质 比 为 
Ss 《3. 10, 10) 
EE 


这 一 新 解 可 能 与 Bonnor 解 (1979) 有 某 种 联系 ， 


而 2D + 


§ 3. 11 Ehlers-Bonnor 生成 解 定 理 


Ehlers 曾经 证 明 , 由 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 的 任意 一 个 静态 外 
部 解 ， 都 可 以 生成 一 个 新 的 稳 态 外 部 解 ， 设 已 知 的 度 规 为 9,。， 则 
生成 的 外 部 解 为 

Jm—cosh2U (et qeEL)— (coshoUy wu, (3.11,1) 

Ea Ea jp Ht = —1, ee 一 一 后 全 
式 中 总 是 类 时 Kilhng 矢量 . 在 静 场 中 一 定 存在 一 个 矢量 场 #, 写 
满足 条 件 

io 一 一 it Up —= 0 uns 1. C3.11,.2) 
式 中 "一 点 "表示 人 。 由 此 式 和 .一 0 可 知 关于 wj 的 方程 是 可 
积 的 . 

在 此 基础 上 ， Bonnor(1961) 证 明了 ， 由 一 个 爱 因 斯 坦 场 方 程 
的 静态 真空 解 ,可 以 生成 一 个 静态 电磁 真空 解 . 


设 度 规 
di:—9adr’dr’=e dx" —e “hdridxr’ C3.11.3) 
满足 真空 静态 引力 场 方 程 尺 .=0， 则 借助 于 辅助 度 规 
ds?=gudr’dr =dzr" —hdx'dz. {3.11, 3a) 
可 以 证 明 , 下 面 的 生成 解 描述 真空 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 威 场 
di = dr"dr edr" —e hdrdx!, C3. 11. 4) 
a=[16r(A’+ BJ | sh BU+C| | (3.11.5) 
下 ,一 六 各 DT， 《3. 11.6) 
F,= Be'U ,——F,. 《3. 11.7) 
式 中 4, B 和 人 C 为 任意 常数 , 且 
En) 8 (3.11. 8) 
U 满足 下 式 : 
Rat 3UU 1=0, UN (9"U n=0, (3.11. 9) 
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式 中 分 号 表示 关于 度 规 (3. 11. 3a) 的 协 变 微分 . 
下 面 证 明生 成 解 (3.11. 4) 一 (3. 11. 9 确实 满足 场 方 程 


让 一 8 FF 一 二 Fa (3. ll, lo 
FP, :0 3.11.11) 
一 C3.11.12) 
式 中 指标 的 上 升 和 下 降 由 9” 和 9 完成 ;, Fw 表示 下 关于 gs 取 协 
变 微分 . 
注意 到 
ga=0, 8990 一 名 (3. 11, 13) 
由 上 度 规 (3,.11.37 和 (3. 11,4} 得 到 
人 4 一 人 
gb 一 9 一 0， (3, 11. 141 
0 一 e ts 


3 C3,11.15) 
= — ee", 
re,=0. 


由 此 ， 可 将 场 方程 (3. 11. 10) 化 为 
R= RR, + :一 二 9 一 
Bri{e’ GF oF ta FF — 
ue gg"FuPa— 3e ‘gag FesPa} ， (3,11.16) 
R, =8ne: gE Fy,=0, 《3, 11. 17) 
一 了 “一 4ret | GF, Fs — He"g™ Fen Fh, . 
《3.11, 18) 


i 


和 J 


将 (3.jil.4)7 一 (3.11.9) 直 接 代 信人 ， 容 易 证 明 (3.11.167) ~ 
(3. 11.18) 成 立 ， 即 生成 解 满足 场 方程 43. 11. 10)， 
由 (3. 11. 4) 一 (3. 11.5》， 可 将 场 方程 (3. 11. 11) 的 左 端 化 为 
Ft Ft fi = Fa Ft Fe, £3.11.19) 
各 
Folyt Fot Fo = Pot Fo C3.11. 20) 
由 (3,11,.86) 和 {3.1].7) 问 知 ， 上 二 式 右 边 均 汐 零 (注意 到 x. 一 
0)， 于 是 证 明了 生成 解 满足 场 方程 (3. 11. 11)， 同 理 可 证 ; 生成 解 
也 满足 场 方程 (3. 11. 12)， 方 程 (3.11. 9) 是 R=0 的 条 件 . 
下 面 应 用 这 一 生成 技术 由 Weyl 解 获 得 一 新 解 . 可 以 把 Weyl 


解 写成 9 .。: 

ds:—er dti:-—e "[e™w{dz’:+dp:) + odg ]， (3. 11. 21) 
其 中 局 和 各 满 足 

FU Ba 193U _ 

Pe aU dt 

Ro Ul? dU 

= | | | | 家 | le (3. 11. 24) 


UU 和 艺 愉 全 pj 和 &。 
按 上 述 生 成 技术 , 生成 的 电磁 解 为 
di#*—~etdr:--e :[e*(dz’:+dp) + edge]j, 


,2 
et= 16x (A+ Br)] | sinAl SU+C| | ， 《3.11. 25) 


0 
Fi Ap 一 一 Er 
ac 
所 四 一 一 4 


arr aU 
Fu = Be EE FO— Be: 习 


式 中 已 和 za 满足 (3. 11.22) 一 (3.11. 24); 坐标 取 为 
X= T= r=, x =t. (3.11. 26) 


解 (3. 11. 257 还 可 描述 柱 面 电磁 波 . 


”3 


令 
A=rar B= UU=V++2opg. 
式 中 a 和 是 实 常数 .LU 和 V 是 p 和 < 的 函数 . 作 复 变换 
Z=it, ir. 
则 新 解 为 
ds*=e” ‘dT —eldZ:—¢e* tdp:— pidy, 


c=[l6r(e 十 20] |eh| 3U+C| | ， C3. 11. 27) 
dr 本” 

Fs= Be 5 Fa 2a2 FT 

、 I oar 

Fnu=— Be FF 一 ap a 

式 中 7 和 了 z 满 足 

FV 1 FV 

入 十 上 第 一 天 一 0， (3. 11. 28) 

a WN 

元 -2 丈 元 《3.11. 29》 

ao 1 Tia: a? 

IE | 

了 和 ze| | 0! 可 | | 


这 里 ，Y(o, 工 ) 就 是 柱 面 波 方程 (3. 11. 28) 的 一 个 实 解 . 
与 前 面 的 证 明 过 程 类 似 , 还 可 以 证 明 一 个 生成 解 的 定理 . 
定理 ”车 已 知 一 个 真空 解 g,.( 满 足 R,, 一 0), 则 生成 解 为 
e:={C—[dr(A:+ BY) ?, 
站 一 公国 《3, 11. 30) 
Fo = Bett, ,= — Fo. 
式 中 4, B 和 人 为 任意 常数 ; UU 满足 
[一 
用 完全 类 似 的 推导 可 以 证 明 (3.11.30) 满 足 E-MM 场 方程 
《3. 11. 10)~(3.11.12). 
现在 我 们 对 本 节 所 述 的 生成 技术 进行 一 些 必 要 讨论 . 本 节 开 
藉 叙 述 的 Ehiers 证 明 的 定理 还 可 以 换 一 种 形式 表述 : 
如 果 度 规 g,,[ 见 (3.11.3)] 满 足 真 空 引力 场 方程 到,, 一 0， 则 
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生成 解 可 表示 为 


do:=e/tdx 一 瑟 人 下放 一 “hdridxr!, (3. 11. 31) 
=ATi[chit C1]!, 《3. 11. 32) 
ht, A 
Hr Tar cit 让 
式 中 局 是 (3,11. 3) 中 出 现 的 函数 , 它 满 足 
Rs 十 了 DO :C—O0, LD!'=0. 《3.11. 33) 
可 证 明 此 解 描述 稳 态 真空 场 . 


将 解 (3.11.31) 一 (3.11.33) 和 B=9 时 的 解 (3.11,4)~ 
C3,.11: 9) 比 较 , 我 们 发 现 二 者 形 式 相 似 . 前 者 描述 稳 态 (包括 旋 
转 场 源 的 ) 外 部 场 ,后 者 描述 静态 外 部 纯 磁 真空 场 . 二 者 形式 相 
似 暗 示 了 磁 源 引力 场 和 旋转 质量 的 引力 杨 之 间 存 在 某 种 对 应 关 
系 . 

当 方程 (3. 11. 9) 的 特 解 已 知 , U 的 具体 形式 确定 时 , 由 前 面 
的 生成 技术 得 到 的 -- 类 解 往往 具有 物理 意义 .如果 度 规 (3. 11. 3) 
具有 辐射 对 称 性 , 则 可 求 得 53. 11.9) 的 通 解 : 生成 解 描 述 辐 射 对 
称 的 引力 -电磁 场 , 是 具有 电场 和 磁场 的 复合 解 . 

应 指出 ,虽然 Weyl 解 (3.11.21) 是 静态 辐射 对 称 外 部 场 的 通 
解 , 但 是 生成 解 (3, 11. 25) 却 不 是 通 解 从 物理 的 观点 着， 这 个 生 
成 解 只 会 有 一 个 调和 孙 数 U, 它 是 用 来 引出 电场 , 磁场 和 引力 场 
三 种 场 源 的 . 假设 用 5 选择 上 述 一 种 场 源 ， 如 电场 , 则 其 他 两 种 
场 源 或 者 不 存在 或 者 与 电场 的 相似 . 例如 我 们 选择 U 和 任意 常数 
使 电场 的 场 源 为 点 电荷 , 则 另外 两 种 场 源 要 公设 有 ,要 全 是 点 质 
量 和 磁 荷 ,不 会 出 现 具 有 磁 锡 极 抢 的 点 质量 源 . 

由 定理 (3. 11. 30) 得 到 的 电磁 场 尽 管 在 对 称 竹 方面 没有 受到 
限制 , 但 其 物理 内 容 基 很 特殊 的 . 在 (3.11,30? 中 令 4 二 0, 场 源 
就 是 一 群 粒子 , 每 个 粒子 的 苟 质 比 都 相同 ,于 是 作用 于 每 个 粒子 
上 的 引力 和 电场 力 相 平衡 . 
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§ 3.12 孤立 子 (Soliton) 方 法 


在 度 规 张 量 g,, 仅 依赖 于 两 个 变量 的 情况 下 ,引力 场 方 程 的 
解法 和 散射 问题 相反 ， 稳 态 辐射 对 称 引 力 场 就 属于 这 种 情况 .和解 
引力 场 方程 的 孤立 子 方法 是 本 世纪 70 年 代 末 由 苏联 学 者 创造 并 
发 展 起 来 的 (Belinsky 和 Zakharov 等 ，1978，1979，1983，)， 
是 一 种 十 分 简洁 ,优美 的 方法 ,， 有 广泛 的 应 用 价值 ， 对 于 稳 态 辐 
射 对 称 引 力 场 , 由 一 个 初始 解 伐 人 一 组 和 引力 场 方程 等 效 但 简化 
了 的 微分 方程 , 求 出 孤立 子 ( 极 点 ) 解 ， 从 而 得 到 引力 场 方程 的 新 
解 ， 例如, 把 平 直 空 -时 度 规 作 为 初始 解 , 用 萄 立 子 方法 生成 的 2- 
孤立 子 解 即 为 下 err-NUT 解 ,生成 的 一 个 最 简单 的 x- 孤 立 子 解 描 


述 场 源 为 个 史 瓦 希 质量 源 和 各 阶 质量 多 极 矩 的 引力 场 ， 这 些 史 


瓦 希 源 很 像 由 于 平 直 空 -时 背景 的 “扰动 ?而 形成 的 扳 立 子 (极点 )， 
本 章 后 几 节 将 较 详 细 好 讨论 这 种 生成 新 解 的 方法 . 

稳 态 辐射 对 称 度 规 可 写 为 

ds 一 Bedzcdz Tf (dp + de’). (3.12.1) 

式 中 gw 和 都 只 会 两 个 变量 5 和 zz， 法 标 (x， x Xx) 二 (i， 
9， PpP, <)， 取 号 差 为 十 2, 拉丁 字母 a,5,cyd= 二 1,2, 分 别 对 应 于 
和 gp; ?7 泳 1 二 1,2,3， 对 应 于 空间 坐标 , 希腊 字母 取 值 0, 1, 2， 
3. 下 曾 把 矩阵 (go) 写成 g，(U) 写 成 …* 

不 失 一 般 性 ,可 以 给 矩阵 g 加 上 附加 条 件 ( 与 号 差 十 2 对 应 》 


detg = 一 . (3, 12. 2) 
可 议 证 明 , 具有 度 规 (3. 12.1) 和 (3,12, 2) 的 真空 引力 场 方程 可 以 
分 解 为 两 组 方程 . 
第 一 组 用 来 确定 g: 
(pg.o8 Ys (pg, }—=0. (3. 12. 3) 
第 二 组 由 (3. 12, 3? 给 出 的 解 & 来 确定 了: 
(nf. ,=— 0 (40) Sp — VV), (3. 12. 4) 


了 


{nn .一 (26 史记 (FT7T )， ‘£3.12.5) 
了 式 中 这 二 ogg Vpg sg 《3. 12. 6) 


$3.13 和 矩阵 sg 的 rr- 孤立 子 解 


定义 可 对 易 的 微分 算 符 D, 和 DD,; 
D'=2— ja Ds=%+ (3.13.1) 
式 中 是 不 依赖 于 和 = 的 复 参 量 ， 这 时 可 以 将 矩阵 方程 
《3. 12. 3) 的 工 -4 僵直 变量 po， x 表示 出 来 (Belinsky 和 Zakharov， 
]978): 
oU 十 好 


Diy= 2 Cy 万 一 i (3. 13. 2) 
所 要 求 的 矩阵 gCp, =z}) 即 为 4 二 0 时 的 4, p， 2): 
glo 2) = 0, 06,2). (3. 13. 3) 


这 样 ， 解 引力 场 方程 便 归 结 为 解 方程 43. 12. 3》. 这 一 过 程 的 程序 
是 : 由 场 方程 的 一 个 己 知 解 go 代入 03.12.6) 求 出 U,V,， 再 代 
大 方程 (3. 13. 2} 积分, 求 出 一 个 初 解 zo (4, Pp z); 然后 令 


p= Xn 《3。 13. 4) 
代入 (3.13.2),， 得 到 关于 的 方程 : 
pV — AC! pV — A 
DT OY Re (3. 13. 5) 
py 00 Pr 十 AT。 
:光一 A 这 A : 


解 此 方程 求 出 xX, 代 回 (3.13.4) 和 (3. 13. 3)， 便 获得 了 引力 场 方 
程 的 新 解 g. 

为 了 保证 g,, 是 实 的 而 且 是 对 称 的 , 应 该 给 方程 (3.13.5) 加 
上 适当 的 附加 条 件 . 令 


区 一 XYCD ， BDV=J), (3,. 13- 6) 
便 可 保证 g,, 是 实 的 , 式 中 1 表示 4 的 复 共 力 . 令 
g—X(— pp/A gC), 《3. 13- 7) 
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便 可 保证 gs, 是 对 称 的 , 式 中 XX 表示 的 转 置 . 此 外 ，(3. 13. 7 和 
《3. 13. 3) 相 容 ， 必 有 
Xo) = (3.13.8) 
式 中 了 是 单位 和 矩阵 . 
甜 阵 xXt4, p,， xz) 的 w- 孤 立 子 解 给 出 这 样 的 图 像 : 在 参量 4 的 
复 平 面 内 , 矩阵 X 有 时 个 芒 立 奇 点 (极点 )， 这 时 X%(A。，2，z) 具 有 
形式 


《3. 13. 9) 


式 中 短 阵 R=~ R(tp; 2)， 函数 = Ee), 

将 表达 式 (3.13.9) 代 入 方程 (3. 13.5) 和 (3,13,7) 便 得 到 关于 
阔 数 pto，z) 和 和 矩阵 Ri(p， zz}) 的 方程 在 4 二 jp 处, 式 (3.13.5) 
的 左 端 不 应 存在 二 阶 极点 , 按 这 一 要 求 ， 得 到 jp 必须 满足 的 方程 

十 2 十 到) 一 人 用， 
Kee— Zp pe) = 0. 
上 二 方程 的 解 是 二 次 代数 方程 
—2(w—z) p=0 (3.13.11) 
的 两 个 根 , 式 中 ww 是 任意 复 常数 . 

这 样 , 每 一 个 脚 标 & 即 对 于 每 一 个 要 点 ) 有 一 个 任意 莆 数 

w， 确定 uCp。 z} 的 两 个 可 能 解 : 


(3.13. 10} 


= wz 十 [(w m2) 二 pi 《3. 13. 12) 
式 (3.13.9) 中 的 算 阵 只 是 降 秩 了 的 ,其 分 量 可 写 为 
CR =n Ep tt 《3 13, 13;» 


的 形式 . 二 维 矢 量 mw 可 以 根据 在 点 4 一 Au 处 满足 方程 (3. 13, 5) 
直接 求 出 ,然后 由 条 件 (3.13.7) 便 可 确定 ns*. 结果 , 矢量 ma 
用 已 知 矩 阵 如 (4, Pp， xz) 表示 ， 其 中 4 二 jun， 具体 形式 为 


mi =m pear pr TY Je. (3. 13, 14) 
式 中 mr 外 为 任意 常数 , 内 :表示 内 的 逆 和 矩阵， 重复 指标 无 论 在 上 
方 还 是 在 下 方 均 表 示 取 和 (下 同 ). 


求 出 了 my 以 后 ,ns 由 阶 线 性 代数 方程 组 确定 : 
388 。 


此 

1 一 一 1 {EY — 
> Tian! 二 fe Me KgEoy 下 一 1， 2 理 。 
{=1 


(3,13.15) 
式 中 站 为 对 称 和 矩阵: 
Tu=m (go om (P+ pp . {3,13.16) 
引信 不 的 道 和 矩阵 DD,,: 
> DT 一 有 C3.13.17) 
户 二 1 
则 《3. 13. 15》 改写 为 
nt 二 > Dp Ye (3. 13. 18) 
一 | 
式 中 和 = (go ) aw. (3, 13.19) 


至 此 ， 新 解 gw 已 完全 确定 由 (3.12.7?)、(3.12.8) 和 和 
《3. 12.13} 有 


有 = 多 = Xeonpow = Tngo 一 (I 一 SR! | go. 
km 1 


(3. 13. 20) 
现在 讨论 gw 的 对 称 性 和 如 和 何 保证 g 是 实 筷 阵 的 问题 . 将 
C3.13.13)、{3,13.18) 和 (3.13.19) 代 人 和 矩阵 g 的 表达 式 ， 得 到 


ga = (80 一 Dy Dupi pr NONE, (3. 13. 21) 
由 了 = 二] 


由 上 式 明 显 厦 出 gw 一 gs 只 要 所 有 函数 各 (5，z 和解 中 所 含有 
的 任意 常数 都 取 实 数 , 即 可 保证 gw 是 实数 . 实际 上 , 初始 解 向 
《4 px) 总 满足 (3. 13. 6)， 因 此 在 点 4 一 占 ， 央 (是 实数 ， 又 由 
《3, 13, 14) 可 知 ,任意 常数 mr 由 应 该 取 实 数 , 假 设 郴 数 (8 二 1， 
2，.……) 中 有 一 些 是 复数 , 由 (3.13.6) 可 知 , 所 有 的 复数 必须 以 共 
郝 对 的 形式 出 现 : 每 一 个 复 极点 4 一 A， 都 应 该 对 应 一 个 与 它 共 辆 
的 极点 4 二 =x， 假设 有 一 对 这 样 的 极点 4 一 卢 和 4 一 上 内，A 一 上 内 :由 
(3. 13. 147 有 
me =m pi Cys pr 2) dss 
a S60" 


mm el Cp 5 
只 要 把 任意 常数 mg 和 xx? 取 作 共 固 复数 ,就 可 以 保证 短 阵 g 是 
实 移 ,由 于 总)= 训 C202， 所 以 此 时 天 量 吉 :各 ”也 是 共 轻 
的 . 因此 我 们 可 以 构成 一 个 规则 : 为 了 保证 矩阵 & 是 实 的 ， 必 须 
这 样 选择 (3. 12. 14) 中 的 任意 常数 mx? 使 与 实数 极点 二 jp 对 应 
的 矢量 pr 是 实数 , 击 与 每 一 对 闪 挛 极点 A 二 yy 和 4 二 jp 二 对 
应 的 矢量 mt 和 42 是 复数 共 二 的 . 
窍 阵 gs 除了 满足 对 称 性 和 实数 的 要 求 以 外 , 还 应 满足 条 件 
《3. 12. 2). 计算 矩阵 g 的 行列 式 用 (3.13,21) 不 方便 , 我 们 采用 
男 外 的 方式 ， 
分 析 表 明 , 前 面 用 -孤立 子 解 描述 的 背景 解 (初始 解 ) 的 扰动 
过 程 和 下 面 要 描述 的 一 个 一 个 地 引入 单 孤 立 子 的 过 程 是 等 浆 的 . 
这 过 程 的 第 一 步 是 由 背景 矩阵 g 向 包含 一 个 孤立 子 的 什 阵 暑 迁 ， 
这 对 应 于 在 和 矩阵 XX( 即 多 中 只 有 一 个 极点 4==py， 由 前 面 得 到 的 
一 般 结果 , 很 容易 得 到 单 弧 立 子 解 . 矩阵 zr,(4) 和 它 的 道 x7! (C4) 
可 写 为 
和 一 了 十 《后 十 全)ATTICA 一 后 号 ， 


(3. 13, 22) 

Yi = pA) IP, 
式 中 矩阵 P, 的 表示 式 为 

(Ps=m goams! /me (geo)armp’, 《3. 13. 23) 
由 此 还 可 得 到 PP 的 -一 些 性 质 : 

Pi~=P,, SpP;=1, detPl=0, (3. 13. 之 4) 
函数 志和 mt? 由 C3,13.12) 和 (3.13.14) 确 定 . 我 们 得 到 

gl= X00 a = (pt pp pu Pa. 《3. 13. 25) 
由 任意 二 阶 和 矩阵 下 满足 的 一 般 关 系 式 

dett 了 十 已 ) 一 1 十 Sp 下 十 det 丈 
和 性 质 (3. 13. 24)， 得 到 

det[ 了 一 《 轨 十 说)A P= — Pp’, (3. 13. 26) 
因此 

detg =—=—0 A. “detgo. (3,13. 27) 
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第 二 步 是 把 解 g, 看 做 新 的 “初始 解 "， 即 背景 度 规 ,， 再 对 它 附 
加 上 一 个 与 4 一 ys 对 应 的 孤立 子 ， 重复 前 面 的 程序 . 为 此 , 先 组 
成 一 个 新 的 背景 矩阵 隔 数 玫 == 训 sp， 联 它 的 北 六 在 碟 4 二 ja)， 
然后 求 得 对 应 的 矢量 ;7 ; 
mi =m pi pa Pp, 2) ls 
并 与 (3. 13. 23) 类 似 地 构成 P,; 
CPa) =m Ce eam /me (gam , 
;具有 和 和 Pi 同样 的 性 质 (3. 13. 24). 
为 了 构成 矩阵 CW), 只 要 将 (3.12. 26) 中 的 脚 标 1 一 2. 我 们 
得 到 2- 孤 立 子 解 Bi: 
gs=[I— (+o ps PI (+ op Pe, 
C3. 13. 28) 
其 中 所 有 的 Pi 均 满 足 条 件 : 
Pi=Pi:, Sp 呈 一 1， detP,=0. (3. 13. 29) 
显然 , 随 荐 孤立 子 个 数 六 的 增 包 , 矩阵 Pi 的 表达 式 越 来 越 复 
杂 . 因此 , 这 种 求解 的 方法 不 如 前 面 直接 求 x- 孤 立 子 解 的 方法 简 
便 . 但 是 把 解 表示 成 (3. 13. 28) 的 形式 对 于 计算 行列 式 detg 却 很 
有 利 , 因为 要 计算 detg 只 需 用 到 Pi 的 性 质 (3., 13, 29), 不 需要 知 
道 P, 的 具体 形式 ，(3. 13. 28) 中 每 一 个 因子 对 detg 的 贡献 都 很 
容易 算出 , 结果 得 到 


detg = (— 1)°p°{ Tora]aetes (3. 13. 30) 
点 一 1 


考虑 到 (3.12.2), 由 上 式 可 以 断定 nn 必 为 偶数 ,因为 当 nn 是 
琳 数 时 将 破坏 度 规 的 号 差 。 所 以 , 在 物理 空 - 时 背景 上 ， 静态 辐射 
对 称 的 孤立 子 只 能 成 对 地 出 现 ,形成 东 缚 的 2- 孤立 子 态 . 

现在 的 任务 是 使 & 满足 (3.12.2), 这 样 的 解 我 们 称 为 物理 
解 ， 以 5 表示 . 由 (3. 12. 3) 可 得 

2 Leflndetg) ,oj 十 (lndetge) :一 0. 
根据 上 式 容易 证 明 , 满足 方程 (3.12, 3) 和 条 件 (3.12. 2) 的 8 可 
写 为 
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gHo—p(—detg)ip., (3.13. 31) 
将 3.13.30) 和 dets,; 二 一 2 代 人 (3.13.?1), 得 到 度 规 张 量 g 中 的 
表达 式 : 


gH =— pl oa)g, detg® =—— pp. (3. 13. 32) 
上 二 ] 
式 中 的 E 由 (3.13.217? 给 出 . 


83.14 度 规 系数 了 的 计算 


计算 度 规 系数 可 分 两 步 进 行 : 第 一 步 , 将 (3. 13. 21) 得 到 的 
非 物理 解 g 代入 (3.12.4) 和 (3.12.5), 然后 求 出 f. 第 二 步 , 在 
(3.12.4) 和 (3.12.5) 中 将 g 换 为 g”， 从 而 得 到 广 -， 
与 单 弧 立 子 解 (3.13.22) ~ 《3.13.27) 对 应 的 度 规 系 数 以 
万 表示, 按 上 面 的 程序 计算 , 得 到 
f=C fp ttat oD, 《3. 14.1》 
式 中 C 是 任意 常数 ,i 是 初始 解 ( 背 景 度 规 系 数 )， 与 go 对应， 
门 | 的 表示 式 为 
T= mi (Cg om, (3. 14. 2) 
矢量 mmx 由 {3.13.14) 得 到 (8 二 1). 
接着 , 把 gs; 和 万 当 作 初始 解 , 重复 上 面 的 过程 , 得 到 与 2- 
孤立 子 解 (极点 4=p 和 4 二 pp) 相对 应 的 度 规 系 数 f,， 这 一 过 程 
实际 上 只 要 作 些 代数 运算 , 积分 只 在 由 (go fo)-r (Cg, 六) 的 这 程 
中 用 ,经 过 不 复杂 的 代数 运算 ,得 到 
fo=Caf op pat oe) Cpt pop) TuTe— Ts). 
(3. 14. 3) 
式 中 C; 蚌 任 意 常数 ， 记 即 (3. 14.1) 中 的 背景 解 也 和 卫 ，P 即 
矩阵 (3. 13. 16) 的 分 量 . 
《3. 14. 1) 和 (C3. 14. 3) 告 诉 我 们 , 在 ”孤立 子 的 情况 下 , 度 规 
系数 了 应 具有 形式 
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太一 Ce [ai 和 ke 十 天)] detTy. C3.14.4) 
此 一 了 点 一 1 


式 中 心 ， [一 1，2，…，zm， 此 式 的 证 明 我 们 在 下 节 最 后 给 出 . 

现在 确定 系数 Am， 在 式 (3,. 12.47 和 (3.12,.5) 中 , 将 g 代 之 
以 53, 13, 32) 中 的 g, 便 得 到 fF*,， 首先 由 (3. 12.6) 和 (3.13. 31) 
得 到 1 和 YY 和 的 表达 式 : 


UD pg gt 1 一 太 十 | 1 一 去 edndete)， ,1 


太一 0g 由 er 人 一 太一 Folndetg) 汪 . 


将 上 式 代 入 (3. 12.47 和 (3. 12. 5) 中 ( 替 挽 U 和 和 WV), 得 到 
fo 人 (3.14.5) 
式 中 访 是 按 g 计算 的 度 规 系数 (3,14. 4), 函数 Q@ 富足 方程 


(InQ). .= ondetg), (lndetg) 。， 


(n@) .= 总 CLdndetg)55 一 Clndetg)? 
在 上 式 中 代入 detg 的 表达 式 {3, 13. 30)， 积 分 得 


人 -1 一 Ap- em 二 oa+D731 |” x 
请 | I[ al 
[I G+ pe J Ge — p02) 1. (3. 14. 6) 
i=1 .fl 


式 中 有 4 为 常数 , 将 (3. 14.6) 和 (3. 14.4) 代入 (3,14.5), 得 到 物理 
的 度 规 系数 六 ”的 明显 表达 式 ， 


m= Crp "(Tm)" x 
一] 
| TE cm — £97] decru. (3. 14. 7) 
此 一] 
我 们 给 出 雪 积 [| ty 一 4)? 的 前 岂 个 表达 式 ， 
£7 二] 


[[ CG 一 Am 一 


Ei=1 


”8 了。 


1 当天 一 1; 
《PE 一 AT 当 n = 2; 
(fs 一 名 和 (pa Oo pe 一 外 于， 当天 一 3 


(C3. 14. 8) 
?2- 扳 立 子 解 的 最 后 形式 为 
ds:=— A (dod ) 二 esdrda’, C3. 14.9) 
式 中 9 由 式 (3.14.7) 给 出 ,，g 吕 由 式 (3.13. 32) 和 (3.13.21) 给 
出 ， 
作为 普遍 方法 (孤立 子 方法 ) 的 应 用 ,下面 我 们 由 平 直 度 规 生 
成 2- 孤 立 子 解 和 -孤立 子 解 ,它们 将 给 出 Kerr-NUT 和 解 和 多 个 
史 矶 希 源 以 及 多 极 矩 的 解 ， 


§ 3.15 平 直 时 空 背 最 上 的 2- 焉 立 子 解 


本 节 中 仍 取 号 差 为 (十 2). 平 直 空 - 时 度 规 可 写 为 

d5 一 一 好 十 do 十 dz ， 《3. 15。 
即 记 =1, go 一 dag( 一 1， PP); 显然 有 detgo 二 一 PP， 容易 得 到 
一 0, 二 diag (0, 2). 代 大 (3.13, 2) 得 到 

一 1 0 

加 一 0 pr2aA Xl 《3. 15. 2) 
显然 满足 条 件 #50) 一 go 由 此 式 和 (3.13.14》)、(3.13.11), 容易 
得 到 

mi OC , mm Op 1 (3. 15. 3) 
式 中 Cm 和 CW 是 任意 常数 . 再 把 所 得 各 式 代 人 (3. 13.16), 得 到 
了 

i= CEC + CH pp pI PH 

[3. 15, 4) 

由 (3. 13. 19) 得 到 N,* 的 表达 式 : 

有 总 一 一 CC 的， 一 CA pr. 《3. 15. 5) 
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ka 由 (3. 13, 12) 给 出 . 至此, 我 们 已 获得 构成 关 和 & 所 需要 的 
全 部 量 . 
引入 两 个 新 的 任意 常数 z, 和 a 代替 (3.13.11)} 和 (3.13.12) 
中 的 wi 和 zz: 
wns to, C3.15.8) 
引信 坐标 > 和 8 代 兰 4 和 2: 
p= [rm oo] snd, z—z = (r—m)cost. 
(3.15.7) 
式 中 x4 为 任意 常数 . 由 53. 13. 12)? 可 将 由 用 >, 8 表示 出 来 ( 根 导 
前 取 负 号 )， 


间 一 2 一 所 十 5)SIn ,w=—=2(tr—m—o)sn’ 5. 


2 
2 
《3. 15. 8) 
由 上 式 和 (2.15.5) 求 出 NY 和 Ns 由 (3.15.4) 求 出 和 和 它们 
的 道 矩阵 Dn, /二 1，2), 然后 由 (3.13. 32) 和 (3.13. 21) 求 出 
g 吕 ,由 (3,14.7) 得 到 7, 从 而 得 到 gw 再 用 一 个 简单 的 线性 坐 
标 变 换 , 便 得 到 Boyer-Lindguist 坐标 中 的 Kerr-NUT 度 规 . 
为 了 变 到 B-L 坐标 系 ( 使 > 表示 径 向 坐标 )， 我 们 令 43. 15. 3) 
中 的 任意 常数 满足 条 件 
CHOOP CNCH=o, CWC OCI = —m. (3.15.9) 
引入 两 个 任意 常数 a 和 2: 
CPOCH—OCVPCD = — 6,CV CHO CI =a, {3.15. 10) 
由 上 二 式 可 得 
oO—m a — bp’. {3.15.11) 
最 后 得 到 度 规 (3. 14. 9): 
ds:=wA dr ToadF —w {1(A—asn0dr’ — 
L4Apcosd— dasin:8Cmr 6b) Jdrdg+ 
[ACasin?0+ 2bcos:— sn0(r: th a )* ldg}. 
(3.15. 12) 
式 中 工 一 上 十 24 3. 15. 1]3) 
* OF +* 


wr os ASri— 2mrta rb. (03.15.14) 

此 即 鸡 err-NUT 度 规 代入 8 一 0 便 得 到 Kerr 度 规 . 这 里 ， 
只 有 Kerr 解 有 物理 意义 (8 二 0) ,5 关 0 时 (3.15.12) 不 满足 淅 近 平 
直 条 忻 . 

在 获得 (3. 15.8) 时 , 我们 在 (3.,13.12) 中 对 于 jy 和 js 都 取 根 
号 前 为 负 号 的 情况 ,如 果 对 于 上 和 如， 根 号 前 取 不 同 符 号 , 不 难 
和 证明， 也 导致 同一 个 度 规 . 

现在 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 (3. 14. 4). 

设 C3.14.4) 当 nn 一 jr 时 成 立 ， 只 须 证 明 当 nn 二 mx 十 1 时 成 立 ， 
假设 从 初始 解 C 背 景 度 规 jg,， 六 ,点 引 人 于 个 孤立 了 于 ,， 生成 了 新 
解 gm， Firm atms 7 个 孤立 子 对 应 于 极点 A= hrs 由 一 Pi 二 3 
…， 4 一 入- 则 有 


pm 一 a | 于 | [II Cf Em 十 02》 | 站 rm。 
点 一 1 旧 一 1 


(3.15.158) 
式 中 DD, 一 det [二 1 2 ;mM)， 侧 
Ta = Cg) me CP ptt) 
(3. 15.16) 
按 (3, 13. 14} 有 
mi =m Cprte? ps 2) Jea. (3. 15.17) 
由 <3.13.4) 和 (3. 13.3) 有 
= to pe Mp) Ppl 


gp to pa) PP,); (3.15.18) 

gs = OO= LI Getp pr Pa lg 《3.15, 19) 
第 阵 P, 由 (3., 13. 22) 得 到 ， 

已 ,一 人 CBE Ac (gana) sale . (3. 15, 20) 
式 中 i 定义 为 

"=m (pm Py 2) ea (3.15,21) 

[tm tt pr Cpe Pr 2) eo. (3.15. 22) 


由 (3. 15, 17)，(3. 15, 18) 和 (3. 15. 20) 可 得 
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m= EE,. ,nl 《3. 15. 23) 
式 中 Ento nt (go att oT patna) 


(a, B=0, 1,., 1). (3. 15. 24) 
将 (3.15.23) 和 (3.15.19) 代 入 {3.15.16) 中 , 得 到 
TE a Er hE BE, opi. (3.15. 25} 
由 上 式 可 得 
detE,:s oi 3— BE,, AdetT, ys er. 《3. 15. 26) 
根据 (3. 14.17 和 (3. 14.2)7 有 
太一 Cs Es, pattst pe) . 《3. 15. 27) 


将 此 式 代 大 (3.15.15) 并 利用 (3. 15.26)] 和 万 ,一 detPm ，，，， 我 
们 得 到 


na 一 CoOnts * Fo! Te 六 
一心 


[1 Ge t py] derE sw 《3.15.28) 


将 (3.15. 24)、(3.15.21)7 和 (3.14.22) 代 人 (3.14.28) 便 得 到 与 
nm? 了 +m 和 的 Cm 十 1)- 孤 立 子 解 (3， 14. 40). 至 此 ， 我 们 
证 明了 式 {3. 14. 4) 的 正确 性 . 


§ 3.16 平 直 时 空 背景 上 的 ”孤立 子 解 


本 节 我 们 研究 一 种 类 型 的 ”孤立 子 解 及 其 一 般 性 质 ， 取 平 直 

空 -时 度 规 

drs:——dti+edg +de de’ (3. 16.1» 
为 背景 诬 规 (初始 解 ),， 引 人 偶数 个 扳 立 子 ( 寝 点 4 一 向 ，A，…， 
1)，、 生 成 新 解 ， 函数 点 成 对 出 现 , 以 希腊 字母 o 标记,，c 一 1，3， 
5，。 "一 1 这样， 共有 /2 对 极点 Cs， por1). 

为 了 使 物理 意义 更 明显 ,首先 研究 矩阵 g 为 对 角 的 这 一 特殊 
情况 (静态 -孤立 子 解 )， 为 此 , 设 (3.15.3) 中 的 所 有 任意 常数 
CH 二 0, 此 时 所 有 的 mr 外 二 0， 由 (3.13.15) 可 得 所 有 的 n= 二 0， 

+ 397 。 


由 (3. 13. 133) 得 到 


分 性 
心 np) 


这 表明 (3.13.28) 中 的 所 有 和 矩阵 P; 其 有 形式 


0 0 
PP 一 | |. 
0 1 
与 (3.13.29} 相 符 ， 在 这 种 和 情况 下 ， 由 (3.13.28) 和 (3.13. 32) 得 


到 


R,= 


gi =p "| eH = 0, gt =— pp/g. (3.16.2) 

要 由 (3.14.7) 求 ?人 须 先 计算 矩阵 的 行列 式 ， 由 于 

(3.16.2) 很 简单 ， 可 以 直接 由 (3.12.4) 和 {3.12.5) 积 分 , 求 得 
Fn, 


Fe 一 const 。 pr {T (一 £4)* ]X 


(Ta TH +] (3. 16. 3) 
现在 由 (3. 13. 11) 和 (3. 13. 42) 确定 函数 .对 于 每 一 对 极点 
Ha 和 Hst+l 时 我 们 取 式 中 根 号 前 相反 的 符 导 
氏 寺 Ts 一 & 十 [Cs 一 人 天 十 形 ]， 


Ht 2— [we te 
引入 新 的 任意 常数 Ts 和 is 代替 teh 和 Ce 二 11 


Te iss Wap] = 【3， i168. 5) 


对 于 每 一 对 极点 9 引信 一 对 画 数 四 之 ) 和 O00, 之 ) 作 海 它们 的 
“ 径 坐标 "和 * 角 坐标 "， 这 | 各 对 函数 由 下 式 定义 ， 
p= [r,trs e277) J sing,, 


(3. 16. 4» 


《3. 16.6) 


2—2, ={r,— W)Cost,. 
这 时 由 (3.16. 4) 得 
" Fo * 


0, 
Ls = 2 2W10 SiN’ 一 


2 
9 C3.16.7) 
Heit = — 2 mm) Cos BE 
将 上 式 代 人 (3.16.2), 得 到 
(有 2 | 213) | 2 .1 
Boo -| | 1 pl 一 六 5 一] |. C3. 16. 8) 


当 #=2(2- 孤 立 子 解 ), 式 中 只 有 一 个 因子 , 即 史 瓦 希 度 规 的 
goo， 这 时 由 (3,16.3) 求 得 fs, 得 到 的 解 g,, 忙 为 史 瓦 希 度 规 ， 这 
一 结果 表明 , 如 果 在 8 3.15 的 2- 孤立 子 解 的 一 般 形式 中 , 取 任 意 
常数 满足 条 件 C=C? 二 0(ps 式 中 根 号 前 取 相 反 的 符号 ), 使 机 
由 Kerr-NUT 解 退 化 为 史 瓦 希 解 . 

为 了 分 析 8 中 的 物理 意义 ， 必 须 选 择 径 向 坐标 原则 上 rp， 
z) 中 的 任何 一 个 都 可 以 作为 径 向 坐标 . 但 最 自然 的 选择 应 该 使 引 
力 势 在 远离 系统 的 展开 式 中 不 含 偶 极 矩 ， 由 (3. 16.8) 可 知 ， 引 [ 力 
势 U 由 下 式 给 出 : 


20=1|1- | | 一 CE |1— 2 | ， (3. 16. 9) 
Fa | 


设 “ 真 空 的 ” 径 向 坐标 和 极 角 坐标 由 下 式 确定 :; 
p=[r{tr—2m) sing, z—zo— (r—m)eosg. (3.16.10) 
圭 式 与 (3.16.6}) 形 式 相 同 , 但 是 引入 了 新 的 常数 ;mx 和 zo， 由 
C3.16.10) 和 3.16.6) 可 以 求 出 x, 和 妈 , 并 和 且 可 以 按 !' 展 开 ( 当 
r 一 oo 在 一 级 近似 下 得 到 =, 名 一 人 四 ， 将 这 些 展开 式 代 入 
(3. 16.9),， 由 不 存在 偶 极 矩 这 一 要 求 便 可 以 确定 mr 和 zx。 用 这 一 
方法 得 到 


no Sm,, 六) -一 | Sm f Dm,, (3, 16. 11} 
20—2mr 二 QQ(3cos'8— 1)r 二 
式 中 人 @ 为 系统 的 四 极 失 ， 当 w= 二 4 时 (4- 孤 立 子 解 ) 有 
QO=p0mal C21 2) Om (nm) 
这 些 结果 表明 ， 静 态 n- 孤 立 子 解 是 在 渐 近 平 直 空 - 时 中 的 局 
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部 扰动 . 对 于 远 处 观察 者 , 这样 的 场 可 以 看 作 是 由 具有 辐射 对 称 
性 的 ”72 个 史 瓦 希 质量 炙 ( 位 于 局 部 ) 所 产生 的 外 部 场 , 这 些 源 质 
量 中 第 = 个 具有 质量 mm, 位 于 zx。 处 . 这 些 场 源 质量 的 质心 公式 和 
经 典 力学 中 的 相同 , 系统 的 四 极 矩 也 由 常量 mx 和 x 表示 . 

如 果 场 源 绕 对 称 轴 旋 转 ,， 则 和 矩阵 g 中 不 是 对 角 的 , g 中 隆 0. 在 
2 一 2 的 特殊 人 情况 下 , 场 源 由 静止 过 渡 到 绕 对 称 轴 转 动 ,对 应 于 由 
史 瓦 希 度 规 过 渡 到 克 尔 度 规 ， 


§ 3. 17 两 个 Kerr 解 的 这 加 


前 一 节 研 究 了 以 平 直 空 -时 度 规 为 背景 度 规 , 引入 | 也 | 对 孤 
立 子 所 黎 得 的 一 类 a- 弧 立 子 解 的 一 般 性 质 . 本 节 将 对 4- 孤立 子 解 
的 结构 作 进 一 步 的 分 析 . 为 了 讨论 的 方便 ， 我 们 将 某 些 符号 和 相 
应 的 表述 作 一 些 简化 . 

在 3.14 中 , 我 们 给 出 了 由 已 知 解 gp 生成 新 解 g:? 的 一 般 
方法 ， 新 解 依 赖 于 ”个 任意 常数 ws 和 个 矢量 Ci 二 (44，Bi)[ 即 
矢量 m4*j. 极点 和 为 方程 

PAC C3.17.1) 
的 一 个 根 . 度 规 系数 了 的 表达 式 为 
f= Cp "| 于 AI i [Il 《At 一 pu): det 


mm 
Rs 一 1 


(3.17. 2) 
了 本 背 及 度 规 为 (3, 15. 1 ) 时 。 了 ,的 表达 式 为 (3. 15. 4); 
— AiAT OBB 


= 二 ,，{ ). 
Ti Pr 《对 不 取 和 
《3. 17. 3) 
此 时 不 难 证 明 ， gw 可 表示 为 
gs = eo" [ed detTe g/detT,,. (3, 17. 4) 


点 一， 


+ AD0Un" 


式 中 天 和 是 由 矩阵 局 扩 展 ? 得 到 的 人 十 1)X (na 十 1 矩阵 , 定义 如 
下 : 
T= (k, 一 ]， 之 ， nn), 


TR a =D ? v= 1， 2, -Hs 
了 -= = on Bitk=1, 2 "1 
3.17.5) 


柏 立 于 的 个 数 ”为 偶数 时 , 生成 解 才 具有 物理 意义 (具有 正确 的 
号 差 ), 在 2- 孤立 子 的 情况 下 ，$ 3,15 给 出 了 Kerr-NUT 解 族 . 
这 一 解 族 包含 的 参量 有 质量 m, 比 前 矩 a, 物体 的 位 置 z 和 NUT 
参量 5(* 磁 体质 量 ”). 这些 参量 和 实 笛 数 zt、 ws;、(Al，B,)， 
(Azs， B20) 之 间 的 关系 可 以 表示 为 


说 一 《zt 一 ty 2c08 (Mm — 2), 


a=msin (om — er)—B (1 tw) tg (a 一)， 
b=msintal 一 【3. 17, 6 
r=arctan tA,/B,). 
仅 当 上 ==0 时 新 解 才 是 渐 近 平 直 的 . 我 们 设 ze rz 0S 安 4 二 号 ，0 
Sw 仅 当 w= 一 a 二 arctan(A/B) 时 才 有 68=0. 这 时 有 
m= OB AN BA), 
da— ABlw,— ww) (Be A). 

让 上 述 诸 式 可 见 , 孤立 子 参 量 取 实数 值 时 , 新 解 描 述 慢 速 转 
动情 况 :ce< .下面 只 研究 这 种 情 癌 . 

我 们 要 研究 的 4- 孤 立 子 解 对 应 于 两 个 物理 状态 , 分别 由 两 组 
参量 确定 (1) 二 一 ws 二 一 as Ww 六 |ws|ly C1 一 Cy= (4， 
BY), C=CO=—A, Bs (2) w= ws Wa = tw Ww |rwz ， 
C= 二 C=(4, B), C= 二 C;= 二 (一 A4，B). 对 于 所 研究 的 情况 (x= 
4)，Ax 的 表达 式 (3. 13. 12) 中 根 号 前 的 正 负 号 应 这 样 选 取 : 当 不 二 
奇数 时 取 人 负 号 ,为 偶数 时 取 正 号 ; 其 他 的 选择 都 不 能 生成 有 物 
理 意义 的 解 . 

情况 (1) 的 解 是 两 个 克 尔 解 的 非 钱 性 选 加 ,两 个 场 源 物体 具 

人 


{3.17.7) 


有 相 阿 的 质量 和 相 局 的 转 矩 (3.17.77》. 情况 (2) 的 两 个 场 源 物 体 
的 质量 家 同 而 转 符 异 导 . 下 面 我 们 分 析 这 些 解 在 不 同 区 域 的 行 
六 

Q) 在 无 限 远 处 ,由 (3.17.4) 和 (3.17.5), 当 r==Y 本 十 2 一 > 
oo 时 , goo=—1Toltr DD), gu—=atpe/r tolr SN 一 让 [1 十 
or ')]. 参量 8 与 Kerr-NUT 解 族 中 的 NUT 参量 5 相似 , 渐 近 
平 直 条 件 要 求 8B=0. 由 (3.17.4) 和 和 (3.17.5) 可 以 得 到 a 和 的 表 
达 式 ,情况 (1) a 二 4A4B(t0 一 wa)/(B? 一 A7)， PB 一 0; 情况 (2): a 
0, p=-[ er to] 45C4 TB 二 + 起 | 在 
情况 (2) 中 , 8=0 导致 4=0 或 五 =0， 此 时 由 (3.17.7? 知 ce 一 0， 
即 不 旋转 . 即 情 况 (2) 与 浙 近 平 直 条 忻 巴 盾 . 下 面 我 们 只 研究 情 
沈 (1), 

作 变 换 f 二 1 一 yp, 二 式 中 144 人 to 一 wj/(B: 一 A?), 
为 了 得 到 渐 近 平 直 解 .应 有 广 -*1, 由 此 确定 43, 17.2) 中 的 常数 请: 

C=2 wi to ~ (Bm AT). 


保留 当 阶 项 , 得 到 度 规 gw 的 表达 式 


go = 一 1 十 2 or ?), MO—= (tw rv) (BI A YI 


(B:— A!) = mm, (3. 17. 8) 
加 ABLlre — ru ) 

2 了 一 42 “ 
由 上 式 可 知 ， 系 统 的 质量 4 等 于 两 个 物体 质量 之 和 ， 系统 的 转 抵 
等 于 二 物体 转 趾 之 和 (de 一 2rzc)， 

(Cu) 在 对 称 铀 的 外 部 区 域 40<p<co)， 由 (3.17.2 一 4 可 以 
发 更， 度 规 的 奇异 性 只 能 出 现在 p==0 和 det 了 ,一 0， 系统 是 辐射 
对 称 的 ,可 以 认为 对 称 轴 外 的 奇异 性 位 于 平面 z= 一 0 上 ， 这 时 
det 了 ,简化 为 

detT tp, 0)=160re p(t pa (pm— py x 
Cop C0) LAB ps (一 Ap 一 
。 40O2。 


4 Solr-?), 避 二 
rr 


oA PB iD 一 pe J LAB Pa X 

(or— pt) totA to Bp pa aa— pj. (3.17.9) 
由 上 式 可 知 detT, 守 0，detT,, 二 0 只 可 能 使 上 式 右 端 后 两 个 因 于 
等 于 零 . 又 因为 

a0 gO— A 


[np [=P wy wite < 
zu te 二 让 
所 以 Flk, PR — ip) — pat pp pA) =0, 
k= AB. 


王 ( 才 ， 站 是 不 的 二 次 三 项 式 ， 二 次 项 系数 一 PCA 一 mA) 和 生生 0. 
下 二 0 时 有 
下 人 0， 站 一 一 有 Ce 一 AD0， 
二 1 时 有 
F(tl, PD=0o— pout op) 
Co oT i ja). 


由 于 Paar>0, ptm=w pe wi 二 这 0， 


所 以 F(1, pp} 的 符号 决定 于 p 一 各 一 2 一 zs 一 wi 十 产 的 符号 ， 民 
决定 于 %; 的 符号 . 因此 

Fl(l, P<O Bw m0, 

Fll, PO0, iwi0, 
wz 二 0 时 得 到 克 尔 解 CM==2m， Ma 一 2ma). 

考 虚 到 下 是 的 二 次 函数 ,由 上 面 的 分 析 可 知 ， 当 ww: 守 0 

时 ,在 对 称 轴 外 的 平面 x 一 0 上 detf ,和 关 0， 度 规 没 肥 奇 点 ， 当 
rs<0O 时 ， 有 奇 点 ( 环 )P4a7 

pfa) 一 co 当 arm, 

pla)—0 当 ar0, 
在 奇 点 cta)， 曲 率 标量 为 无 限 大 , 因此, ws 过 0 时 的 物理 图 像 和 
Tomimatsu-Sato 解 的 一 样 . 在 我 们 所 研究 的 解 中 令 zs 一 xl， 便 

“学 日 了 


得 到 了 -s 解 . 

在 平面 z= 二 0 以 外 , 在 一 般 情 贞 下 detT, 的 恒 正 性 没有 证 有明 . 
但 是 如 果 zz 人 0， 则 可 以 证 明 当下 = 二 A1B 的 值 足 够 小 ( 即 转 矩 足 禹 
小 ?时 ， 轴 外 不 存在 奇 点 . 

(Qu) 在 轴 附 近 的 区 域 . 首先 考虑 ms 六 0 的 情况 . 在 轴 上 有 五 
个 不 同 区 域 , 如 图 所 示 


VY 政 I I 丰 


Wa 


于 


到 两 


3-2 
a) 区 域 1， 当 z= 二 0 时, 度 规 为 
【2 — Bir 7 

Bw CAno,— Bow ye 
Cr — ra) CA — Bivw ) (BA) 

(Arw, — Br :CB — A) ” 

pd /Be 212 

当 4 天 0 时 , gw 一 g11 < 夺 0. 即 在 轴 附 近 有 一 些 闭 合 的 类 时 曲线 . 
Carter 《1968) 证 明了 ， 在 这 种 情况 下 通过 空间 任何 一 点 都 有 一 类 
时 的 闭合 环 , 而 且 不 可 能 用 普通 空间 区 域 的 单 连 通 复 盖 将 闭合 环 
打开 , 因此 ,因果 条 忻 被 破坏 . 即 在 区 域 1 中 度 规 是 膏 异 的 , 而 且 
不 允许 从 p>0 的 区 域 延 拓 到 区 域 1 的 令 域 ， 

b) 区 域 1. 度 规 系数 了 和 gs 有 正常 的 行为 , 并 且 f， go 和 
gu 都 是 正 的 { 当 z= 二 wi， 5 二 0 时 有 gw 二 0)， 变换 到 建立 在 一 个 物 
体 上 的 球 坐 标 系 (7,287: 


=[ (rm) Oo sng, z=z0t (r—m)sing, 


gu—=2AH 


式 中 5 二 地 (Ww 一 wa)， xz 一 计 (eoi 十 zo)， 
度 规 变 为 ds 二 gwlr， Ddzr*dz 十 
2 
了 [fr mm ocos0] ta 和 
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ar， OD=gatplrs 0), rlr, H)), 

for, 的 一 ptry 0), zr, 0)). 
由 了 和 gw 的 表达 式 可 知 , 在 jp 二 0 的 邻 域 内 按 op 展开 时 , 展开 式 
中 只 含 o 的 偶 次 项 , 所 以 在 面 (r 一 mm) 一 f= 二 0( 与 区 域 1 对 应 的 一 


段 ) 的 邻 域内 , Bs 和 了 是 + 和 8 的 解析 函数 , 这 个 面 是 零 面 . 

区 域 五 和 区 域 1 的 情况 相同 . 

区 域 W 和 中 ， Ed Bo pp， -a 了 一 让， 所 以 在 这 
两 个 区 域 中 度 规 是 正常 的 . 这 时 由 (3.12.4 一 5 可 知 严 天 站 一 
const 二 1， 从 而 得 到 空 -时 是 局 部 平 直 和 和 正常 的 . 

当 ww 之 0{ 且 转 矩 a 关 0) 时 , 解 的 行为 与 ww; 半 0 时 没 有 本 质 区 
别 . 其 中 , 当 一， 有 gu 二 一 (4B:/A2Y (rw 一 tws)?， 即 在 在 许多 
闭合 的 类 时 则 线 . 我 们 指出 ， 当 转 朱 a=0 时 , 在 区 域 I 中, tw; 六 
0 和 rw 二 0 两 种 情况 是 根本 不 同 的 ， 

Sato(1978) 对 T-S 解 性 质 的 分 析 是 不 完全 的 , 因为 没有 给 出 
在 区 域 的 轴 上 存在 裸 奇 点 的 结论 ， 所 谓 裸 麻 点 , 就 是 不 被 视界 
面包 围 的 内 诊 寄 点 . 我 们 发 现 ， 对 于 所 讨论 的 旋转 扬 源 的 所 有 
解 , 在 对 称 轴 上 ,， 曲率 标量 都 是 正常 的 ( 见 第 5 篇 ). 

在 所 研究 的 4- 孤 立 子 解 中 , 包括 一 些 渐 近 平 直 的 、 在 轴 外 无 
奇 点 的 解 . 但 是 所 有 这 些 解 (除了 在 极限 情况 下 得 到 的 克 尔 度 规 ) 
在 一 段 有 限 长 的 轴 上 都 有 裸 奇 点 . 很 自然 地 假设 , 在 所 有 w- 孤 立 
子 解 中 , 只 有 2- 孤 立 子 解 ( 即 Kerr 度 规 ) 设 有 裸 奇 点 ， 
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| 旋转 引力 效应 


旋转 现象 经 常 展现 出 有 趣 的 和 内 带 的 物理 获 应 .在 和 存在 奇异 
性 的 广义 相对 论 框架 内 更 是 如 此 ,惯性 系 拖 动 是 一 个 常 被 归于 时 
空 结构 的 典型 旋转 引力 效应 .这 类 效应 可 通过 对 试验 物体 轨道 的 
几何 描述 指示 出 来 , 也 可 在 陀螺 进 动 的 相关 现象 中 表现 出 来 . 

本 章 利用 第 一 章 中 的 几 个 解 , 讨论 相应 时 空中 的 陀螺 进 动 问 
题 ， 以 期 揭示 时 空 的 其 些 几何 性 质 . 


$4.1 陀螺 进 动 的 到 renet-Serret 描述 


我 们 用 F-S 形式 表征 4 维 时 空 的 Kilhng 轨迹 , 其 中 的 三 个 
几何 参数 ,曲率 等 同 于 试验 物体 的 加 速度 , 两 个 挠 率 则 与 陀螺 进 
动 直 接 相 关 . 同时 , F-S 标 架 提供 了 一 个 描述 相关 物理 现象 的 方 
便 的 参考 系 . 因此 用 这 个 形式 研究 具有 时 空 对 称 性 的 类 时 积分 曲 
线 , 可 以 以 自然 而 优美 的 方式 对 陀螺 进 动 做 完整 的 分 析 和 讨论 . 

F-S 形式 《用 于 Killing 轨道 ) 可 以 直接 推广 到 准 Killing 线 汇 
中 去 . 该 线 汇 由 非常 系数 的 Kiling 矢量 组 合 构 成 , 一 个 重要 的 例 
子 是 Kerr 时 空中 的 无 旋 线 汇 ， 借助 于 这 个 扩展 的 形式 ,可 以 对 不 
同 条 件 下 的 陀螺 进 动 进行 研究 . 

本 节 和 下 面包 节 我 们 将 讨论 人 应 用 于 准 Kilhng 轨道 的 F-S 
形式 ， 沿 该 轨道 运动 的 陀螺 的 进 动 以 及 它们 与 线 汇 渴 度 的 天 系 ; 
《7 稳 态 轴 对 称 时 空 , 且 主 要 集中 于 整体 类 时 Kilhing 轨道 ,特别 
是 对 于 Kerr 时 空 , 给 出 一 个 人 惯性 系 扼 动 的 直接 证 明 ; (1) 采 用 族 
转 坐 标 系 ,考察 一 个 沿 圆 轨道 以 任意 常数 角速度 运动 的 陀螺 进 

。406 ， 


动 , 然后 通过 连续 的 具体 化 ,得 到 Sehi 进 动 ， 以 Fokker-de 
Sitter 进 动 为 特例 的 史 胰 希 时 空中 的 进 动 , 六 可 夫 斯 基 时 空中 的 
Thomas 进 动 . 讨论 无 旋 线 汇 ， 得 到 相应 轨道 的 FE-S 参数 . 把 一 
般 形式 应 用 于 de Sitter 时 空 ; (tv) 细 致 地 处 理 稳 态 柱 对 称 时 空 的 
一 般 情况 , 该 时 空中 一 般 的 准 Killing 轨道 是 螺旋 线 ， 做 为 特例 ， 
讨论 Godel 时 空 和 一 般 的 真空 度 规 ， 

从 Thomas 开始 , 在 广 闪 相对 论 和 狂 交 相对 论 中 许 窗 作者 讨 
论 过 引力 场 中 的 进 动 现 象 . 本 节 各 后 儿 节 纵 出 一 个 统一 的 , 协 变 
的 ,用 何 处 理 方 案 , 用 一 个 直接 的 和 完整 的 方式 进行 推导 . 这 里 
空 时 指标 用 拉杆 字母 代表 , 取 值 0, 1, 2，3. 而 空间 指标 用 希腊 
字母 表示 , 取 值 1, 2， 3. 相应 的 标 架 指标 加 上 括号 ; (ae) ，(B)，… 
[Ca), (8), ~ 


§ 4.2 准 Killing 轨道 


1. Frenet-Serret 形式 
考虑 具有 类 时 Killing 矢量 和 一 组 类 空 Killing 矢量 7(A) 
“ 半 二 1]， Ds zz 的 时 空 ， 组 合 


wa tA) 《二 22.17} 
称 为 准 Killing 矢量 , 式 中 第 二 项 表示 对 (4) 取 和 ， 且 有 

wt A)=0. (4. 2. 2) 

x 
如 果 六 是 类 时 的 ， 且 有 

人 =u Se 和 4. 2. 3) 
则 Ee 一 人 一， 4. 它 . 才 )》 
和 een ey eto = Fretoy, {4. 2.5) 
式 中 Fee CE ,st AIn A),,), {dd. 2, 6 


利用 Kiling 方程 种 对 性 意 Killing 矢量 都 成 立 的 其 系 式 
上 JE — Rwae” 
容易 证 明 
a 这 站 了。 


下 一 一 站， FF,=0. (4. 2.7) 
F-S 方程 227' 38 为 


En = Her]) 了 


I _ 总 

et 一 并 et 十 zerais 

一 一 fei 十 Tota, 

E13 CO Te 《4. 2. 8) 


式 中 点 是 曲率 , mm 是 第 一 和 第 二 挠 率 . FE-S 方程 (4.2.8) 和 和 
(4,. 2. 5 一?) 表明, 沿 着 x,; F-S 标量 x, rz 是 常数 ,了 上 -S 基 拓 量 
et 满足 方程 


Kk 二 TI 二 Tf, 二 0， (4. 2. 9) 
£1) = Fiet,. 44， 了 10) 
注意 这 里 玉 ,, 隆 e*X,s. 我 们 有 
ri = Pieto ero), {dd. 2. 11) 
4 生 
op Le, (4, 2. 12) 
j= (4. 2. 13) 
二 | | 
式 中 (FF FP, (4. 2. 14) 
另外， 我 们 还 有 
展开 一 心 一 二 一 于 (4. 2. 15) 


在 讨论 下 一 步 之 前 , 我 们 先 考 虑 由 (C4.2. 1 给 出 的 准 Killing 
线 汇 ,在 稳 态 办 对 称 时 空中 , ?可 以 选 为 轴 向 Kilhng 拓 量 ， 而 
为 和 的 任意 函数 .例如 ,可 以 选择 ,使 线 汇 是 短程 线 汇 或 者 
是 无 旋 线 汇 . 从 空间 上 说 , 这 些 将 代表 圆 轨道 . 在 柱 对 称 时 空中 ， 
除了 轴 向 Kiling 矢量 以 外 , 我们 还 可 以 加 上 产生 z 向 平移 的 
Killing 矢量 ， 系数 为 坐标 的 任意 函数 . 从 空间 上 说 , 这些 将 代 
表 螺 旋 轨 道 , 在 允许 其 他 空间 Killing 矢量 的 时 空中 , 如 de Sitter 
和 Godel 时 空 , 可 以 产生 更 复杂 的 Killng 罗 道 . 但 是 沿 着 任何 特 
定 的 属于 Killing 线 汇 的 轨道 , w 痢 保 持 为 一 常数 . 

2，Frenet-Serret 挠 率 和 陀螺 进 动 

对 于 沿 着 任意 世界 线 运动 的 观测 者 , 运动 规律 可 写 为 

本 人 


eb) = — et,. (4. 2. 16) 
分 解 为 Fermi-Walker 部 分 和 空间 转动 部 分 : 

0Q* = Ow, 十 人 mn + 

ND, an — du’, 

Np uae™™, (4, 2. 17) 
式 中 w 是 与 四 维 速 度 正 交 的 矢量 可 以 选择 标 架 的 时 间 轴 , 沿 着 
其 界线 的 四 维 速度 方向 .如 果 一 个 标 架 系 fw, 沿 着 同样 的 世界 线 
做 F- 鸡 移动, 则 空间 3 矢 em 相对 于 空间 3 矢 六 以 前 速度 w 转 
动 , 即 

D 

Bi lem hin) TeX ew (4. 2. 18) 


将 F-S 方程 (4.2.8) 与 (4.2,16~18) 比 较 , 容易 证 明 , F-S 系 相对 
于 F-W 系 以 角速度 
WF 一 Terly | Tes 【4. 2. 19) 
转动 
F-W 系 在 物理 上 由 一 陀螺 实现 , 因而 相对 于 F-S 系 的 进 动 由 
一 aro5 给 出 : 


j= ws = (re) Te ). (C4, 2. 20) 
进一步 , 用 F-S 方程 (4. 2. 8) 可 以 证 明 
ery = Fe ns. (4, 2, 21) 
上 
式 F*== ed 
中 /gg “~ 


是 Fi 的 对 侦 张 量 . 我 们 称 wrs; 为 F-S 转动 . 应 当 注 意 , wrsy 是 沿 
着 一 条 给 定 曲线 定义 的 , 不 受 存 在 线 汇 的 约束 , 它 给 出 F-S 系 相 
对 于 F-W 系 的 转动 . 
由 式 (4.2. 8) 和 (4. 2. 10)， 我 们 有 

wxetty — Fer,,, (C4. 2. 22) 
此 式 表 明 , 与 电磁 场 类 比 ，F?etw 可 以 解释 为 具有 4 速度 的 观测 者 
所 看 到 的 引力 电场 . 方程 (4. 2.18) 和 《4.2.21) 与 电磁 的 “ 自 旋 进 
动 ” 方 程 糯 比 ， 表明 FF*eiow 是 相应 的 引力 磁场 . 
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3 油 度 和 陀 蝶 进 动 

我 们 可 以 把 一 个 给 定 的 轨道 看 做 某 曲线 线 汇 中 的 一 条 曲线 ， 
在 几何 上 , 线 汇 的 调度 用 来 度量 线 汇 的 捏 量 . 沿 着 一 个 轨道 的 陀 
螺 进 动 与 线 汇 的 广度 有 关 ， 本 节 在 一 些 细节 上 讨论 这 个 关系 . 可 
以 证 明 ， 对 于 Killing 线 汇 中 一 个 轨道 , F-S 旋 度 等 于 线 汇 的 涡 
度 . 相应 地 , 沿 一 个 Kilimg 轨道 的 陀螺 进 动 由 Killing 线 江 的 涡 
度 确定 . 

下 面 我 们 将 看 到 ， 在 这 方面 , 准 Kuling 轨道 不 同 于 Killing 
轨道 . 线 汇 的 广度 定义 为 


人 2 "Cow 
1 . 

> Ea ed Pat ew sone | 一 {4d, 2, 23) 

whirsy + Derms, ‘4 2. 2 
让 1 

式 中 D2= 一 eiD,， 

2 Y 一 后 

De wn a, “4. 2. 25) 


我 们 知道 ,在 物理 上 , 调度 上 宅 表示 固 连 矢量 相对 于 沿 着 线 
汇 作 FF- 区 称 动 的 一 个 正 交 空间 标 架 的 角速度 ， 另 一 方面 , F-S 旋 
转 or 表示 内 说 的 F-S 系 相 对 于 无 旋转 的 F-W 系 的 进 动 ， 在 准 
Killing 的 情况 下 , 一般 说 来 两 者 是 不 一 样 的 ， 沿 着 准 人 ilbhng 轴 
迹 的 陀螺 进 动 不 同 于 对 应 的 淮 Killing 线 汇 的 固 连 矢量 的 旋转 , 
但 是 由 (4. 2.23) 可 知 ， 如 果 wi 是 常数 ， 则 线 汇 庆 避 成 Killing 
线 汇 ， 二 wirs,， 陀螺 进 动 与 国 连 矢量 的 旋转 一 致 . 

上 面 黄 种 情况 (Killing 和 和 淮 Killing) 的 不 同 , 也 可 以 通过 两 
种 情况 下 党 eo, 的 基 矢 量 lie 导数 来 理解 . 在 Kijling 情况 下 有 

ew = Kewd'L. (4. 2. 26) 


Ey 


F-S 背 沿 ew 被 Lie 拖 动 . 另 一 方面 , 在 淮 Killing 情况 下 有 
es) 一 Ken 全 人 十 可 | 0 兴 


“ro Fra 


L {mea * eo Jeo — Peay s 《4 2. 27) 
让 410 二 


F-S 系 沿 ewm 不 被 Lie 抑 动 . 但 是 由 定义 可 知 , 固 连 天 量 总 是 被 
Le 拖 动 的 ， 即 
r= 0, (4d, 2. 28) 


Ses 


下 面 , 作为 应 用 , 我们 讨论 几 个 特殊 情况 . 
§ 4.3 稳 态 轴 对 称 时 空 


现在 ,我 们 具体 到 狠 态 轴 对 称 时 空 ， 这 样 的 时 空 除 了 类 时 
Killing 矢量 吉 以 外 , 还 有 类 空 Killing 矢量 7 进一步 假定 正 交 传 
递 性 ,在 对 应 于 Killing 矢量 二 和 7 的 坐标 系 中 , 一 般 形式 的 度 规 
可 以 写 为 

dss— goodt: + 2gesdtd#+ gadg ?+ gudri+ gad. (4.3.1) 
式 中 gw 只 是 rr 和 的 活 数 ， 
度 规 的 道 变 分 量 可 以 由 


居于 到 到 细作 市、 


， 2 
本 |- (4, 3. 2) 
| Tg 洒 | 
式 中 A BoB — Fly? (4. 3. 3) 
detpgw=8 = Fug. ‘4. 3. 4) 


采用 式 (4. 2.11) ~(4.2.13) 和 4.3.1) 一 《4,3.4), 经 过 直接 
计算 ， 可 以 得 到 沿 类 时 Killing 矢 拓 辣 的 F-S 不 变量 : 


‘= Tg" (ngow). .Cngow), ,= 
jar lee 1+g "gd, 2 (4, 3.5) 
让 
2， Lg™go. a (nso ). »]? 
rT (4. 3.6) 
! 4 [8g™go0, sgoo ns] ， 
蕊 一 1 Lo B08. 2— #00, eBos. 1 (4. 3.7) 


4Ag11 F822 La” poo Bno, sd 
在 这 种 情况 下 ，F-S 基 由 下 式 给 出 : 
+* dll" 


co 一 上 1， Qs 0， 0),， 
Bar 


2 1 
en gg EH How 1 8 Eo 2 0)， 


Fao Or 0, go0)s 


Fi go 2 go 1.07. (4. 3. &) 


式 (4. 3.5) 一 (4.3.8) 完 全 地 描述 了 一 个 稳 态 观测 者 的 世界 线 以 及 
由 他 携带 的 陀螺 的 进 动 . x 和 取 正 的 , zt; 取 C4.3.7) 右 边 正 的 平 
方 根 ， 以 使 eo,， em 和 em 构成 一 个 右手 系 3 基 矢 . 我 们 现在 把 这 
些 公式 用 于 Kerr 时 空 的 特殊 情况 . 


Kerr 时 空 的 度 规 为 
d= | 1— 2 | dd 3+ dgdi — 
[ 之 2 
[ee 二 2 | snody’, 4, 3, 9) 


式 中 AS=r: a — 2 Sr Tacosd. 
将 此 度 规 代 人 (4, 3,5) 一 (4. 3.8), 得 到 


A+ 4riateos'gein'0) . pi 《4. 3, 10) 
把? 
» Mfia’sin’d 六 x 1 
TL | 1 一 22 2 CA driaicosidsn:0) 
[1 
{4. 3.11) 
,Miair cost: , 1 
i 三 3 [Ace 十 44r2ad4cos2BstneD (4. 3. 12) 
式 中 rc 二 r' 一 a*cos 考 ， 
ey = 1, 已 ， 已， DJ 
i 
~ 5 


+* Al2* 


1 


一 一 -一 一，4r， 一 Caisec，0)， 
VECAr driasici) OY 


可 一 一 
Ell ™— 


本 ' 
y= 一 X| 一人， 0, 0, [1-2 上 
3 A 1 2 | 
(一 全 
etsy 一 -一 一 0， 2raiscs és 0)， C4,3.13) 
| 4A + dr 


sS=sinf, :Scost. 
式 (4.3.10) 一 (4.3.13) 表 明 , 具有 固定 空间 坐标 的 观测 者 
( 即 批 界线 沿 着 1 线 ), 不 仅 有 加 速度 (x 了 0)， 而 且 相 对 于 非 转动 
(由 一 组 陀螺 指示 ?的 局 部 标准 系 有 一 角速度 . 这 证 明了 Kerr 时 
空中 的 扼 动 现象 对 于 赤道 面 上 的 观测 者 | 9 一 她 | ， C4.3.11)~ 
《4, 3. 12) 退 化 为 
rn 一 人 | 1 一 经 | (4. 3. 14) 
rz 一 0 (4. 3. 15) 
因为 稳 态 观测 者 的 基 撩 量 沿 Kililing 轨道 是 ne 拖 动 的 , 所 以 它们 
总 指向 固定 的 恒星 ,它们 可 以 由 一 组 瞄准 迁 远 恒星 的 望远镜 来 具 
位 化 . 这 些 基 矢量 可 以 构成 确定 稳 态 观测 者 的 人 lling 线 汇 的 固 
连 矢 量 ， 因 此 稳 态 观测 者 将 发 现 , 陀 曝 以 (每 单位 本 征 时 间 ) 角 速 
度 一 tc 相对 于 遥远 恒星 进 动 . 下 面 , 我 们 讨论 由 一 个 稳 态 观测 者 
在 固 连 于 它 的 静止 参考 系 中 测 得 的 由 它 携带 的 沿 圆 轨道 运动 的 陀 
螺 的 进 动 . 为 了 测量 一 个 稳 态 观测 者 携带 的 陀螺 的 进 动 , 应 该 考 
虑 由 上 面 提 到 的 抑 动 引起 的 进 动 ， 当 然 , 对 于 静态 时 空 ， 静 态 观 
测 者 ( 脑 淮 脖 远 恒星 ), 陀螺 并 不 进 动 . 
值得 指出 的 是 ,离开 赤道 平面 时 , 并 不 涉及 额外 的 计算 . 因 
此 , 我 们 可 以 给 在 所 有 情况 下 的 一 般 表达 式 . 


如 了 


§ 4.4 旋转 坐标 和 圆 轨道 陀螺 的 进 动 


前 面 已 指出 ， 当 观 制 者 的 世界 线 为 一 稳 态 时 空中 类 时 Killing 
矢量 的 积分 曲线 时 , 我 们 可 以 算出 ,75 ，r2， 该 观测 者 位 于 确定 
的 (7，2， 儿 处. 本 节 我 们 证 明 采 用 "旋转 坐标 , 可 以 把 上 市 中 的 
表达 式 推 广 到 准 Killhng 线 汇 (这 线 汇 代表 沿 加 轨道 以 任意 常数 第 
速度 运动 的 观测 者 的 性 界线 ). 这 表明 Rindler 方法 和 Perlick 方 
法 是 一 致 的 . 

由 对 应 于 Kiling 矢量 二 和 ?的 度 规 (9. 3.1) 出 发 , 注意 到 当 
w 为 常数 时 ,十 wy 也 是 一 个 Killing 矢量 . 通过 坐标 变换 

$= 二 wt ,t= ， (4, 4,1) 
可 以 得 到 与 络 寺 # 十 w7 对 应 的 坐标 系 ， 此 时 度 规 变 为 
ds:= pnodt™ 2g03 dddt' 二 gs 3d$ :+gndr’ gd? , 


(4, 4, 2) 

式 中 Bon =Eow 2wg0 Tw pssS=A, (C4. 4,. 3) 
gus 一 Bo 十 8B3s 二 区， (C4, 4. 4) 

B33 一 有 aa， C4. 4. 5) 


人 二 (1，0,，0，0) 是 这 个 度 规 的 Killhing 天 量 . 应 用 (4.3.5)~ 
(4. 3.7), 可 以 得 到 洪 这 个 亿 界 线 的 x， rr 又 由 于 上 对 应 于 “ 
十 eg( 在 无 撤 的 坐标 系 中 )， 所 以 我 们 可 以 在 (4. 3, 10) 一 (4. 3. 121 
中 用 gooy，gra，83a 分别 代 换 goo，5o，gsas， 计算 沿 轨 迹 # 十 wx 的 
x, Ti， Ts 更 重要 的 是 , 当局 不 是 常数 , 仪 满足 w=0 的 情况 下 ， 
这 个 表述 仍然 成 立 . 只 要 注意 到 F-S 不 变量 在 准 Killing 情况 下 
不 涉及 目的 导数 , 便 可 得 到 上 述 结论 . 可 以 证 明 , 不 论 由 上 二 ooy 
出 发 , 还 是 用 & 的 表达 式 , 把 作为 常数 ,以 gs 代替 gss， 都 可 
以 得 到 相同 的 <, mm，r: 的 表达 式 ， 因此 , 洛 着 < 十 wy7 的 轨迹 ,我 
们 得 到 
《十 可 
4 La 


和 一 


C4. 4. 6) 


= 


(jx 
! Ag TE ) 


{| 


1 ez pp oz 1? 
如 2 i , (4,4. 7) 
EB CR (NB) 1 ) 
2 
4g ter) 4. 4..8) 
式 中 go00, a L803. 十 op 一 1，2， 【二 .由 9) 
,sy -==1，2, (Cd, 4. 10) 


为 了 得 到 与 XxX 相连 的 标 架 ,只 要 在 式 (4. 3.8) 中 用 gs 代替 
gw， 就 得 到 带 撒 系 中 的 F-S 标 架 ,通过 一 个 矢量 变换 , 便 可 得 到 
不 带 撤 系 中 的 分 量 . 最 后 我 们 得 到 


1 
er 二 一 一 1]， D0, 0, tu) 
Cn i h 


et 一 0 BU Bg 0), 


《五 ， QQ, 0， —C)， 


et = 
VD 


efa) 一 (0 Or — Bi 0) (4. 4. 11)》 
式 中 LE go go. 
为 了 后 面 的 讨论 ,我 们 写 出 对 偶 基 的 表达 式 : 


om 一 3 [di— Bd#], 


人 一 se LA dr ts dO], 


ww = 人 [wdt—d#], 


I | 
wl 2 oreodr 一 gn rodg ‘4. 4. 12) 


现在 , 我 们 把 上 面 的 公式 应 用 于 各 种 特殊 情况 ,并 收 正 已 知 
的 陀螺 进 动 .许多 公式 是 一 般 的 , 离开 赤道 面 也 有 效 . 同时 , 请 
+ 4D" 


会 式 用 统一 的 框架 表述 . 


1. Kerr 妃 
(1) 一 般 情 况 
首先 讨论 Kerr 时 空中 一 观测 者 沿 一 准 Killing 轨道 运动 的 情 


总 下 的 加 速度 和 陀 蜂 进 动 ， 直接 计算 给 出 : 


式 中 


2 
此 pA (4. 4. 13) 
一 交 5- ， C4. 4. 14) 
= 和 (4. 4.15) 
-| 一 引 训 一 eoso7 一 re | 二 

Cs “| 2 {ra wa +awz | ， (4. 4.1567 


加 
-一 1 teas — 1s)? | ， (C4. 4.17) 


| 2NMr: 
ri 一 


[Foe 站 《一 到 5 dw — 


Me gs: {ra a} | 二 


Er 
c :| 2 (1 一 aas )? ~w)x 
{和 二 ai)jw—a :Aw } |， [4. 4. 18) 
80 一 | 2 一 aas9: 一 co 十 oz)(1 一 aus9 十 
2aszur21(rs 二 ao 一 ay | ， {4.4,19) 


基 矢 量 由 式 (4.4. 11) 给 出 , 其 中 的 -x ， 87 275， 祈 和 和 


儿 由 了 了 式 给 出 : 


1 ta) — 2 (1 aw)’, 


* A416* 


A = S31-aws)’ —2rers, 


一 一 一 255 | A + 2 他 


5 二 Ss 【] —aws Cm (ria)ws:, 


C=1— 1 aws’). (4d, 4. 20) 


前 面 已 指出 ， 当 名 二 0, 式 (4.4.13) 一 (4.4.19) 退 化 为 沿 二 运 
动 的 式 44.3,.10) 一 (4.3.137， 上 是 确定 稳 态 观测 者 的 整体 类 时 
Killing 失 量 ， 

(2) 赤道 面 | 9 二 | 上 的 情况 

在 赤道 面 上 ， 上 上 面 的 表达 式 副 化 为 
| ceo 一 0 一 字 ] 
aM 1] 


TT 


{raw— aa)’ |， 


(4. 4. 21) 
[1— (+a?)e— 


本 3 A 2 8 Ma{ ra wl? 
| | 深 -| 二 -二 + 如 ee | 
rr 2 1 


rr 


1+) — 


C4 4. 22) 
T= 0, (C4, 4, 23} 
在 (4.4.11) 一 (4.4.20) 中 , 令 s 二 1, c= 二 0, 可 以 得 到 基 矢 量 
的 表达 式 . 
可 见 陀 蝶 进 动 是 环绕 er 的 ,ed 生 直 于 大 道 面 ; 进 动 频率 由 
上 面 的 7 给 出 . 
(3) 短程 线 运 动 和 Schiff 进 动 
沿 短程 线 有 


上 二 让， 


1 二 ga 十 ,| 二 C4. {. 4) 


* 417* 


这 给 出 Kepler 频率 (在 Kerr 情 交 下) 和 语 这 短程 线 运 动 的 不 变量 
人 (4. 4. 25) 
在 (4.4.24) 中 ， 正 负 号 分 别 对 应 于 顺 族 和 首 旋 轨道 ,分 析 表 
明 ,对 于 类 时 轨道 , > 的 取 值 范围 划 求 a 的 绝对 值 小 于 /ri/M.， 注 
意 到 当 接近 Kepler 值 时 , 式 .wxd 仍 有 意义 ， 这 要 求 eu 和 
e 史 不 依赖 于 w. 于 是 我 们 可 以 把 短程 线 运 动 看 作 更 一 般 运 动 的 
特殊 情况 . 
因此 , 陀螺 进 动 频率 干 | | 就 是 干 v 则 /一 . 这 一 进 动 是 环绕 
ews 而 ep 和:z 轴 一 致 , 及 旋 畦 道观 测 者 测量 相对 于 ew 的 进 动 ， 
ei 小 和 和 径 拓 量 一 至, 日 以 (4.4.24) 纵 出 的 角速度 旋转 . 这 样 , 在 旋 
转 系 中 计算 的 单位 本 征 时 间 进 动 角 为 


4 一 干 入 ano C4. 4. 26) 


| 四 | 


如 是 这 党 标 时 计算 的 旋转 角 频 率 . 这 个 结果 和 Rindler 和 Perlick 
的 结果 一 致 ， 他 们 在 旋转 坐标 系 中 计算 了 相对 于 基线 的 进 动 ， 基 
线 和 赤道 面 上 的 F-S 矢量 ei 一 致 ， 所 以 他 们 得 到 了 相间 的 进 动 
角 . 为 了 计算 相对 于 固 连 在 恒星 系 上 的 参考 系 的 进 动 , 我 们 必须 
减 去 eu 相对 于 稳 态 观测 者 旋转 一 户 期 的 进 动 值 , 邑 2r 和 节 . 于 是 
得 到 Kerr 时 空中 的 陀螺 进 动 : 

A# = 干 27| | 1 -到 + (4. 4. 27) 
在 线性 近似 下 ,此 式 退 化 为 Schff 进 动 . 

正如 4.3 中 讨论 的 ,人们 也 许 要 轨道 陀螺 相对 于 稳 态 观测 

者 的 基准 陀螺 的 进 动 ， 在 轨道 陀螺 的 一 个 局 期 中 , 后 一 进 动 由 于 
邱 动 而 引起 的 附加 进 动 值 为 

ida 一 《一 r1) V go fe ‘和, 4, 28) 
式 中 由 (4.3.14) 给 出 , 代入 得 


,| ， 一 二 
| 本 (4, 4. 29) 


全 dns) = -2 ta 1 一 一 


1 


2.，Schwarzsehild 场 
IT) Schwarzschild 场 的 一 般 情 癌 
在 式 (4.4. 13) 一 (4. 4. 20) 中 今 a 二 0, 得 到 


2 (ee 
2 2 7 ，， 昂 


; 和, 和. 30) 
| 1— 2 os | 
1 了 | 
Ti 一 
| 
202 六 | 六 | 
3 ， Tz ’ 
[一 | 1 | Ms 上 osee | 
rr rr 
《4, 4. 31) 
有 
有 一 一 一 《十 , {, 32) 
IE 
F-S 标 架 系 由 下 式 给 出 : 
etn 一 ! {1, 0, 0, w), 
1 se 
六 
好 pr 


} cu 
0， [一 经 | 二 一 ozs2| ， 二 o]， 
i Fl 六 
1 
eta 一 XxX 
NE 
| ers, 总。 0， [1 一 和 |， 
- 
| 2M 
era) -一 a < 
[3) 一 ， 1 2 173 
r|11 各 ES + tess | 


ee 


| 0 Ciror, wps, 0 。 《二 4. 33) 
(2) 赤道 面 上 的 情况 


03 (4.4. 30)~(9.4. 32) 退 化 为 


Ke i C4. 生 . 34) 
3 
ri 二 ew | (4. 4. 35) 
11 2 ro 
r 
下 一 六， (4. 4. 36) 


令 s 二 1,， rc 二 0, 由 (4. 4.33) 可 以 得 到 基 矢 量 的 表达 式 . 前 面 讲 到 
的 w 与 ew,eis 无关 ,在 这 一 情况 下 看 得 更 清楚 . 这 种 情况 下 陀螺 
进 动 的 表达 式 为 
ai 
44 一 一 2x| | 1 一 瑟 -| 1 rw) “一 1 (4.4. 38) 
《3 Fokker-de Sirter 进 动 
沿 着 短程 线 有 “一 0,， 于 是 得 到 Kepler 频率 


M ,7 
| (4. 4. 37) 
} 


在 这 种 情况 下 有 
ri = tw ， 
所 以 轨道 陀 巾 进 动 频率 为 w, 与 角速度 ww 相同. 在 一 个 轨道 周期 
中 ， 这 一 陀螺 的 旋转 多 为 
428 一 -2z[| -到 | 一 :|] [4. 4, 39) 
3，Miinkowski 时 宝 
1) 一 般 情况 
在 (4 4,. 30) 一 (4.4.32)? 中 ， 令 MM 二 0, 得 到 
* 420 。 


i (Cd. 4. 40} 


1 二 (4. 4. 41) 


二 0. (4. 4. 42) 
此 时 式 (4,4. 337 退 化 为 


a 1 
etD 一 一 一 一 一 (1， 0 DO, iw), 
yy 


VT 
a js, 
=| 0， Ss 六 9|， 
-上 (Core 0, 0, —1), 
rov ] 一 rs 


< 一 | Dy ie, 一 六 ， 0 。 “44. 44. 43) 
注意 zt 恒 为 堆 ， 因此 进 动 是 绕 轨 道 平面 法 线 的 , 这 和 时 空 对 称 性 
相 一 致 ， 
C2) Thomas 进 动 
令 9= 三 ,前 面 的 诸 式 退化 为 


本 La 
2 


2 
i C4. 4. 44) 
3 ww 
T1 一 人 一 六 022 (C4, 十。 45) 
ri 二 0, C4. 4. 46) 
这 导致 我 们 熟 习 的 Thomas 进 动 的 表达 式 
48 一 一 27r[ C1—riw) 22 一 1 ‘4. 4. 47) 


正如 期 望 的 , "Keplerian "类 比 为 w 一 0, 即 在 这 种 情况 下 没有 进 动 . 
4. 整体 超 曲面 正 交 稳 态 雪 道 
Kerr 时 空 允许 存在 一 个 符合 准 Killing 矢量 场 定 义 的 重要 线 
汇 . 洛 着 该 组 汇 的 观测 者 称 为 局 部 非 旋转 观测 者 或 零 角 动量 观测 
者 ， 如果 人 允许 更 广泛 的 正 变 传递 性 ， 则 可 以 证 明 这 个 线 汇 包括 竖 
体 超 曲面 正 交 稳 态 轨道 (GHOST). := 常数 是 它们 与 之 正 交 的 超 
曲面 ， 因 此 线 汇 的 湿度 恒 为 零 ， 两 个 相 邻 轨 道 之 间 的 连接 矢量 并 
*” 42 了， 


不 发 生 相 对 于 下 - 殉 移动 的 进 动 ， 
写 上 述 观 测 者 对 应 的 准 Killing 矢量 定义 为 


儿 二 十 twn， C4 4， 48) 
__ 7_ gu 
所 一 7 ge Cd, 4.490) 
注意 XY 是 类 时 的 , 在 事件 视界 上 变 为 堆 . 
由 于 线 汇 的 神 度 为 索 ， 所 以 
fosT 二 全 二 2 一 ‘4. 4， 50) 
! ea Pos 二 a ad dd 

2v 一 8 2v 一 有 
Wty 十 下 es。 {4. 4. 51» 


在 一 个 局 部 非 旋转 观测 者 的 情 狗 下, 与 a 正 交 的 矢量 的 让 


W 时 间 导 数 为 


DM—o!| LM+ we M+ mx voxM|. (C4. 4,. 52) 


式 中 m= ov 


《二 4, 53) 


应 用 式 (4.4.6) 一 C4.4.11)， 可 以 得 到 陀 赂 相对 于 整体 超 曲 
击 正 交 稳 态 轨 道 {GHOST) 上 的 F-S 标 架 的 进 动 公 式 ， 


EE 
1 ' Eo! ol Ba! ps 
一 一 一 让 全 
a3 
| 人 A Ro | : 
ra : 
,Bas! sl B13l ,pb 
[| 全 | | 时 | ,一 (全 | 天 
” 44581182 ge [全 | 
B33l ,al Il $ 
td. 4, 567 


| 2 
a | B84 | _ En 
ci 一 | | 11， 口 。 心 ， Ep | ， 


3 33 1 


+ A229 


局 一 
1 一 


jo, -全 | ,|j 鱼 | ， .4 
10 [如 ， (全) 0|. (4. 4. 57) 
这 些 观 测 者 在 加 速 {x 关 0)， 而 且 他 们 的 F-S 标 架 相对 于 陀螺 进 动 
(rt), Ty 人 0). 
上 面 诸 式 对 于 Kerr 解 可 以 准确 计算 , 结果 给 出 
Mi ?+ A se] 
2 
i SAG? + 4. 4， S58) 
Miais: [SA ,2a sse? 下 
站 一 A (4. 4. 59) 
AS 十 (十 Ga 

FA (4 人 0 

ew | 1], dW, OO, Se 

er 50， Sl , Se se， 0 

ee 一 一 《0 DQ, OQ Hs), 

Se 
et) 一 一 A Ud, — A sse, 去 o|， ‘44. 44， 81 
2 

式 中 。 多 二 ri 一 gt 十 好 一， (4. 4. 62) 

cr 一 2 ec 二 ay， (4.4. 63) 


“3 


2Mra 3 


2 一 天 十 时 十 一 一， C4. 44. 64) 


ts (4. 


$s，de Sitter 和 肝 空 
该 时 空 的 度 规 具 有 形式 


de 一 | 1 一 互 de 一 | 1 -三 dr rd rn 


4.65) 


(4, 4. B66) 
沿 着 十 oz 的 轨道 , 我们 得 到 
”il1 2 1 二 2 
| 1 一 下 | 十 四 十 wise | 
=r 一 -一 一 人 《二 二. O77 
1 一 到 一 razs| 
pr 1 和 
“+ 
让 3 1 2 ? 
[一 至 一 Po | 但 一 所 | 二 十 ons "| ws? c| 
《二 4. 68) 
2 
二 3 全 ， (4. 4. 69) 
«| | 1 一 未 | 二 十 os| 二 onstes | 
en 一 一 -一 ] 【] ， 总 ， 他， 人 了， 
VS 
1 i | r 1 ese | 
= 二 | QD， 1 一 三 | 二 十 os 六 和 0| 时 
SD, | 
有 
1 Urs os 
Fi 0, D0: 一 pe 9 
号 rr 
1 1 一 去 
py2 
li 111 
e's 一 10， se ， | 二 十 os| oj {dd. 4. 70) 


2 
式 中 。 呈 一 /1 一 到 一 cer2s2， (4, 4. 71) 


5,= [1 一己 1[ 计 +s 十 atsae2. C4, 4. 72) 
显然 , 不 存在 类 Kepler 轨道 . 


$4.5 稳 态 柱 对 称 时 空 
该 时 空 除了 Killing 矢量 拓 和 7 以外, 还 有 代表 = 向 平移 的 


Kiiling 天 量 w。、 线 元 的 表达 式 为 
ds’ 一 oodt* 二 2pgosdtds 十 型 十 2godrdz 二 


gzzdz 十 gd (4.5.1) 
式 中 gw 只 依赖 于 坐标 ep， 此 时 有 
8dettgw) = gs (4. 5. 2} 
org00g ne — B28 — 898 da “4.5. 3) 
由 此 可 得 度 规 的 逆 变 分 量 : 
E2228 3 BIB ~ BBs 0 
» 1 | gogz 乞 ， 区 na 要 oa 0 
© bs) ggs gugos 4, 0 
0 0 0 A Sn 
《4. 5. 4) 
式 中 gg — gi dgog2 — is. (4. 5. 5) 


像 前 面 一 样 处 理 ， 首 先 对 于 世界 线 沿 上 的 观测 者 ,计算 x， 
T19 To 得 到 


11 ep 
机 (4. 5. 6) 
nn 


二 一 TA 4 A 8 go (gogo. 1 03 才 03， 1) 一 
gr goog — googoa.1)” 一 


Ba Ropar, 1 — Soog or, 1 7] (Ad. 5.7) 
好 一 0. 4， 5, 8) 


"4420+ 


为 了 完整 起 见 , 我 们 也 计算 度 规 的 F-S 基 矢 量 , 结果 是 


其 中 


ec 一 -0， 心 ， 避 ， 0), 


Vegw 


e711 OO, Sh 0, 0),， 


ets) 一 os 性 ， hs Co), 
7, A 
ET) YES 0, 0, 百 ; ， Css 
2gwV A Hl 


a = [gwgo (Fosg on 1™ EonR Dy 十 
sas 


BisB os Borg oo 1 一 各 ng 有 oa 1 ] ' 
Ds 一 点 33 (Sof os 1 BoaBoo 1 ) 十 召 0 《oz 可 os 


《4,5.9) 


Cd, 5. 10) 


1 BoaB os 1)， 


《4, 5. 11) 


Co Ft Em 1 En no 1 ost Bog os 1 EB 1) + 


da BosBo 1™ Borgony 1s 
di = go0g os 1 Bogon 1! 
Cs Eon 1™ gorRns 1: 


4. 5, 1]2)} 
(4. 5.13) 
(4,.5. 14) 
(4d. 5,.15) 


由 于 7s 一 0， es 不 能 由 一 般 的 F-S 微分 得 到 . 但 是 在 这 种 情 
沉 下 可 以 通过 与 en .ec 和 goo 正 变 的 条 件 得 到 . 利用 第 2 小节 的 


计算 过 程 , 对 于 准 Killhng 线 汇 
r= ve es. 

式 中 w= v= 0, 

我 们 得 到 


其 中 


ern 一 et 
Fe Es ns 二 wes) 
=w tH* Eroys + 
=F"ews 


Hae [or spi yr, gf ]. 


* A420 + 


C4. 5. 16) 
(4,5,17) 


和 5. 18) 
(4, 5.19) 


(4. 5. 20) 


沿 着 上 的 一 般 准 静 态 轨迹 表示 螺旋 轨道 ， 对 于 多， 计算 < mt 
和 zt; 的 过 程 与 前 边 的 类 似 ， 做 坐标 变换 


一 坟 ， (4.5. 21) 
多 一 区 十 of ， (4. 5. 22) 
z= 十 vt'. (Cd. 5. 23) 
度 规 变 为 gos = 二 gw 十 2wgis 十 ga 十 2vgw 十 82 三 DD， (4. 5. 24) 
go3 go wg td, 5. 25) 
Bos — gg , 《4. 5. 26) 
B33 一 有 333， 县 22 B22 Cd, 5. 27) 


式 中 gs 和 t,x' 无关 Killing 矢量 = 二 (1,0,90,0) 对 应 于 原 
坐标 系 的 十 ww 十 vi. 

我 们 可 以 用 (4. 5.6) 一 《4.5.8) 计 算 w, +t ,rs, 在 式 中 以 g。。 
代替 Ek: 结果 给 出 


ll ei2 
= (4. 5. 28) 
过 一 A B11) BE) — 
B22 (BT 一 和 1 — g(tS D0, — BE):], 
Cd, 5. 29) 
二 他. (Cd. 5. 30) 
式 中 Bl) p00 Lugos TT W831 2vR02 1 TU B22.1, 
(4. 5. 31) 
yo | VE 1+ 
1 
en 二 -一 《1， 性， Ty 的 ) ， 
| 
et 一 | Qu 一 呈 0D， 0} 1 
ed2 一 一 一 一 宇 一 一 (aa， 心 ， pr cs 二 was), 
2vw 乡 A 
de ,Os 六 十 Baycs 十 das)。 [4.5.。32》 


2EN MaT) 
"A227 +* 


起 中 的 a, 和 (二 2，3) 是 用 gi; 代 换 gw 之 后 的 am 和 已 . 
短程 线 由 x 二 0, 即 多 一 0 决定 ， 在 这 种 情况 下 ri 简化 为 


i= re Eap ET) 十 (gh3 — ga et) 一 
2 ”1 | (4d. 5.33) 
式 中 Fg pg peo: (4. 5. 34) 
如 果 所 考虑 的 时 空 满足 
Eo. oC— B22, oC— Ur 4， 5， 357 


则 可 进一步 简化 . 这 时 5 的 Kepler 轨道 和 5 线 汇 一 样 ,， 由 -x 0; 二 
0 确定 ， 且 式 简 化 为 
2 8 Bi (gh:— B22 ) 


r 1 (4. 5. 36) 
再 限制 poi=0, 得 到 一 个 有 用 的 形式 
四 Ea 5 
1 一 一 一 。 C4. 5. 37) 
1 dA eu ges) 


一 般 的 表达 式 可 分 三 种 特殊 情况 简化 : (1) go 二 0， (UD) go p= 822 5 
二 0，Guy) gw 二 0, gz bo 一 0. Godel 时 空 属 于 (Qu), 柱 对 称 真空 度 
规 属 于 ). 

下 面 我 们 把 这 些 一 般 考虑 应 用 到 Godel 情况 , 最 后 到 一 般 的 
柱 对 称 真空 度 规 . 

1. odel 时 空 

设 时 空 度 规 具 有 形式 

ds:= 4R[dt 十 2 2 S*d$dt— (5S — SYd$—dr’—dz’]. 
《4. 5. 38) 

式 中 S=unhr, Ceoshr. 

(1) 一 般 的 螺旋 转 道 

对 于 沿 着 + 运动 的 观测 者 , 采用 前 节 的 公式 , 我 们 有 


cw 2 w{ll—25:)]? 
二 CL C4。 5, 39) 
】 
二 一 TREE 二 ) 1}， (4. 5. 40) 
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一 习 . C4. 5. 41) 


式 中 名 二 1 十 2 2 ww 一 w2S7(1 一 S11) 一 vi， (4. 5. 42) 

Gol 2 2 (ws 二 
zf 2 一 ww 人 一 283))， (4. 5. 43) 
Bw S12 2 —w(l—25"))}, (4. 5. 44) 
EN (C4. 5. 45) 

(2) 短程 线 

沿 一 条 短程 线 «一 0, 得 到 Kepler 频率 

4 C4. 5.46) 


与 胃 道 的 结果 一 致 , 但 是 陀螺 进 动 频率 保持 x 运动 的 特征 ， 结 
果 得 到 


AS 
HR dS C ol os (C4. 5. 47) 
(3) 区 运动 


在 式 (4. 5. 39) 一 {4.5.45) 中 , 取 v=0, 得 到 沿 义 线 的 运动 ， 
此 时 有 


2 

-| 2 |， C4. 5. dy 
4R’ 1 十 2w 2 mmS2 w Sl—S’) 

p22 0S (4. 5. 49) 

4RIT1H 2 DS — S21 一 52) 

沿 着 环 短程 线 运 动 的 进 动 频率 具有 简单 形式 ， 


1 
"1 oR (4. 5. 5O) 
得 到 进 动 角 
A¢=—Ax[ (1l—smnh:2r)!—2], 4. 5. 51) 


有 最后， 对 于 稳 态 观测 者 (沿线 }, x 二 0, 即 1 线 是 短程 线 , 这 
时 我 们 得 到 
rt (4. 5. 52) 


"429. 


因此 , 稳 态 观测 者 的 FS 标 架 相对 于 陀螺 进 动 , 揭示 了 Godel 时 


空 内 豪 的 旋转 根据 有 4.4, 由 于 拖 动 引起 的 进 动 为 
4 二 开 (1 一 2stmh2r)， 
《4) 整体 超 曲面 正 交 稳 态 轨迹 
这 些 观 测 者 的 角速度 为 


由 此 得 到 x 一 RC — SY) 3 
Na 

2. 稳 柱 对 称 真 空 时 空 
该 时 空 的 度 具 有 形式 


a 
|] 


ds* 一 er(dr 十 dd: 十 dt 十 2A,sdid$ 才 Asd * 


式 中 和 一 由 frl Br ?= 000, 03，, 33， 
ce2 一 cm-1r 一 了 P， 从 一 2 
系数 4. 和 B, 满足 代数 关系 
AmAss — A = Bo Bss — Bis=0., 
AmBa A Bw — 2A0B0;= 
单位 长 度 的 质量 和 角 动 量 由 下 式 给 出 : 
Ht 一 二 3b(AnBo— AmBis) 和 


| 


了 一 Fb(Aw B,C— Ass Bos), 


(4. 5. 53) 


(C4. 5. 34) 


(C4. 5. 53) 


(4. 5. 56) 


(4. 5. 87) 
(4.5,58) 


(C4. 5. 59) 


《4. 5,. 60) 


td. 5. 617 


(4.5. 62) 


(4.5. 63) 


《1) 轨迹 
为 了 完整 ， 我们 给 出 与 时 空 线 元 (4.5,57) 对 应 的 F-S 不 变 
量 : 
:一 x 
dcr +! 


A rt Br twice? 
"430° 


J 


《4. 5. 64) 


— Do 3 | . 
1 | 和 to I | (C4. 53. 65) 
CT 


— 3 一 
式 中 10 三 A 太 ww 二 200 十 ， 
a0 =Bw 2wBos 二 ew Ba;, 
Ars 三 A 二 owAnt Bos = Bo waBoss 
% =Aor+ Boor dover 
Wb Aon Bag —Ao: Boo ) 一 
vicrs 21(1 二 6) (2—Bb)Aos rT 
(1—b)(2+b)B, sr *}, 


YW oN Aystt Br (1 十 号 (2 一 六 oo 十 
(1 一 上 (2 十 Bior "], 
go , 兰 人 十 站 (2 一 站 4 rt 二) Br 
(4. 5. 66) 
《2) 具有 任意 常数 角速度 ( 沿 名 的 观测 者 
在 这 种 情况 下 , 我 们 得 到 
,1 At] ， 


四 Acr -! .on dT 十 B,o z 
(C4, 5. 67) 

2 Co Bos osoo? | 
一 一 I 8 
nn rl Aoo tt Boor™ (4. 5. 68) 


注意 biliAoo Bos — Aoa Boo )= 
百人 CAmBos— AmBoot wt A Ba OO— AssBm) 十 
wt Ao Bia— AaBos ) 一 


广 [22(4uoHo 一 4oaBoo) —wtdmO—1) 十 4 yw? ]. 
C4. 8. 69) 


(3) Kepler 短程 线 
它们 由 “一 0 确定 ,由 此 可 得 
" 31" 


1 
[一 (1+o4om 十 (1 一 纹 Bur- 人] 土 | 二 一 | 


四 (HOA PH Bp 
(4. 5. 70) 
注意 , 仅 当 吉之 ] 时 才 有 实 根 .我们 得 到 
d=— (4. 5.71) 
dcr!—” 
(4) 整体 超 曲 面 稳 态 轨迹 
在 所 讨论 的 情况 下 有 
a A 二 Bor 
包 一 po A Bt (Cd. 5. 72) 
而 加 速度 变 为 
:  _1 C1—pYAat + tle Br "7 _ 
~ | A 十 如 sa | 4.5. 73) 
进 动 具有 形式 
r= 37 (4. 5. 74) 


er CA Bor 
在 这 种 情况 下 ,由 给 出 的 陀螺 进 动 正比 于 给 定 的 角 动 量 Jj. 由 
前 面 的 讨论 可 知 ,，“ 无 旋 线 汇 中 两 相 邻 轨迹 的 连接 矢量 相对 于 广 - 
玉 移动 的 陀螺 不 进 动 . 在 这 种 情况 下 , 一 般 地 ,F-S 空间 3 基 矢 
相对 于 陀螺 (或 等 价 地 相对 于 连接 矢量 ) 进 动 ， 但 是 当 ;一 0,， 即 mn 
一 0tzrs 粳 为 地 )， 则 F-S 3 基 天 相对 于 吃 果 (或 连接 天 量 ) 也 不 进 
动 . 因此 , 通过 检验 E-S 3 基 矢 (它们 是 Lie 拖 动 的 ?是 理 相 对 于 
陀螺 或 连接 矢量 进 动 ， 观测 者 就 可 以 确定 源 是 不 是 旋转 的 . 

因此 我 们 说 , 沿 着 无 旋 线 汇 中 一 条 轨迹 的 陀螺 进 动 直 接 揭示 
中 心 质 量 ( 源 ) 的 旋转 . 

(5) 稳 态 观测 者 

为 了 完整 ， 我 们 给 出 w= 一 05C 即 寺 线 ) 的 参量 表达 式 ， 


: 1 +b Amt (hb) Bor :7 
” he ee (4. 5. 75 
:一 一 的 S| 

| AuT Boor” (4. 5. 76) 
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式 (4. 5.76) 描 述 了 稳 态 陀螺 由 于 拖 动 而 引起 的 旋转 . 这 再 次 说 明 
了 在 局 部 实验 中 时 空 旋转 是 一 个 非常 一 般 的 效应 
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第 < 重 篇 黑洞 物理 


在 便 星 演化 的 过 程 中 , 由 于 辐射 ， 核燃料 不 断 消 耗 ， 将 发 生 
引力 收缩 . 演化 到 最 后 都 要 成 为 百 续 星 、 中 子 星 或 黑 湄 . 一 颗 便 
星 演化 到 晚期 究竟 成 为 上 述 三 类 天 性 中 的 哪 一 类 , 完全 决定 于 它 
的 质量 . 

质量 村 < 之 1. 2M- 的 老年 星 最 后 将 成 为 白矮星 . 除了 极 薄 的 外 
层 部 分 , 白 锈 星 是 由 简 并 电子 气 组 成 的 . 由 电子 的 简 并 压 支撑 引 
力 ， 维 持 力 学 平衡 . 由 于 费 米 能 sr 污 >kT,， 所 以 压强 几乎 内 类 定 
于 电子 密度 ; 当 以 光 的 形式 辐射 能 量 时 , 白矮星 内 部 冷却 而 力学 
平衡 仍然 保持 ,半径 也 保持 不 变 ， 只 是 逐渐 变量. 

根据 广义 相对 论 的 预言 , 质量 M 满足 条 件 1.2Mc< 邮 < 熏 
3. 2M 的 老年 星 将 演化 成 中 子 星 . 中 子 星 由 简 并 中 子 气 组 成 ， 靠 
中 子 的 简 并 压 支 撑 引 力 , 维持 力学 平衡 . 中子星 具有 一 系列 特殊 
的 物理 性 质 . 例如 ， 中子星 具有 极 强 的 磁场 ,内 部 出 现 超 流 态 ;还 
有 与 中 子 星 的 超 高 密度 有 关 的 各 种 效应 ， 因 此 ,对 于 中 子 星 的 研 
究 已 成 为 天 体 物 理学 和 许多 物理 学 科 的 重要 课题 . 

广义 相对 论 预 言 ， 质 量 超过 中 子 星 质量 上 限 的 大 质量 老年 星 
不 存在 稳定 的 结构 , 这 种 恒星 将 无 限制 地 七 缩 下 去 , 最 后 成 为 黑 
洞 ， 
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1 球 对 称 引 力 场 的 奇异 性 


黎 曼 空间 度 规 钼 量 既 次 定 于 空间 的 几何 性 质 又 依赖 于 坐标 系 
的 选择 . 因此 , 度 规 的 奇异 性 分 为 贾 种 , 一 种 是 内 豪 奇异 性 , 史 
一 种 是 坐标 奇异 性 . 坐标 奇 点 可 以 通过 坐标 变换 消除， 而 瓦 襄 彰 
点 是 空间 的 内 店 属 性 , 不 能 由 坐标 变换 消除 . 


$1.1 史 瓦 希 面 


在 中 瓦 希 外 部 场 中 ， 


da 一 | 1 全 jd 一 | 1 一 和 | dr ridf, (1.1.1) 
r 一 六 一 20 处 有 gi 二 20， gw 二 0, 称 为 史 瓦 希 背 点 ， 由 于 在 + 二 7 
什 度 规 张 量 的 行列 式 和 标 曲 率 都 是 正常 的 , g= 二 一 risin*8， KR 二 
SR 一 12r 可 见 r==r; 处 的 奇异 性 并 不 是 度 规 的 内 褒 特 性 ， 下 
面 将 看 到 , 通过 适当 的 坐标 变换 可 以 消除 奇 点 > 一 ”， 因 此 这 是 举 
标 奇 点 . 史 杞 希 度 规 还 有 一 个 奇 点 ， 即 > 一 9， 由 于 要 应 的 标 曲 率 
民 一 12737rs-=coy， 所 以 这 一 奇 点 是 无 法 用 坐标 变换 消除 的 ,这 是 
内 豪 奇 点 (或 称 真 奇 点 ). 
中 所 希奇 点 > 一 ”~ 构成 一 个 面 ， 称 为 史 瓦 希 面 . 现在 我 们 讨 
论 这 个 面 的 性 质 . 容易 发 现 , 满足 条 件 企 一 d8=dy 一 0 的 线 是 短 
程 线 , 说 着 这 些 线 有 
dz 一 一 | 1 一 全 | dr G1.1.2) 


这 些 线 在 >>” 的 区 域 是 类 空 的 ,在 r<<x, 区 域 是 类 时 的 .但 一 条 
“437 。 


短程 线 的 切 矢 量 在 座 类 程 线 移动 时 不 能 由 类 时 的 变 为 类 罕 的 (只 
能 沿线 平移 ). 因此 ,这 两 个 区 域 在 面 上 无 光滑 连接 .我 们 也 可 以 考 
庶 沿 径 向 传播 的 光线 来 倍 明 这 一 点 . 此 时 有 qd8 一 49 一 0 由 一 0， 


守土 [1 一 |， (1. 1.3) 


类 时 方向 包含 在 光 锥 之 内 , 我 们 考察 当 + 减 小 时 光 锥 顶 角 的 变 
化 . 在 区 域 >r, 中 ， 光 锥 顶 前 随 r 的 减 小 而 减 小 ， 当 r 一 r, 时光 
锥 顶 角 趋 于 堆 ， 进入 区 域 ~<r, 之 后 ,坐标 上 的 参数 线 变 为 类 空 
的 , 光 锥 转 90°;r 从 六 到 0, 光 锥 项 角 减 小 .上述 情况 如 图 4-1 所 
示 . 比较 忠 瓦 希 面 两 侧 的 两 个 不 同 的 光 锥 图 ,可见 r>r, 和 +r 过 x. 
两 个 区 域 无 光滑 连接 . t 

考虑 一 粒子 沿 径 向 自由 落 


| 


下 , 此 时 有 w= 二 x 二 0，#* 二 二 
由 短程 线 方 程 可 得 


da? 中 
-二 一 一 ete 一 一 getgo 1 ua —— gn 【1. 1. 4) 


积分 ， 得 到 

giott' 一 是 一 COnst， (1.1.5) 
式 中 常数 站 是 刀 一 0 开始 自由 下 落 ) 处 gw 的 值 ， 又 由 线 元 的 表达 
式 (1.1.1) 可 得 

eale go +guu! —1. (1.1.68) 
用 gom 乘 (1.1.6) 并 注意 gog 一 一 1， 得 到 


hur =1 一 一 ， 
rr 
| li 
由 此 得 到 = 一 | 如 一 1 十 全 | (注意 ww! 之 0). {].1.7) 
由 (1, 1.57 和 (1.1.7) 可 知 
di ae _ | ri 六 1 


一 旭 | 1 一 全 | 一 1 十 二 (1.1.8) 


dr xi 
。 438. 


dd 
积分 := 一 kd .1.9) 


"2701 rr-1+r A 
此 式 表 明 , 自由 粒子 自 +=7ro 守 x, 处 落 至 史 瓦 希 面 , 在 远 处 观察 者 
者 来 , 需要 经 过 无 限 长 时 间 . 自 x 至 +; 的 径 问 距离 是 有 限 的 ,由 
dQ 下 一 Y,,dx'dx! 得 


i 一 | 中， 
Wl rr 

此 式 具 有 有 限 值 . 
和 得 的 济 太 时 间 间 痛 为 


ds 二 | 一 二 (1.1.11) 
| i 人 了 一 工 十 > J 

此 式 具 有 有 限 值 . 这 就 是 说 ,对 于 自由 下 落 的 观察 者 来 说 ， 质 点 
经 过 有 限 长 时 间 便 可 到 达 史 瓦 希 面 。 此 后 它 可 以 越过 中 瓦 希 面 一 
直到 达 > 一 0( 如 果 源 质量 集中 在 中 心 奇 点 )， 如 果 把 恒星 物质 看 作 
零 压 流体 (“和 持 埃 )， 必 星 一 经 雪 缩 ， 由 上 面 的 讨论 可 若 ， 在 随 动 
坐标 系 观测 ,恒星 表面 将 在 有 限时 间 内 缩 至 奇 点 r 一 0 而 在 远 处 
观察 者 看 来 , 恒星 表面 缩 至 +=r. 需要 无 限 长 时 间 , 在 $2.2 中 我 
们 还 要 讨论 这 一 问题 ， 

设 一 束 光 波 由 史 瑟 希 面 附近 发 出 , 频率 为 %, 远 处 观察 者 接 
收 到 的 频率 为 rs， 由 郊 谱 线 的 频 移 公式 有 
对 无 限 远 处 的 观察 者 8B, gh 阅 1， 所 以 当 gw 二 0 时 出 现 无 限 红 移 . 
即 当 光源 位 于 史 瓦 希 面 上 时 ， 遂 处 观察 者 测 得 无 限 红 移 . 故 称 面 
六 二 六 《有 no 一作 的 曾 ? 为 无 限 红 移 面 ， 由 此 可 知 ， 当 试 验 粒 子 落 到 无 
限 红 物 面 上 时 , 粒子 上 发 生 的 一 切 物 理 过 程 ， 在 远 处 观察 者 看 来 
都 变 得 无 限 缓慢 . 


C1.1.10) 


§ 1.2 自由 下 落 坐 标 系 


在 沿 径 向 自由 下 落 的 坐标 系 中 测 得 粒子 自 r 二 ro 到 达 > 一 
* 30 + 


需要 有 限 长 时 间 , 可 网 在 这 一 坐标 系 中 奇 点 + 二 7+, 已 不 存在 因 
此 , 为 了 把 史 瓦 希 度 规 延 拓 到 ><r~ 的 区 域 , 我 们 寻找 一 个 坐标 
变换 ,由 史 瓦 希 坐 标 系 tt, rr) 变 至 自由 下 落 坐 标 系 (rp). 为 此 ， 


今 


r= fOr), p 一 :十 多) (1.2. 1) 
式 中 上 和 9? 是 待定 函数 . 我 们 希望 能 够 通过 /和 的 选择 ,以 新 


的 线 元 表达 式 dm 一 一 dp: 代替 (1.1.1) 的 右 端 , 这 样 便 消 除了 奇 
点 7 二 rr,， 由 {1.2.1) 有 


dz 一 一 dp- (dtt fdr)— (dt+ydr)’=— 


| 1— de 2 f — Ty didr 十 | f° — | dr 


【1.2. 2) 
式 中 * 三 入. 可 见 只 要 选择 上 和 9, 使 之 满足 
f= C1. 2. 3) 
g/l- (1, 2. 二) 
从 这 些 方程 中 消去 f, 得 到 
， 一 173 7 ， 1 
时 一 | | 1 一 全 | ， (1. 2. 5) 
1 
积分 得 gr A Arln Ta. (1. 2. 6) 
式 中 及 二 ri 又 由 .2.3) 和 (1,2.5) 得 
， | 7-， 加 i a li2 
¢—f=|1-|#=| 声 ， 
积分 上 式 , 注意 到 (1.2.1)， 得 到 
P 一 了 一 5 一 了 一 Sr ri 1. 2.7) 
站 3 
或 者 r= | pr) | . (1. 2.8) 


由 (1.2.6) 和 和 (1. 2.7) 便 完全 确定 了 变换 (1. 2. 1): 
» 140°* 


[ec 
| 六 (e 一 >) | + | 


Cl]. 2.9) 
这 就 是 说 ,可 以 找到 满足 (1,2.3) 一 (1,2.4) 的 函数 上 和 只 于 是 
史 瓦 希 度 规 变 为 


3 看 一 二 -273 2 3 加 4 
d=dr— [Z|] am 一 后 oo-oD] do 


(1. 2.10» 


此 即 Lemaitre 度 规 ， 

由 51.2.7) 可 和 郑 ， 当 > 王 六 时 ，8 一 z 一 2773， 此 时 度 规 
(1. 2. 10) 不 再 有 麻 异性 . 

由 于 度 规 人 41.2. 10)? 和 吕 巨 希 度 规 由 坐标 变换 相 联系 ,所 以 度 
规 (1, 2. 10) 在 >>>r 区 域 满 足 绽 因 斯 诅 方 程 :解析 延 拓 至 ”> 和 六 的 
区 域 之 后 , 由 > 一 ”~ 处 无 奇 点 可 以 推断 ,在 * 委 六 区 域 (1.2.107 仍 
满足 爱 因 斯 坦 方 程 . 仅 在 ”一 6( 即 e 一 z 一 人 处 有 一 奇 点 . 

由 <1. 2.7) 得 到 

Ar vr dr 


dp 一 dt 十 一 一 dr 一 一 dt 十 二 一 {1. 2. 11) 
Mi Fs | 六 re 
由 上 41. 1.57 和 (1.1.7) 纵 出 
dt 中 dr = 


， 六 Li 
导 = 了 二， 于 == = 一 | 一 1 十 于 | ， 2.12) 
粒子 开始 下 落 时 有 二 0, roo， 代入 上 式 确定 = 二 1,， 于 是 上 式 


给 出 时 一 于 ， 星 一 kG 一 /代入 0.2.11), 得 到 dp 一 0 
这 正 表明 是 包 系 (cr 避 是 自由 下 落 的 
显然 , 度 规 (1.2.10) 是 一 个 动态 度 规 . 
* ddl" 


在 史 豆 希 庆 规 中 ,rr 全 和 rr<r. 两 个 区 域 的 go 和 和 gi 均 反 号 ， 
这 相当 于 时 间 轴 和 空间 轴 对 换 ， 导致 两 个 区 域 不 连通 , + 二 7+, 为 奇 
异 面 ， 在 Lemaitre 度 规 中 , 这 一 奇异 性 已 消除 . 由 (1.2. 10} 可 知 
在 rr 和 rr< 两 个 区 域 ,. 5 恒 为 空间 轴 , r 恒 为 时 间 轴 ，, 人 除 > 一 0 
以 外 不 存在 史 瓦 希奇 点 . 


§1.3 史 瓦 希 黑洞 


我 们 考察 沿 径 向 的 光 信 号 的 行为 . 令 ds 二 0,:d9 一 dg 一 0, 得 到 


3 一 二 cj 一， (1,3. 1》 
I r, 


式 (1.3.1) 给 出 的 空 -时 图 表明 , 在 RR 区 (rx 的 区 域 }, 沿 径 向 
阿 外 发 射 的 光线 可 达 无 限 远 处 , 褒 径 问 内 内 的 光线 可 穿 过 史 素 希 
面 到 达 奇 点 一 0. 在 开 区 (rcr 的 区 域 }, 沿 两 个 方向 的 冰 线 都 
要 到 达 奇 总 > 一 0. 总 之 ,， 史 瓦 钉 面 是 一 个 单 向 膜 ，, 外面 的 粒子 或 
光子 可 以 通过 它 进 入 了 区, 到 达 奇 点 7 二 90, 而 里 面 (了 区 ) 的 粒子 
种 光子 都 不 可 能 到 达 RR 区 ， 这 一 单 癌 膜 称 为 要 界 (Horizon), 了 
区 称 为 史 瓦 希 黑 洞 (black hole). 

由 于 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 在 时 间 反 演 下 是 不 变 的 , 所 以 度 规 
.2.10) 经 过 时 间 反 演变 换 后 仍 满足 爱 因 斯 坦 方程 ,这 时 有 


| 3 
| dm 一 | 三 Co+o | Xr2adD2， 


ds’* = 二 dr 一 [二 


(1. 3. 2) 
这 仍 是 一 个 动态 度 规 . 
对 于 径 疝 光线 (ds 二 0,48 一 dg 一 0),， 由 空 时 图 可 见 , 径 同 光 信 
号 的 行为 与 图 4-2 给 出 的 相反 , 任何 粒子 和 光子 都 不 可 能 由 民 区 
进入 他 区 , 而 了 区 的 粒子 和 光子 都 要 进入 尺 区. 这 样 ,中 瓦 希 面 
仍 是 单 启 腊 , 但 只 允许 由 里 商 外 的 辐射 . 之 区 称 为 自 洞 (white 
hole}. 


§ 1.4 Kruskal 坐标 


上 节 中 引入 的 Lemaitre 度 规 明 然 消除 了 史 瓦 希 度 规 中 的 奇 
点 r= 二 xr,， 但 是 仍 不 能 统一 地 描述 尺 区 ,TT 区 和 和 全 区 的 过 程 . 
Kruskal (1960) 提 出 一 个 坐标 变换 , 使 史 瓦 希 度 规 在 新 坐标 系 中 
除了 r=0 以 外 不 存 伍 麻 点 , 而 和 且 可 以 统一 地 描述 怀 区 .本 区 和 和 站 
区 的 过 程 . 

如 果 从 流 形 中 和 任 一 点 出 发 的 短程 线 在 两 个 方向 上 都 可 无 限 延 
长 , 或 终止 于 内 训 奇 点, 则 此 流 形 称 为 最 大 解析 的 流 形 ， 如 果 从 
流 形 中 任 一 点 出 发 的 短程 线 在 两 个 方向 上 都 可 无 限 延 长 , 则 此 流 
形 称 为 完备 的 . 下面 讨论 的 Kruskal 流 形 是 最 大 解析 的 但 不 是 完 


备 的 (有 柯 反 r 一 0). 
Kruskal 引入 一 个 新 的 坐标 系 
T=u, T= A T= (1.4.1) 
度 规 具 有 形式 
本 一 fidv— frda: —ritv, uydn:. (1.4.2) 


令 (1, 4.2) 和 (1. 1.1} 相 等 , 并 要 求 函数 f=f(r), 当 w=#==0 时 
请 有 限 且 不 等 于 零 , 可 以 确定 由 史 瓦 希 坐 标 变 至 Kruskal 坐标 的 
变换 式 ,， 当 rr 时 得 


人 


4 


* 43+* 


(1.4. 3) 
变换 为 | 一 1]exp| 二 | - 


加 2 
2 


1 Pa 
一 一 ae th 一 


2r., 
(1, 4. 4} 
由 下 式 确定 : 
= exp| 一 二 |= 
A (a: — vy), (1, 4.5) 


式 中 右 端 表示 自 变 量 为 (x 一 vw) 的 一 个 超越 匡 数 . 
当 rrr, 有 时, 得 到 


| 

= 土 |1 一 个， exp 二 sl 天 (1. 4. 38) 
递 变换 为 | 工 一 1jexb| 三 | = 一 v， 

入 一 arc th 车 . (1. 4. 4a) 
最 后 得 到 Kruskal 度 规 : 

ds*— 3 exp| 一 工 (du 一 da 人 一 rd 人 2， (1.4. 6) 


由 上 上 式 可 邮 ， 度 规 除了 >*= 0 有 一 奇 点 下 钼 ， 和 全 放 由 
线 . 由 (1.4.4) 还 可 看 出 ,中 心 奇 点 + 二 0 对 应 于 ww 一 w? _ 是 两 


条 等 轴 双 曲线 ， 其 渐 近 线 就 是 上 述 两 条 士 工分 角 线 ， 
以 ”= 一 0 两 条 双 曲 线 ) 和 上 一 r( 两 条 分 角 线 ) 为 界 ， 可 将 空 时 
分 成 四 个 区 域 ; 左 右 两 个 区 域 (R; 人 区 和 Ri 长 1，r 人 rr 上 下 两 个 区 
域 ( 了 区 和 守 区 ), rr<ir， 
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在 展区 和 和 届 ; 区 ，r 王 常数 全 rr 对 应 于 # 一 wv 二 C0, 是 以 a 
轴 为 对 称 输 的 双 曲 面 窗 . 

在 工区 和 全 区 .7 二 常数 过 x, 对 庶 于 到 一 时 一 C0， 是 以 
为 对 称 轴 的 双 曲 面 复 . 

对 于 光子 的 径 向 运动 , ds 一 d0 一 do 一 0， 由 (1 4.6) 得 
G21, 《1.4.7) 
即 光 难 面 与 士 二 分 角 线 平行 ， 与 狭义 相对 论 中 的 情形 相同 . 因此 


类 时 线 满 足 


大 于 三 类 并 


ds 人 ， 


与 轴 夹 角 小 于 地 - 

由 空 时 图 可 见 ,R; 区 和 R; 区 的 粒子 随时 间 举 标 wv 的 增 大 不 
可 能 进入 宁 区 ,只 能 进入 工区 ;了 区 的 粒子 随 v 的 增 大 将 一 律 到 
达 中 心 奇 点 r= 二 0, 不 可 能 沿 相 反方 向 运动 ， 因此, 本 区 即 史 瓦 希 
黑洞 ;rr 二 7, 为 视界 . 

全 区 内 的 粒子 将 一 律 进入 民 区 {RI R,)， 相 反 的 过 程 是 不 可 
能 的 ， 因 此 , 袜 区 即 史 瓦 希 白 洞 ,，r 一 六 仍 为 单 向 腊 . 

在 Kruskal 空 时 中 存在 两 个 不 联通 的 宇宙 ;对 应 于 Ri 区 和 
及 区 . 不 可 能 用 和 任何 信和 号 把 这 两 个 区 域 联系 起 来 . 两 个 区 域 中 间 
隔 一 个 “ 哄 ”tthroat}) 或 称 为 “ 虫 润 "YCwormhole)， 这 两 个 宇宙 的 会 
义 现 在 尚 不 清楚 . 


§ 1.5 Penrose 图 


首先 区 分 下 烈 几 个 不 同 的 无 穷 远 概念 . 
445* 


六 :类 时 未 来 无 穷 远 

定 尽 ”对 于 任 一 有 限 > 值 , 当 1 一 十 心 时 ,类 时 世界 线 伸 展 的 
区 域 . 

7 :类 时 过 去 无 穷 还 

定义 ”对 于 尾 一 有 限 + 值 , 当 : 一 -co 时 , 类 时 世界 线 伸展 的 
区 域 . 

1°: 类 空 无 穷 远 

定 叉 ”对 于 任 一 有 限 上 值 . 当 一 "se 时 ,类 空 世 界线 伸展 的 区 
域 . 

21 ;类 下 未 来 无 穷 远 

定义 当 作 一 r) 为 有 限 值 , 而 (十 站 一 20 的 区 域 , 或 所 有 出 
射 类 光世 界线 的 伸展 区 域 . 

2 :类 光 过 去 无 穷 远 

定义 ” 当 弛 十 门 为 有 限 值 ,而 导 一 六 一 一 c 的 区 域 ， 或 发 出 
大 射 类 光世 界线 的 区 域 . 


图 4-5 图 4-6 
可 以 证 明 , 在 共 形 变换 下 , 闵可夫 斯 基 时 空 图 4-5 可 变 为 
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Penrose 图 4-6. 同样 ，Kruskal 时 空 图 4-4 可 变 为 Penrose 图 4- 
了 。 


类 时 方向 


类 空 方向 


面 是 生计 


pe 球 对 称 恒星 的 引力 声 编 


一 盯 温 度 高 于 环境 温度 的 恒星 会 连续 发 射 能 量 , 它 的 质量 不 
断 减 少 ， 己 星 物 质 在 引力 的 压缩 过 程 中 被 加 热 , 使 氢 核 聚变 ， 成 
为 所 ;从 而 提供 防止 恒星 冷却 的 能 源 ， 并 产生 强大 的 辐射 压 与 引 
力 相 平衡 . 这 样 的 恒星 的 平均 密度 是 lgcm “， 太阳 就 是 这 类 恒星 
的 一 个 例子 . 

当 恒 星 的 和 毛 烽 烧 殖 尽 以 后 , 可 以 发 生 其 他 的 核反应 过 程 ， 产 
生 更 重 的 核 . 但 这 些 过 程 持续 的 时 间 很 得 . 在 强大 的 引力 的 作用 
下 ,恒星 物质 密度 迅速 增 大 ， 致 全 但 星 物 质 ( 除 极 芒 的 外 层 部 分 
以 外 3 的 电子 发 生 简 并 , 于 是 恒星 进 太 一 个 新 的 平衡 阶段 ,由 电 
子 的 简 并 压 和 引力 相 平衡 . 这 种 恒星 的 密度 约 为 10'gcm 日 矮 
星 就 属于 这 类 恒星 ， 

质量 大 于 1. 2 的 白 狂 星 不 可 能 稳定 , 电子 和 核 内 的 质子 反 
应 变 为 中 子 ， 从 而 使 恒星 物质 呈 中 子 态 . 中 子 星 便 属 于 这 类 恒 
星 , 其 密度 约 为 104gcecm  ， 如 果 中 子 星 质量 M<3. 22Ms， 则 可 以 
稳定 存在 . 现在 人 们 知道 ,脉冲 星 即 中 子 星 . 它们 发 出 的 光 和 电 
磁 辐 射 脉 冲 局 期 从 10 3 到 1s， 观测 到 的 脉冲 星 周 期 相当 准确 ， 
这 只 可 能 解释 为 中 子 星 在 旋转 , 而 以 这 样 的 周期 旋转 的 恒星 半径 
应 该 相当 小 ， 中 子 星 靠 着 简 并 中 子 气 产生 的 简 并 压 支 撑 引 为 以 维 
持 力 学 平衡 . 

质量 大 于 3. 2M- 的 中 子 星 不 可 能 稳定 , 它 会 无 限 坪 缩 , 或 为 
黑洞 “. 


白 斤 星 和 中 子 星 的 临 给 质量 的 数值 岗 坊 方程 (模型 ;不同 出 略 有 不 同 . 
。 节 458。 


$2.1 广义 相对 论 恒 星 的 引力 平衡 


在 第 3 篇 $1.4 中 已 经 得 到 了 史 筷 希 内 部 解 
ds: ~—e'dF — edr’: —ridf:. 2,1.1) 
式 中 v= 二 y(7) ,4 一 A(7)， 度 规 (2. 1.1) 描 述 静 态 球 对 称 恒 星 内 部 的 
引力 场 ， 质量 密度 p 二 ptr) .压力 p 二 plr} 的 理想 流 体 模 型 是 星际 
物质 的 一 个 很 好 的 近似 ， 当 pp 不 等 于 常数 时 , 解 场 方程 得 到 
(2. 1. 1) 中 的 度 规 系数 


a 


e ~ 2.1.2) 
式 中 rt7) 为 质量 函数 , 定义 为 

mtr) = 4 pryridr. (2.1.3) 
采用 (2. 1.2), 可 将 其 余 场 方程 写 为 

一 一 2 (2.1.4) 

jp= 世 | 1 一 于， 一 委 . (2.1.5) 


我 们 先 讨 论 p= or)] 的 一 般 情 况 ,， 然后 再 讨论 p 二 const 的 情 
况 . 一 个 稳定 平衡 的 恒星 须 满足 一 些 物理 条 件 . 设 恒 符 半径 为 六 
pr 二，prmer 一 (0) 二 有 限 值 ， pw 二 2.0) 二 有 限 慎 ;质量 密度 


P(r) 随 + 的 增 太 而 减 小 : 

Pr< 0 《2.1. 6) 
在 恒星 表面 , e 和 它 的 导数 应 该 是 连续 的 , mtro) 应 等 于 忠 瓦 希 外 
解 中 的 质量 邓 : 

m (ro ==M. (2.1.7) 


由 <2. 1.3) 可 知 , 在 r= 一 0 外 mtr)/r: 是 有 限 的 . 
下 面 我 们 要 寻求 对 于 给 定 ro 的 最 大 可 能 质量 M， 即 寻求 恒 
星 的 临界 质量 . 令 
CrysEe , 2,1.8) 
上 述 压 强 有 限 的 条 件 可 表示 为 
* 449。 


六 7rr 在 rr 一 口 处 有 限 . (2.1.9) 
由 (2.1.4) 和 (2. 1,5}) 可 以 得 到 

dl | 2m -二 

2| AI 一 “下 -| 5 |. 2.1.10) 


由 (2.1. 6) 可 知 , 下 | 芝 | 三 0. 故 有 


dil _ 癌 js 
EE 一 方 (2.1.11) 


在 r= 二 =r， 应 有 pr 0, 且 内 . 外 解 应 光 请 连接 ， 因此 有 
2M df Mf 1 


fr)=1-< ,条 | 一 和 2. 1. 12) 
rs" dri, /an 
用 上 式 对 (2.1.11) 从 r 到 积分, 得 到 
一 172 
D> 党 [1 一 加 | (2, 1. 13) 
应 用 条 人 忻 (2. 1. 12) 和 (2. 1.13), 往 0 到 +z, 之 间 积 分 , 得 到 
! _ 2M Mfr" rdr 
7 <|1 一 各 | 2m 
(2. 1. 14) 
把 pkr) 写 成 
有 rr 一 向 十 产 - 
式 中 Po= GM /Eri, 产 满 足 式 
| Hirirdr = 0 4 雪 0，PACO0) 之 (2.1.15) 
则 有 m(r)—M 十 | Hefr)zr2dr， (2.1.16) 
让 b 


式 中 的 积分 总 是 正 的 . 用 亚 ( 门 代替 Mr ri 将 使 (2.1.14) 右 准 的 
值 增 大 . 由 此 可 以 得 到 


3 2 Nf 1 
大 0) 去 311 一 | 7 C2.1.17) 
注意 (0) 守 0; 则 由 上 式 得 到 
2 8 (2.1.18) 
rn 9 


这 就 是 恒星 保持 稳定 平衡 的 条 件 . 应 注意 上 式 中 玉 和 x 的 定义 . 
M 是 质量 密度 p 在 坐标 体积 中 的 积分 , 对 应 于 牛顿 引力 理论 中 的 
引力 质量 . 半径 rm 的 定义 要 使 表面 积 为 4rrt. 〈2.1. 18) 表 明 ， 表 
面积 一 定 的 伍 星 ， 只 要 其 质量 小 于 临界 质量 ， 就 是 稳定 的 ， 质量 
大 于 临界 质量 的 恒星 不 会 稳定 , 会 因 引 力 的 作用 而 择 纳 . 

当 pe 一 const 时 , 由 (2.1,3), (2.1.7) 和 (2.1.18) 得 到 临界 质 
量 的 表示 式 : 


一 2 
Mc 二 9 38C20 (C2, 1, 19) 


式 中 :二 1.86X10 ?emg '， 代 人 几 个 典型 密度 , 得 到 下 列 临 界 
质量 : 

pig cm 3) 1 10° 10' 

Ice 1 14 兴工 全 1.14%%10 3. 98 
这 些 数值 虽 不 很 精确 , 但 已 清楚 地 表明 , 中子星 只 能 具有 几 倍 太 
阳 的 质量 , 质量 再 大 的 中 子 星 将 没有 稳定 的 终 态 . 

由 《2.1.18) 及 光谱 线 引 力 红 移 的 公式 可 以 得 到 , 稳定 的 查 星 

表面 发 出 的 光 最 大 的 红 移 值 是 2 二 2. 


§ 2.2 球 对 称 恒星 的 引力 志 缩 


上 一 节 的 讨论 已 经 表明 , 在 恒星 演化 的 晚期 ， 如 果 恒 星 质 量 
大 于 中 子 星 的 临界 质量 , 将 无 限 坟 缩 ， 这 实际 上 只 是 一 个 直观 的 
假设 . 在 本 节 中 , 我 们 利用 一 个 简单 的 态 方程 , 进行 严格 的 计算 ， 
来 证 明 上 述 假说 的 王 确 性 . 

假设 恒星 物质 是 零 压 流体 . 由 于 压强 等 于 零 ， 只 要 恒星 开始 
收缩 , 就 必然 要 雪 缩 至 一 点 ， 由 这 一 模型 所 得 到 的 度 规 在 整个 空 
时 区 域内 满足 爱 因 斯 坦 场 方程 . 

取 随 动 坐标 条 (1, +r, 9, 9), 解 爱 因 斯 坦 场 方程 , 将 得 到 
Tolman" 站 度 规 ， 
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。 [RR'(r, £21, , 
2 3 8 
ds 一半 ! 1 二 7 dr — Ritr, 4， {2.2.1) 


式 中 产 (r}) 是 满 是 条 件 (7) 放 一 1 的 任意 函数 . 令 中 fr， 1) 二 RC) 
"rs flr) = — kr’, 得 到 一 个 最 简单 的 恒星 内 部 解 : 


ds’:—dt:—R: | 二 十 rd 。 2 2, 2) 
这 正 是 Robertson-Walker 度 规 ， 由 于 它 描述 均匀 、 各 向 同性 空 - 
时 , 所 以 在 宇宙 学 中 有 重要 意义 . 
在 随 动 坐标 系 中 有 w= 二 0, x" 二 1， 守 恒 方 程 7,, 二 0 的 室 间 分 
量 自然 满足 ， 时 间 分 量 为 
7 一 一 里 一 p| 2 + 到 | 一 0 (2. 2, 3) 


作业 
式 中 a 圭一 全 b=— Rr. 


六 由 场 方程 开 1 一 5 [下 一 4x 了 ii 得 


2k— ROORIU)— 2Ri(t) = rp. (2. 2. 4) 
由 上 《2. 2.3} 和 (2. 2. 4) 得 到 p00RIC) 二 const，、 调整 和 从 向 坐标 , 使 

R{0)=1. (2. 2. 5) 
此 时 有 PODR (2) 一 e450), 有 即 

pt)=pOR (0). (2. 2. 6) 
将 2. 2.5) 一 (2,2.6) 和 (2.2.2) 代 入 场 方 程 , 可 将 场 方程 化 为 

A4roCO RT) = 2 RORG) LR CY), (2. 2.7) 

oO RE) —— RRG). (2. 2. 8) 
消去 R(x)， 得 到 

Ri = —k+t pO R tt). (2. 2. 9) 

假设 :=0 时 流体 是 静止 的 , 则 有 

R(t) =0. (2. 2. 10) 
代 人 (2.2. 9) 得 

4 一 芝 p(0) (2.2. 11) 
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方程 (2, 2.9) 化 为 


RC)=ELR' '(t)—1], (2. 2. 12) 
此 方程 的 解 具有 形式 
1 
一 一 一 一 (一 Slim 人) 。 (2.2.13) 
| 2w ” 
[R= 1 (leosg), (2. 2. 14) 


这 是 技 线 (图 4-8) 的 参数 方程 当 娄 =r, 即 当 1=x/2Y 时 ， 
RQ) 一 0. 这 表明 一 个 零 压 流体 球 将 在 有 限 长 的 时 间 rz/2w 天 内 从 
静 正 拥 缩 到 中 心 奇 点 . 

虽然 在 随 动 坐标 系 中 观 。 RG@ 
测 , 这 一 南 缩 过 程 只 需要 有 限 
长 时 间 , 但 是 对 于 远 处 观察 
者 , 由 1.1 可 知 , 星体 表 协 
要 达到 史 瓦 希 面 需 经 过 无 限 长 
时 间 , 要 圳 缩 到 r=0, 外 面 的 “AP 3 
观察 者 是 看 不 到 的 ， 

由 随 动 坐标 系 变 至 史 瓦 希 图 4 8 
举 标 又, 可 以 求 得 远 处 观察 者 测 得 的 自 星球 表面 发 出 的 光 的 红 移 
‘Weinberg ,1972}, 


1 


= 一 全 一 | 1 一 六 区 这 三 十 
av REL1— ROY TR ICGY]—1. 《2. 2. 15) 
对 上 式 的 详细 分 析 表 明 ， 由 开始 去 缩 时 记 时 (对 于 远 处 观察 者 )， 
红 移 Z 由 零 开始 缓慢 增 大 , 然后 Z 的 增 大 速度 突然 加 快 (接近 指 
数 规律 ), 红 移 趋 于 无 限 大 ,这 就 是 说 , 在 远 处 观察 者 看 来 , 志 缩 
着 的 恒星 实际 上 是 突然 消失 的 ， 
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吧 Kerr 沾 洞 


史 拟 希 解 是 球 对 称 无 转动 场 源 的 引力 场 ， 这 是 十 分 特殊 的 傅 
况 . 一 般 的 引 为 壕 缩 不 可 能 是 球 对 称 的 ， 因 为 各 种 天 体 都 具有 和 角 
动量 . 本 章 讨论 具有 辐射 对 称 性 的 旋转 天 体 的 引力 人 性质 . 


33.1 Kerr 度 规 


辐射 对 称 旋转 天 体 的 引力 场 由 Papapetrou 度 规 描述 : 
ds 一 fdt— wdg)— fF Le (de tdz’} + pdgj. 
(3.1.1) 
变换 到 权 球 坐标 : 
及 一 下 (一 ] yl, sokry. 3,1. 2) 


令 k= 名 , 将 场 方程 的 解 写 为 


f=As/Bs, e” =As/ p(x: —y), 

w= — 2MogC tl—y /As. {3.1.3) 
式 中 思 和 4 满足 条 件 产 十 全 一 1 不 旋转 时 4 一 0，j 关 一 1， 0 一 1] 对 应 
于 Kerr 解 ， 

一 声 s 定 十 人 3 一 1， 吾 ;一 (十 1 天 十 各 9， 
C 一 一 (pz 十 1)， (3. 1. 4) 
6 二 2 时 的 解 为 
As—[p’ Cr m1) :+g (1— yj 4p Cr —1) 
(C1 yr, 
B= (pixttq er —1+2prl— 2pr) dg y (pr 一 
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pry —y 二 1)， 
Cs 一 天 (下 一 1 一 上 rz 一 9 十 (xz 一 1 一 22) 了 十 
六 rt 一 1XE 一 2 一 1 一 (3 十 01 一 和 ?十 


EC3z 十 1)(1 一 加 75。 (3,1.5) 
设 物 体 的 角 动 量 为 7， 则 有 
了 一 Ag 一 Ma， (3. 1.8) 
将 3 一 1 的 解 作 变换 
pr=iy—1, ycoseg, £3,1.7) 
得 到 通常 形式 的 Kerr 度 规 
2 raicosg 
ds 一 | 1 sparconGl 和 Pra on 
(Crascos:dde:— | Cr a Jen 
2NMra:sin's 4NMrasine 
Hg dP + Se asdtdy (3, 1. 8) 


$3.2 特征 曲面 


无 限 红 移 面 是 go 二 0 的 面 ， 史 瓦 希 场 的 无 限 红 移 面 为 + 二 x， 
三 2pr， 克 尔 场 中 的 无 限 红 移 面 为 
r=M+ v Mi—aicos’b. (3. 2,1) 
由 空 -时 图 可 知 , 一 个 超 曲 面 Ax*) 二 0 为 单 向 膜 的 条 件 是 其 
法 向 矢量 n, 二 了 ,为 非 类 空 矢 量 . nj 为 零 矢量 对 应 于 单 向 腊 开 始 
出 现 的 超 曲 面 , 称 为 视界 . 因此 , 视界 fix”) 二 0 满足 条 和 件 


ar ar _ 
了 5 一 0 {3. 2, 2) 


将 史 瓦 希 度 规 代 人 上 式 , 注意 到 球 对 称 性 [f(x 二 了 (xr)j， 
得 到 


nn gr” 


sr 太一 一 | 一生 | [区 | =0. 
此 方程 的 解 为 "= 二 2 三 x,, 显然, 史 瓦 希 场 的 视界 和 无 限 红 移 面 


5 


重合 . 
将 克 尔 度 规 C3.1. 8) 代 入 (3.2,2), 注意 到 辐射 对 称 人 性 [f(x7) 
二 了 f(r, 站], 得 到 
BF of ,= ite f= 
2Mr ra pe 一 1 
7 -zeOS2 rarcose 
由 于 7 十 a:cos:8 了 0, 得 到 
(ra ?Mr 二 =0. 《3.2. 3) 
分 离 变 量 ,得 到 此 方程 的 解 ; 
-Mtv Ma, (3. 2, 4) 
比较 《3.2.4) 和 (3,2. 1), 知 克 尔 场 的 无 限 红 称 面 和 视界 不 重合 . 
类 似 地 , 将 Kerr-Newman 度 规 代 人 (3. 2. 2), 得 到 视界 面 
=Mrv Ma — EQ’ 《3. 2. 5) 
对 于 Kerr-Newman-Kasyua 场 ， 只 要 将 上 式 中 的 能 换 为 
〔《e: 十 G2 ) 3". 
在 克 尔 空 - 时 中 ， 直角 坐标 (x，y,， z) 与 坐标 (r+, 0 凡 的 关系 
为 (Kerr, 1963) 


t= (rcosg— asing)sind, 


:=0. 


y= (ranpt acose)sing, 
x 二 rcost. 3. 2. 6) 
在 直角 坐标 系 中 ,， 克 尔 度 规 具有 形式 
ds:=di:—dr:—dy’—dz’— 
28fr- | 


r+ 十? ”十 a: 


十 


sz 二 de . 【3.2.7) 

这 一 表达 式 消 除了 视界 处 的 坐标 奇异 性 . 二 0 处 仍 为 奇 点 ， 由 
《3, 2. 6) 可 知 ， 中 心 奇 点 对 应 于 

z—0, XYy =a'sin’0, 00< 7. (3. 2. 8) 


这 是 二 维 空 间 {xz，y}) 中 的 一 个 圆 盘 ， 又 由 度 规 (3. 1.8) 可 知 
。 456* 


Tacosp=0 3, 2, 9) 
为 奇异 面 上 式 仅 当 一 0 且 8 一 地 时 方 能 成 空 (a 隆 0)， 由 于 此 时 
标 曲 率 尺 二 吕 可 知 这 一 闸 异 性 是 内 让 的 . 在 直角 坐标 系 (3. 2. 5) 
中 ,这 一 奇异 性 对 应 于 

二 站 十 y 二 (3.2.10) 
这 是 二 维 空 间 tx, y) 中 的 一 个 圆 环 ,比较 (3.2,10) 和 (3.2.8) 可 
以 发 现 ， 内 有 圆 环 (3. 2.10) 才 是 内 让 奇异 的 . 圆 盘 (3.2.8) 比 圆 
环 {3. 2. 10) 多 出 来 的 一 个 开 域 只 是 坐标 奇异 的 ,因为 在 这 个 开 域 


上 |r==0， 9 一 至 | 度 规 (3.1. 8) 是 解析 的 . 


Zz 2 


[= ] 
中 

Pe 
Ea 
包 


由 (3. 2.4)、(3.2.6) 和 (3.2.10) 可 以 看 出 , 在 二 维 空间 {x， 
%) 肉 ， 内 理 彰 异 环 (3. 2.10) 在 视界 坟 的 里 面 . 即 克 尔 妃 的 视界 面 
包 园 了 真 奇 点 (内 豪 奇 点 )， 如 图 4-9 所 示 . 图 中 虚线 表示 视界 ， 
实 线 表 示 匹 限 红 移 面 ，* 表示 真 奇 点 . 

详细 分 析 直 有明, 5 二 1]，2，3，-… 对 应 的 辐射 对 称 解 中 ， 只 
有 8 一 1 的 和 解 (kerr 解 ) 没 有 袖 柯 点 ， 

克 尔 时 空 的 无 眼红 移 面 rz 和 视界 以 满 足 

rrr， 
如 图 4-10 所 示 . 视界 忆 和 无 限 红 移 面 包围 的 区 域 岂 能 层面 六 
和 六 在 自转 轴 处 相 切 ， 对 于 更 瓦 希 黑洞 ， ?4 = 能 屋 不 在 在 . 
当 粒 子 静止 于 能 屋外 面 时 ， 有 
。 457。 


2 
racoss, 
ds—gor dti>0 * 
世界 线 为 类 时 曲线 , 这 当然 是 合理 的 . 但 是 当 粒 子 位 于 能 层 内 部 
《静止 ?时 ， 


go 一 | 1 一 


Zr 
So 一 人 1 aos 
ds =~ poe di <， 
世界 线 是 类 空 曲线 , 这 表明 粒子 不 可 能 静止 于 能 屋内 部 ， 
在 能 层 内 部 , 线 元 可 与 为 
ds?— gooc dt? + gundri i gd? gd + 2gocd pdi, 


人 ， 


其 中 gw | 1 sg) <0， 

BU Far TD gid go>0. 
因此 ,不 能 再 把 上 看 作 时 间 坐 标 , r, 8, $$ 看 作 空 间 坐 标 . 但 是 可 
以 把 线 元 改写 为 


上 


ds: 一 | Ew— | cidi: gndr’ gzdF 二 
33 1 
也 


En 
sa dy 十 cd 
由 于 了 计时 有 
+458. 


Bhai 天 一 277 十 人 
有 2 ,2mraismiG " 
Te acos 
所 以 只 要 令 
[dg Sede| 一 0， 
便 可 世 梨 证 > 一 ccnst 和 8 二 const 时 ds 六 0 这 表明 ,上 仍 可 和 作为 
时 癌 轴 ,其 余 三 个 轴 可 看 作 空 间 轴 ， 这 正 是 能 层 外 部 观测 者 所 看 
到 的 . 但 是 这 时 坐标 轴 随 转动 球 一 起 作 同 方向 转动 ， 我 们 有 


$= 0 year 
gs (racosd) (rta)}irra’sind’ 
在 靠近 视界 的 地 方 有 
$a/rs 十 
一 般 地 ， 有 
$ (r=) )， 
re = 2m, 


这 就 是 说 ,能 层 内 部 的 坐标 系 必 须 被 转动 球体 拖 鼻 ， 以 角 速 


度 
$B 


B33 
绕 对 称 轴 与 球体 作 同 方向 转动 ， 无 限 红 移 面 是 一 个 静止 的 界面 ， 
亦 称 况 界 . 


8$83.3 黑洞 的 无 毛 定理 


Carter-Robinson 定理 断言 , 浙 近 平 直 稳 态 轴 对 称 中 性 黑洞 
的 外 部 引力 场 有 惟一 解 , 即 克 尔 解 . 这 就 是 说 ， 所 有 攻 近 平 直 的 
稳 态 黑 润 , 都 只 由 三 个 参量 惟一 确定 ,这 三 个 参量 就 是 黑洞 的 质 
量 M，, 和 动量 J 或 比 角 动量 2? 吕 及 电荷 (有 电荷 时 相应 的 解 为 死 
尔 - 包 曼 解 ). 
下 面 我 们 导出 克 尔 黑洞 的 两 个 基本 关系 式 , 积分 关系 式 
+ Ad50+ 


M=207 十 去 4， (3.3,1) 
和 微分 关系 式 
SM— N81+ dA. (3. 3. 2) 
8 


稳 态 轴 对 称 空间 存在 两 个 Killing 矢量 , 类 时 Killing 天 量 so 
和 类 空 Killing 和 拓 量 in ' 它们 满足 恒等式 


Ew = Sipew = Ente C3. 3. 3) 
En tip — tp Sin: (3. 3. 4) 
多 一 一 及 《3. 3.5) 
6 ,= — Rréin. (3. 3. 6) 


由 关于 i) ” #7 的 Killing 方程 
过 op ,十 nmp 二 0， 
得 Sw = 
故 on 和 王 (ace 一 oo 一 人 oor 
类 仆 地 可 证 Esw 一 ora 
(3,. 3.4) 式 的 证 明 如 下 ,， 设 时 间 位 移 生 成 元 和 9 位 称 生 成 元 
分 别 为 


1 一 他 = 名 
te 
由 于 大。 1 一 了 。* 74, 故 
入 志 | 各 让 |= 人 到 | 名 起 | 
Wp 
或 多 (iow 一人) 二 SCE 一 TY) 


| 局 有 器 
《他 Fare— he 5b 
pp a 9 
即 (Es So, a gr 0. 


+ AAD " 


由 于 这 是 一 个 恒等式 ， 故 (3, 3. 4) 式 得 证 . 

(3. 3.5) 和 (3,. 3.6) 式 的 证 明 见 [14]. 

现在 4 维 时 空中 选 一 个 不 合 奇 异性 的 类 空 超 曲 面 ( 例 1 一 常 
数 )， 对 (3. 3.5) 式 二 边 进行 面积 分 得 


| 65, 一 | Reodz 
按 高 斯 定理 
| sz = | strd3,., 
式 中 站 是 类 空 超 曲面 $ 的 边界 , 取 弘 为 
25=85s+ 25.， 
其 中 35s 为 包 国 黑洞 的 界面 , 33. 为 无 限 远 界面 , 在 无 限 远 处 度 规 
渐 近 球 对 称 , 台 ,= 二 《69 ,0,0，0), 我 们 有 


| S45 = [ewd5, = |e"ébd = 


| Es + 2 | a5 一 
人 = | Fa"g"gw.dE, = 
| 3 1 i prog risinddBde = 

一 | 一方 risindd0dy 一 一 4xM. 


故 M = a + 二 | 人 yd (3. 3.7) 


可 见 等 式 右边 第 一 个 积分 即 对 洞 外 部 空间 总 质量 , 右边 第 二 个 积 
分 即 黑 洞 总 质量 若 选 取 上 述 类 宅 契 曲面 处 钼 与 名 相 切 ,并 对 
(3. 3. 6) 式 二 边 进行 面积 分 得 


| sed3, = 一 | Reé tyd5,, 
上 式 左 边 可 已 为 
| sed3. 
Ei 
站， 


右边 利用 民 。 一 Rg,,= — grT,, 


可 化 为 ”一 dx | C2Tr ~ TOsd3, 一 一 sx| TE adZ。 
5 帮 
( 因 就,d2, 一 0). 
令 dz, = (dz 000), 则 


— | Titind3, =— | Tid5, = 7. 
加 5 


这 显然 就 是 超 有 曲面 3 内 的 总 角 动 量 J. 者 黑洞 外 无 物质 分 布 ,J 
即 黑 洞 总 角 动 量 , 4 即 黑 洞 质量 . 


1 , 
了 一 一 | 、sgdzw， (3. 3. 8) 


一 - 1 Er 
M = 二 | ed (3. 3. 9) 


由 于 视界 的 性 质 , 过 视界 上 人 尾 一 点 有 且 仅 有 一 光 锥 和 视界 面相 
切 , 即 有 且 仅 有 一 根 视 界面 上 的 零 短程 线 ( 称 为 视界 的 母线 ). 
沿 上 述 母 线 上 任 一 点 引 人 以 时 亲 上 为 参量 的 零 短程 线 切 矢量 


dx 
! 一 本， 
则 1 WP to, + fs. (3. 3. 10) 
ar' di 上 dt : 了 
由 于 襄 )， tw 都 是 Killing 矢量 , 故 疙 也 是 limg 矢量 ,满足 
Killing 方程 
1 十 二， 一 0 


由 (3. 3.8)、(3. 3. 9) 式 得 
= 去 | dU" 一 080)dze 一 
着 是 
1 Eby 1 Eb == 
二 | dz 一 人 dz 一 
去 | Lrd5, + 207. (3. 3. 11) 
47 x 
现在 在 视界 上 任 一 点 引入 局 部 堆 标 哥 六, zr ， m*，m*。 其 中 产 即 


洛 母线 该 点 的 切 矢 , 六 是 与 35s 垂直 的 法 矢 , mm*, m* 是 在 视界 内 
* 62+ 


的 另 两 个 切 笑 量 . 视界 面 上 的 面 元 可 配 为 
de 一 二 (ms 一 taod4 一 rad4， 


由 此 得 
1 a 加 __ 
jx 5s 了 (人 — EndaA 
1 1 
++| 了 工 rr pdA 一 
rea prt dr") 
工 | rndA mo— | [dmdA 一 
4 西 ， 4TJa，” 
一 了 | Peerdad 一 去 | kd 和 A, C3.3,12) 
44 克 可 上 4 区 Eo 
式 中 
x xx= 一 学 类 


代表 与 视界 一 起 转动 的 粒子 的 坐标 加 速度 的 内 法 问 分 量 ， 世 就 是 
视界 面 上 的 引力 加 速度 ， 它 满足 
Kd = Nk 2 一 人. 
因此 , “在 视界 面 上 为 一 常数 . 由 《3.3.117 和 (3.3.12)? 便 得 到 
《3. 3. 1). 
下 面 计 算 只 , 4 和 *， 能 层 内 各 点 的 拖 电 角速度 从 具有 形式 


n= ge 


EE 


3 拉 
代 人 > 一 凸 ， 便 得 到 视界 的 角速度 
站 一 # 7 
7 MMET CMI) AM*» Mr 


《3. 3, 13) 


式 中 
1 本 
M, = MM) 
/M+ ] 
叫 黑洞 的 不 可 约 质量 .在 吕 瓦 希 黑洞 的 情况 下 它 等 于 黑洞 的 质量 
M. 


由 上 式 可 以 看 出 ,视界 上 所 有 的 点 具有 同一 个 拖 熏 角速度 ， 
* 463* 


即 黑洞 作 刚 性 转动 ,只 有 一 个 角速度 总 
令 tt 一 const, rr 二 ， 克 尔 度 规 变 为 
dB 一 一 (十 qzcosz94 久 一 | (re+ar smn’g+t 


De sim ]4 , 
ra Cos'p 


1 一 sug | 二 《7 党 十 a?)sin8. 
BHR oy | 
故 d4 一 vv gdpdp， 
即 4 一 |aa= 4 二 Ge) 一 8x[M 十 (ad J) = 
16r NM,,:, 《3. 3. 14) 
对 于 克 尔 -纽曼 黑洞 有 
= 全 一 , 严 2 — OM 1]. 


出 武 (3.3 13) 和 C3.3.14) 可 以 得 到 
M=4r 204— 20 +44r 


避让 AN' 
而 右 端 第 二 ,三 项 为 
Sa 2_ J 1 4 T2112 
4 下 A 2 一 [IM 坏 | wd J ) 和 


将 此 二 式 与 (3. 3.1}) 比 较 , 可知 
1 二 [Be 
之 和 4 页 Ci 0 ， 


4 
CM 一 1 总 天 一 172 加 
印 人 TOM 一 7 
2 有 一 一 一 ) 
4 M2 2 十 a) 
和 | CGS 制 ) 有 


> ， lr 
一 到 | GM 一 5 让 一 GQ | . 
和 


的 引力 加 速度 . 
* 


; 即 史 瓦 希 黑洞 表面 


MM 
2 


由 克 尔 情况 可 知 ， 当 一 J 了 (或 M 一 a) 时 x 一 0. 这 可 以 解释 
为 惯性 离心力 和 引力 相抵 消 ; 这 羡 黑 洞 称 为 极端 克 尔 黑洞. 

如 果 J 了 >M2( 或 者 a 放 M)，, 视界 不 存在 , 中 心 奇 点 裸露 ,这 在 
物理 学 中 是 不 可 接受 的 ， 所 以 Penrosel19687) 提出: … 和 是否 存 在 
一 位 “宇宙 监督 ”， 他 严禁 出 现 裸 奇 点 ,把 每 一 个 奇 点 都 用 视界 面 
覆盖 性 ?” 这 就 是 著名 的 宇宙 监督 原理 ,按照 这 一 原理 , 不 可 能 有 
J>M, 

下 面 证 明 (3. 3, 2) 式 

对 Mar 的 定妆 式 

2 一 8 十 (一 天 52. 
两 边 微 分 , 得 到 
SM = cpp [SM 7 7 | 
考虑 到 (3. 3.13) 式 知 上 式 即 
9M = cpp rm LM— 67]. 
由 (3, 3. 14)、(3. 3.15) 式 知 上 式 即 
SM= N86] + B64. 
在 CGS 单位 制 中 
3CMe?) —08T + Les8A. 
在 克 尔 -纽曼 黑洞 的 情况 下 有 
3M = 08J + sdATVOQ, 
Or 


ey 


$ 3.4 Rindler 变换 
这 是 一 个 由 阅 可 夫 斯 基 时 空 坐 标 CX-) 向 弯曲 时 空 坐 标 (x- 


* 405. 


中 | 
(wo, KR (‘3.4.1) 
T=— shr, 
x 工区 (3. 4, 2) 
T= rehi, 
(x ope “区 3. 4 3) 
了 一 一 Xehz， 
(x ep 区 (3. 4, 4) 
了 一 Y， =?. 
在 上 述 变换 下 , 线 元 由 闵可夫 斯 基 的 
ds:=dT*—dX’:—dY*—d2: 《3. 4. 5) 
化 为 
ds =rdr—dri—dy:—dz’: (CR,L i); (3.4.6) 
ds:=—xdtT+dr i—dy dz {FP 区), £3. 4, 7) 


Rindle 变 措 把 阅 可 夫 斯 菇 时 室 分 为 4 个 区 域 ( 如 图 4-11 所 
示 )， 以 了 工 .和 办 的 角 平 分 线 划分 ， 


4% 


图 4-11 图 4-12 
尺 区 和 工区 是 两 个 Rindler 时 空 区 , 它们 与 岗 氏 时 空 一 样 是 
静态 的 , 但 都 只 能 覆盖 阅 氏 时 空 的 一 部 分 , 玉 区 和 和 工区 没有 因 条 
关系 , 可 以 看 作 互 不 连通 的 两 个 时 空 。 阁 氏 时 空 匹 内 让 琳 点 , 也 
无 坐标 奇 点 ，Rindler 时 空当 然 也 没有 内 刘 奇 点 , 但 在 x 一 0 有 华 
标 将 点， 此 处 有 
* 站。 


go = =0, (3.4. 8) 
可 见 这 是 无 限 红 称 面 ， 考虑 到 Rindler 时 空 有 三 个 Killing 矢量 
亲 
EW 


部 ' 次 | ， 零 曲面 方程 具有 形式 
¥] + 六 | 人 
| 


| +|2¥) 一 。 (3.4.9) 


| 
] ， 
Ar" ar = 去 | 
六 | 
上 式 两 冉 乘 以 一 ， 消去 关 项 ， 并 注意 丝光 0， 我 们 得 到 具有 
Rindler 时 空 对 称 性 的 零 超 煌 下 
丈 王 癌 . (3.4.10) 
可 以 证 明 , 此 面 即 Rindler 时 空 的 事件 视界 . 
图 4-12 是 闵 氏 时 空 的 Penrose 图 .比较 Rindler 变换 种 叶 瓦 
希 时 空 的 克 曾 斯 卡 变换 ， 以 及 二 者 的 时 空 图 和 Penrose 图 :可 以 
发 现 , 国 氏 时 空 对 应 于 克 重 斯 卡 时 空 , Randler 时 空 对 应 于 史 瓦 希 


时 空 . 其 下 区 和 P 区 分 别 对 应 于 史 瓦 希 的 黑洞 和 白 洞 . 
Rindler 系 中 前 止 现 测 省 的 固有 各 速度 具有 背 、 


全 一 一 YY -gurhl 兰 ] = 


— ”fC— 一 。 C3. 4. 11) 
gn 六 


此 式 表明 , 静止 于 x 点 的 观测 者 的 固有 加 速度 为 一 常数 ， 即 观测 
者 作 句 加速 运 动 ， 加 速度 的 方向 滞 x 增加 的 方向 ， 民 性 力 指向 视 
界 z 一 0， 

在 闹 春 (z* 一 0)，e 一 ce， 静止 于 史 瓦 希 黑 酒 表面 的 观测 者 的 
固有 如 速度 也 等 于 无 限 大 ,这 是 事件 视界 的 特点 . 人 们 定义 在 视 
界 上 不 发 散 的 “表面 引力 ”加 速度 ， 


= 性 lim Ca oo). 《3。 4 12) 


Eon™ 


对 于 Rindler 视界 有 
= Are* 


«= lum | 3 pa I 一 /gon 


| 一 (3. 4.13) 


Rindler 光标 系 是 一 个 名 加 速 系 . Rindler 时 空 是 国 氏 时 空 的 
一 部 分 ， 是 静态 的 ， 存在 事件 视界 ， 
引入 新 的 坐标 变换 


[Li+eleh (Can) 本 
PK C3, 4.18) 


t=an, 
le (3, 4.14) 
《3 过 不 变 ) 
式 中 Cy zs 1 为 Lindler 坐标 ，Rindler 变换 成 为 
T 一 | 二 + sh(an), 
1 。 区 (3. 4.15) 
X=| + chan); 
T= 一 二 十 外 sh(ay)， 
| LK (3, 4.16) 
六 二 一 (+e chan) 
T=| 志 + 人 ch(ay), 
| FF (C3. 4.17) 
一 | 一 十 6| shtey)， 


间 一 [去]shlay); 
线 元 为 ds:= 填 (1 十 a2):d¥ 干 dE 一 dy 一 dzi. (3.4.19) 
上 面 的 符号 对 应 于 民 区 和 各 工 区， 下面 的 符号 对 应 于 矿区 和 PP 区， 
变换 (3.4. 15~ 一 18) 称 为 局 部 Lindler 变换 . 
代替 (3.4, 14), 引 人 田 一 坐标 变换 ， 
t—ay, z= 二 er， 【3. 4. 2 ) 
(3 2 不 变 ) 
则 由 Rindler 变换 得 到 
站 


了 一 4 sh 区 (3 ) 
Ra- ech(an); ,4.21 
——a- lle’shtan), 


‘x 
X=—a ech(lan); 
{x 

六 


《3. 4. 22) 
a ech (an), 、 
=a-iesh(anDs “3. 4. 23) 
{x 区 (3. 4. 24) 
=—a esh(lan): 
线 元 的 表示 式 为 
ds 一 eid —dé)—dy:—de?. 《3. 4. 25) 


式 中 十 导 对 应 于 尺 区 和 工区 ,一 号 对 应 于 下 区 和 了 P 了 区. 这 一 时 
空 的 特点 是 种 件 视界 移 至 坐标 无 限 远 (一 一 0) 处 ,这 是 乌 包 举 
标的 特点 ， 由 《3.4.19) 可 得 


6 一 二 ln(azr)， 《3.4. 26) 


可 见 确 是 Rindler 时 空中 的 乌龟 坐标 ， 册 党 标 系 中 ,静止 观测 
者 的 固有 加 速度 为 ee“, 视界 面 上 表面 引力 加 速度 为 x 一 a. 在 原 
点 民 二 0)， 加 速度 也 等 于 w==a. 在 原点 附近 ， 线 元 (3.4. 25) 趋 近 


闵 氏 时 空 的 线 元 . 
闵 氏 时 空 的 零 坐标 为 
他 一 王 填 训 ， UU== 人 一 六 ， 3. 二. 27) 
Rindier 时 空 的 零 坐 标 为 
v=f+lnx, a=t—lnx. C3. 4. 28) 
和 史 瓦 希 时 空 相 做, 在 只 区 有 
V=e, UU=—e". (3, 4. 29) 


在 未 来 视界 上 , wv 为 群 参量 , V 为 仿 射 参量 ;在 过 去 世界 上 ,zx 为 
群 参量 ,DZ 为 仿 射 参量 . «二 1 是 群 参量 对 念 射 参量 的 候 离 . 
对 于 式 (3. 4.21) 中 的 Rindler 坐标 ,相应 的 零 坐 标 为 
二 一 ?十 光一 ?一 二 《3. 4. 30》 
在 下 区 有 一 后 ， U=e *. 《3. 4. 31) 
在 视界 面 上 ，x 一 a 也 表示 和 群 参 量 对 仿 射 参量 的 偏离 . 
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§ 3.5 稳 态 时 空中 的 事件 视界 


超 曲 面 方程 可 表示 为 
CCz 一 OPD， 1，2，3)， (3.5.1) 
其 法 天 量具 有 形式 
8 一 下 (3. 5, 2) 
零 超 曲 曾 定义 为 
天 一心， (3.5.3) 
或 S uF,,=—0. 《3. 5, 4) 


对 于 稳 态 时 空 ，(3. 5. 4) 具 有 形式 

a" Fetag SF otg Fr te Fg "FP, =0. (3.5.5) 
设 g" 关 0， 上 式 可 写 为 

Pot lg) (2g"°PF otg Fte rte"F:,}=0. 


C3. 5.6) 
基 态 条 件 使 玉 . ,一 0， 上 式 化 为 
《8 ) ie Fhe Fte Fr.)=0. C3. 5.7) 
此 方程 可 分 为 两 个 方程 : 
(g™) -1 一 0， (3.5. 8) 
和 gliFrtg"Ftg Fs ‘3.5, 9) 


(3. 5. 9) 的 解 和 (C3. 5. 8) 的 解 均 满足 (3. 5.7). 

(3. 5. 9) 就 是 通常 确定 稳 态 视界 的 方程 ,而 (3.5.8) 则 常 被 扳 
略 . 这 一 忽略 ， 用 数学 的 语言 表述 就 是 解 方程 丢 了 根 . 

采用 抑 电 举 标 时 我 们 有 


2,0—= — 80 E33. (3.5,.10) 
线 元 可 号 为 
ds?= godr" 十 2g0dxroadza 二 gidr + gdr? + gadxr’ 一 
Boodz' + gndr! 十 gszdzz -gsdzs ， 《3. 5, 11) 
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2 
式 中 gw 一 Boo 一 上 2 【3.5. 12》 


3 
容易 证 明 op 一 【go ). (3.5,.13) 
这 样 ， 堆 曲面 条 人 忻 (3. 5. 8) 可 写成 
go 一 日 . 《3. 5. 14) 


在 克 尔 黑洞 的 情况 下 ,坐标 为 (1,， +r, 3, 9), 除了 稳 态 条 件 
.一 0 以 外 ,还 有 轴 对 称 , 即 .==0. 于 是 43. 5.9) 简化 为 


EU +g Fi,=0. (3.95.15» 
不 难看 出 , (3. 5. 147 和 (3. 5. 15) 都 化 为 同一 个 方程 
A 二 rr: 二 a ?mr 二 0. ‘(3.5.16) 


在 时 瓦 希 场 的 情况 下 (静态 球 对 称 ), 方程 (3. 5.7) 化 为 两 个 
简单 的 方程 : 
gw—0 和 g =0, 
这 两 个 方程 是 同一 个 方程 , 解 为 
r= Zn. 
对 于 Rindle 时 空 ， gw 二 一 XxX:， B81 二 1. 本 以 发 现 , 方程 
(3. 5. 9) 无 解 ， 而 方程 (3. 5. 8) 有 人 解 ; 
一 + 二 0, 工 一 站 . 
即 视界 位 于 x= 二 0 处 . 这 表明 方程 (3.5.7) 分 解 成 的 两 个 方程 
(3. 5. 8) 和 (3. 5.9) 是 不 能 随便 丢掉 一 个 的 . 
熟知 , 不 是 所 有 的 零 超 曲 面 都 是 事件 视界 . 稳 态 时 空中 的 事 
件 视 界 应 是 满足 下 述 条 忻 的 零 超 曲 面 :(1) 曲 面 的 母线 线 汇 应 该 是 
零 短 程 线 汇 ，(2) 该 线 汇 的 切 拓 量 场 应 该 是 零 Killing 矢量 场 ;这 
里 说 的 零 矢 量 指 null( 类 光 }) 矢 重 , 也 就 是 说 ,作为 Killing 视界 的 
超 曲 面 才 是 事件 视界 . 


§ 3.65 黑洞 的 第 四 个 参量 
对 于 真空 Einstein 方程 ,惟一 性 定理 告诉 我 们 ,由 总 质量 对 


和 和 角 动 量 了 这 两 个 参数 所 表征 的 Kerr 度 规 是 其 最 一 般 的 稳 态 渐 
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近 平 直 黑 洞 解 . 惟一 性 定理 使 我 们 能 够 划分 质量 充分 大 的 物体 ( 例 
如 质量 超过 Chandrasekhar 极限 的 和 恒星) 引力 十 缩 的 最 终 状 态 . 真 
空 情况 下 ,黑洞 只 具 存 两 种 "毛发 ”或 者 说 “ 荷 *, 即 质量 和 角 动 量 . 
原来 物质 分 布 的 许多 特性 都 在 引力 十 缩 中 消失 了 .正比 于 其 事件 
视界 面积 的 黑 润 的 炉 就 是 这 样 一 种 信息 丢失 的 例子 .在 站 空 情况 
下 , 除 零 极 征 (质量 1 和 一 极 矩 5 角 动 量 ? 外 ,原来 质量 分 布 的 所 有 其 
他 多 极 征 也 都 在 引力 击 缩 中 被 辐 射 摔 了 ， 
如 果 考 虑 引力 与 一 个 Abell 规范 场 ( 电 磁场 ?的 耦合 , 则 黑洞 
可 带 有 电荷 和 磁 荷 . 耦合 的 Maxwell-Einstein 方程 有 一 个 类 似 于 
真空 情形 的 惟一 性 定理 一 一 存在 一 个 由 Kerr-Newmann 度 规 所 
描述 的 惟一 的 4 参数 黑洞 解 族 . 当 将 Abell 规范 理论 推广 到 非 
Abell 情形 时 ,目前 并 没有 类 似 的 结果 存在 . 因为 非 线性 的 非 
Abell 理论 的 结构 毕竟 要 比 线性 的 Abell 情形 丰富 和 复杂 得 多 . 除 
了 质量 ,和 角 动量 和 电 ( 厂 ? 荷 之 外 ,黑洞 是 否 还 能 含有 第 四 种 参量 
呢 ? 
正如 Bowick 在 C97J 中 指出 的 那样 ,目前 仍 不 很 清楚 黑洞 是 
否 可 携带 非 Abell 荷 (毛发 ,例如 QCD 颜色 荷 . 为 了 研究 这 个 问 
题 ,必须 研究 引力 与 Yang-Mills 场 和 Yang-Mills-Higgs 场 的 耦 
合 , 即 丰台 EYM 系统 利 耦 合 EYMH 系统 . 
引力 与 SU(5) 大 统一 理论 的 耦合 由 下 述 作 用 量 描述 : 
Ss= |dz /Ta|— i — Zee"T (FR)t+ 
gp”T, (DDE) + e”* (DH)+t (DH) ~— V(#$,H)], 
C3.6.1) 
共 中 pe ee [4,,Aj]， 
A = A ,a =i, ,24 
Dg=d$—ig' LA,:$], 
DH=AaH—ig AH, 


Vg, BH)=aT., | 于 -二 | 寻 ; | | 二 
cr wi ?十 
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| 9 1 2 
H+ $e HH, 
oH | 2 v5 
. ' be 172 
<>0om10"GeV ,wl0GeV,e'—| 3 和 


这 里 引 是 SU(5) 规 范 斐 合 常数 ,e 是 正 电子 电荷 . 群生 成 元 加 满 

足 TY = Higgs 场 和 五 分 别 是 SU(5) 的 24 维 

和 5 维 表 示 . 它们 的 如 下 真空 平均 值 将 SU(5) 破 缺 到 SU(3)。x 
(H) =Col. (0,0,0,0,0). 


世人 
与 (3. 6,1) 式 相应 的 能 - 动 张 量 是 
一 一 25084T (PuPs) + ota"g"T, (PP 十 

Ze TT DADA) — Ore TD,$D,#) 

2g" DHT (DH — dp" (DH)T (DH)+ 

ov ,HH). 3.6.2) 
从 (3. 6, 1) 式 可 求 出 关于 4,g*,$, 玉 的 运动 方程 如 下 : 

R"—l/2e"R=inrCTe, 

(Cv —g) Dv — ge"pe"F,)——ig ae"[$, DA — 
ig RACHTAED HD HAH), 


iB) diag | 


N 吉 ， 


CV —g) DCY 一 se"D#)=— J Se, 
(TE) DV Eg DH) = — Te, 


(3., 6. 3) 
具有 球 对 称 性 的 最 一 般 的 静态 度 规 可 表 为 


gm 一 diagfe 一 扩 一 于 —risn’d). 
这 里 上 xz 一 rr2924 和 吾 仅 仅 是 = 的 函数 . 为 了 求 得 球 对 称 解 ， 
对 44,$8; 如 ,按照 [96] ,假定 
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HCO)=Col. (0.0,0,0, 有 (07)), 


$(r) = diag (hr) 7) ,起 (十 
内 1rr * Ts— 2 07) 十 (Cr) }， 


Air) 一 过 daag| TF CY) os (十 六 几 (rr 。T， 


— 2 )}, (3.6.4) 
A (rxi), 
总 于 
_l1 >- 
'T= 3 dag (O00,T,0) ,r= rT 


上 述 形 式 是 球 对 称 且 拓扑 稳定 的 . 这 里 球 对 称 定义 为 工 XxT 的 不 
变性 ( 工 一 一 ir x YY. 
利用 上 述 假 定 , 指 合 EYMH 方程 c3. 6.3) 简 化 为 下 面 的 径 向 
方程 : 
eB{rB —D/rtlr =8r0T, 
—e (rrA ti /rl = GGT, 
1 


一 言 e- ?| 4 十 计 4 :一 FA'B' + (4— By /| 一 8rGTY 一 8rGT9， 


(nr70 Sr ATBY I 2/Sre s+) R=0, 
C2], )" 一 7r(A 二 BY + 全 re 人 十 也 一 0， 
Cr Fr(A+B) 了 二 re FI)h 290s, Ki /rm0, 


K+3(A—BYK' ek(K 1 ar er) ) /r=0 


sd py Seo 
CA) toraA B= 38 re PF 和 

并 了 _ 『 『 sd 
(rf ry tT arta 五 ) 党 ， 328 re 部, 


Cr$ 7 十 rcA— BY'g 1— 2es Rd /ro Ly Er 4 ， 
2 2 op, 


di B74—B)A + dres A(T J hm —rg' en 京 . 


" drd* 


(3. 6.5) 


能 - 动 张 量 则 成 为 
T= te M24 tt]+ 


eBK'2 /re IK /rd 
(Ki— 1 /ore S28 十 4 十 斤 关 十 
2 ET2 HE]+AGK’ /r+ 
de CT HI +th /r+ ge Vg H)}, 

T= te L274 +22] 
esKR /re RK/ (KR —1)/2r:— ‘3. 6. 6) 
e ti2 gtde 二 二 2 二 2 Rr 
de {+ dR ph /rte Vt,H)}, 

T= te E271 十 态 》 十 27 呈 十 J'3/2] 十 
e 4[ 2 多? 十 4 外 十 放生 十 人 党 3 十 2 网 3 一 
(Ki— 1 /9rde 4(7, 十 o Yh 
hr gi(V$,H) } = 

从 方程 组 (3. 5, 5) 的 第 一 各 第 二 两 个 方程 ,可 以 导出 


e“£ 


-° (A BY =8rGT— Tr)= 


[e-5{2( 多 》? 十 4C 半 十 典 )? 十 


2{@ :+2 #3} +te “JIK’ /r+ 

e Kfr th /fr de CT +I hI. (3.6.7) 
我 们 将 寻求 运动 方程 的 静 访 球 对 称 解 , 故 要 求 Ti 二 Tr 利用 
(3. 6. 7) 式 ,有 

1 光一 0， 1 一 1,2,3， 


《3. 6.8) 
h'=0,K'=0, Jk=0, th hh=0. 


在 下 面 的 讨论 中 , 将 令 和 常数 C 等 于 零 ， 这 样 得 到 的 度 规 是 渐 近 平 
直 的 . 利用 (3.6.8) 式 及 无 穷 远 处 Hhggs 场 趋 于 其 真空 平均 值 这 
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一 边界 条 件 和 J, 玉 所 满足 的 运动 方程 , 得 到 


1 ， ] ， 1 
p= » Te 9 8 » 
上 二 wr， 十 J 二 0， 五 一作. 
7 , 甘 太 一 一 如 :el 一 一 Ca， ‘3. 6. 9) 
这 里 加.c 是 积分 常数 注意 ,二 0 的 情形 对 应 磁 单 极 解 ,而 J, S 0 
的 情形 则 与 所 谓 双 茶 解 相对 应 .把 以 上 结果 代入 (3. 6.2) 式 便 有 
1 十 451 十 4 识 十 扣 


T= 了’ 二 一 14= 一 Tf 二 Dr (3. 6. 10) 
求解 关于 4,B 的 方程 ,可 得 
I 2 ps 由 
eM 《3. 6. 11) 


Er 
这 里 AM 是 积分 常数 , 它 代 表 本 文 所 求 得 解 的 质 
由 于 这 里 所 得 度 规 是 新 近 平 直 的 ,因而 ， 可 利用 相应 场 在 无 穷 
外 球面 上 的 积分 来 求 场 方程 解 所 具有 的 电荷. 磁 荷 和 和 色 和 荷 .按照 文 
献 [37j 电 磁场 强度 可 以 定义 为 


m= CF Rr). (3. 6. 12) 


这 里 电荷 算 子 Q(r) 入 ediag( 一 1/3, 一 1/3,1/3 一 27/3 -7 
0)0%. 而 通常 的 电场 强度 EE(r) 和 磁场 强度 召 (”) 由 下 式 给 出 : 


E Pr DT, (Fo (QC)), 


B pT (en (QU ). (3.6. 13) 
从 (3. 6.47 和 (3.6.9) 式 ,可 以 求 得 


2 ~ 1  、、 
fF,,(r) = ET em Er Sa) prin 血 于 ， 


西 ，- 
a :pI 二 也 TO 二 


， 六 
Fo (Cr) — 
C3. .6.14) 
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一 站 十 名 一 六 了 


这 样 B(r) ~ 7 a Er) ~ 5 + (3.6.15) 


而 对 SU (3).. 色 电场 "(和 色 磁 场 Btr}, 有 


FE:(r)=2T, (CF, CX ()) ~ A 了 


Re dr 
是 Gell-Mann 算 阵 ,< 一 1 ,8， 3.6.168) 
BOT, (enb NF NY 
从 上 述 结 果 可 以 看 出 , 场 方程 解 所 具有 的 电荷 @. 磁 荷 P 和 QCD 
色 荷 C 分别 是 
4 二 6 一 D,> 和 
多 一 Dp :Po 
AT{d61 一 再) a 
C=, 《3, 6.17) 
Vv be 
国 此 ,所 得 度 规 便 可 表 为 
ds'=|1— | P+ 3 + CY) | de— 
，，_] 
12GM/r+ [P+ + (CY) | dr 一 
r pr eno) 3.6,18) 
从 度 规 表达 式 (3. 6.18) 容 易 证 明 , 存 在 如 下 事件 视界 : 
一 GM 圭 一 家 [P+ SQ + CY )|. 
(3, 6. 19) 
和 
PP 十 了 CQ? 二 (Co | CGM), (3. 6. 20) 
! 


3 
则 我 们 所 得 的 解 就 代表 一 个 黑洞 | 它 除 了 带 有 通常 的 电荷 和 磁 荷 
外 , 还 带 有 SU(3), 色 荷 . 
下 面 我 们 给 出 耦合 EYMH 方程 组 (3.6.3) 的 一 个 稳 访 轴 对 
称 解 . 对 于 稳 楚 轴 对 称 情 形 ,时空 度 规 可 表 为 如 下 形式 ， 
dS:= Xdri—Ydri—ZdF—Vd¢ —2Wdidg. (3. 6. 21) 
这 里 并 ,YY,Z,7, 克 ,只 是 > 的 函数 . 为 了 寻求 场 方 程 的 稳 态 轴 对 
。477。 


称 解 ,将 球 对 称 的 Dokos Tomaras 假定 推广 为 如 下 的 轴 对 称 形 
式 : 


”rT 


2 


可 
必 之 


A,—0,Asr,0) ~— Ss (TX Re, 
8 


Avtr 8) = diag 号 | ,五 | :五 "十 Bi ~—2(tBB:) ? 


DD 
A rs TXR),, 
$7,0) = FEdag CF ,FF FT 2 )), 
H(r,0)= Col. (0,0,0,0,/(7,0)), (3. 6. 22) 


F 


其 中 T=1/2diag (0,0,T,0), r 一 六 ， 


民 一 singcospe :十 stnesinpey 十 五 (recosge-， 
荆 一 r 十 decos20， 
B,C,D,E,F,,J 均 是 7,6 的 函数 . 显然 , 当 转 动 参数 < 一 0 时， 
(3, 6. 22) 式 应 回 到 (3. 6. 4) 式 , 故 应 有 
B/E=J {rs IC 一 (丽人 Cr 一 1r 
[Depp dO. {3,6.23) 
E=1,F,/2—$ (7) ,1 —ht(r), 
对 于 4a 关 0, 即 加 对 称 情形 ,将 (3.6.21) 和 (3.6.22) 式 代 人 耦合 
EYMH 方程 组 (3. 6. 3) ,我 们 很 幸运 地 找到 了 场 方程 的 一 个 严格 


解 如 下 (在 附录 中 ,我 们 将 给 出 具体 证 明 ); 
B=67=— Bs—bor, B= br —acosy, 


c=_ 达 看 -1 
rr sngtEcosp” 
ria:—bsrasingtang 
D=— (ri psacosd) ;上 上 二 rr 十 Pracosg 
广 ” 
Fi—A/ Evg'3,F,—— ra, 
15 4 vw15 
8 
五 一 by 和 也 一 OoE ， 
4 v15 


£3. 6. 24) 
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X 一 1 一 革 | 2M0 一 启 | 忆 十 了 (QC )| | 
yx/4,Z 一 3， 


Vo= 


2 2 3 
十 27 十 二 S|2Mr—e 这 


忆 十 二 (Q? 十 (CCD9| 上 eameejsmeg， 


到 一 一 吕 [ 2ar 一 臣 | 忆 十 二 CQe 二 (Co99) 


可 esmz8， 


4 一 一 十 o 一 G| 2Mr 一 中 | P? 十 二 (Q: 二 人 C??9| 上， 
(3. 6. 25) 
其 中 ,5 是 积分 常数 ,已 ,入 ,C 的 什 由 (3.6.17) 式 给 出 ,可 以 看 出 ， 
M 代表 质量 ,a 代表 单位 质量 的 角 动 量 . 至 于 了 P,Q@,C", 利 用 与 上 
节 则 样 的 分 析 方 法 , 即 可 得 出 它们 分 别 代 表 磁 荷 ,电荷 和 SU (37.. 


色 荷 ， 
从 度 规 表达 式 (3. 6. 25) ,可 以 证 本 存在 如 下 事件 视界 : 


Te 
访 一 GhM 士 | (GAO 一 全 一 -六 [P+ (QC) | 
C3. 6. 26) 
凶 3G] 名 2 2 和 宅 
因此 , 若 a' 二 语 |P 十 二 (Q 二 CO9] GM)’, (3. 6. 27) 


则 本 节 所 给 则 的 解 就 代表 一 个 具有 电荷 、. 磁 苟 及 SU(03) 色 茶 的 
旋转 黑 润 . 进一步 ,在 条 件 (3. 6. 27) 下 ,可 求 出 黑洞 的 无 限 红 移 面 


为 
痉 一 GM 士 [(GM)2 一 azcos2g 一 
3C 1 2 2 2 :和 1 
Pt)) | ， (3. 6. 28) 
注意 利用 度 规 表达 式 (3. 6. 21) , (3. 6. 24) 和 (3. 6. 25), 可 计 


算出 Einstein 张 量 Er=R:— 360¢R 的 非 零 分 量 为 


了 了 
== 六 | XEV Hava 2WFW+ CAW)’— 
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玖 一 一 


(XAV + WAaW)a | mn 全 | + 
Dearavaxr 2W BW + COW)’ — 
(XV 二 Wan)a In 猴 | |+ 

: | 


这 7[28Z 十 2 向 了 一 aZatklnyZ) 一 aya(inyZ)]， 


] 
4Yp 


Qav —vaWw)al ln 全 | | _ 


| 24WoV — Va)— 


225 | 2% Wa — Ya) 一 


(WAV — vaw)al jn ey ) 


FE:= oP dnZ) 十 aXQV 十 {aW) 引 十 


[2 六 oO 一 3oa(lnpZ) 一 3Xay 一 (a)9， 


一 过 5[2aap 一 3p 韦 (lnoy) 一 alnZ) 击 5 一 
(aXaV + oRaV +2aWaw) |, 


一 二 [28p 一 ap3 (lnpey) 一 3X37 一 (3aT7)2] 十 


[apadny) 十 3XBa7 十 (af 和， 


Es= LV EX+aXa V2WeW+ (aW)— 


+ 


VaX + WaWw)al In n 全 | I+ 


Zo LV BE+ OXY + 2WBW + (WW) — 


i pa 
(VaX + WaW)a| In 入 | |+ 72+28Y— 
a2a lnYZ)— aYoln(YZ)], 


这 里 se=XV 二 Wi, wv--g 二 {PpYZ)3, 从 (3.6.22) 和 (3.6.24) 式 ， 
ETO 有 


下 一 一 二 rd1a 名 (十 Pr tr/2,— 2 +T,)), 


了 
Fy— Sardiag Ah. ,A Ma A /2,0) ,Fs=0, 
Fas Fe, 0A ra sn * tr/2,0), 

Fao=—adiag(t0,0.— Tasmn br: rT/2,0) ,Fs=0, 


了 
DA=O Ai ro DH=O, A=ir dF 
(在 推导 DH 一 0 时 ,利用 了 关系 B 一 一 B;) ,其 中 
=htr a cos 0 ,DT, ~—h (rr acos'd), 
T=— 2racos0 + br — acos0) 
(B= 一 时 二 一 生字 站 十 了 了 一 0)， 
A 二 —2hracosd, A,=~— 2bracost, 
A — 2bracosp— (ri—a cos’p) 
(B= 二 一 BB 地 = 一 生字 机 十 机 一 00. 
为 了 得 到 能 动 张 量 的 明显 表达 式 , 将 用 到 赣 变 度 规 张 量 a”. 按照 
(3. 6. 21) 式 ,它们 可 写 为 


g™”= 一 二， 8 一 一 5 p=XV+W:. 


将 上 述 式 于 代 人 (3. 6.2) 式 ,可 求 得 能 - 动 张 量 的 非 零 分 量 为 


T:= 可 7 十 王 (Q:+ Cy)? )]: 
过 (十 ax(1 十 sinzb)) 一 一 TY， 

Te 一 一 3a(P’ + QT+C))). 
(7 +a asin’g 
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pp 号 | pr 2 ms 8 。 
T= +3 (QT CY) 生 ， 

人 = 二 | P+Qe+TCCo5] :过 = 

利用 前 面 所 给 出 的 一 系列 结果 ,经 验证 (3. > 24) 和 (3.6.25) 过 的 


确 是 耦合 EYMH 方程 组 (3.6.3) 的 一 个 严格 解 
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呈 。 径 典 黑洞 热力 学 


1973 年 , J.D. Bekensten 指出 , 可 以 在 黑洞 物理 学 中 引信 热 
力学 概念 -一 黑洞 也 共有 温 么 箭 . 黑洞 的 精 是 以 它 的 面积 表征 
的 . 与 此 相 联 系 , 我 们 首先 讨论 黑洞 物理 学 中 最 重要 的 一 个 定 
理 . 


$4.1 经 典 黑洞 的 面积 不 减 定 理 


经 典 史记 希 黑 洞 的 面积 惟一 地 决定 于 质量 , 商 经 典 史 瓦 希 黑 
洞 的 质量 不 可 能 减少 ,所 以 它 的 面积 不 减 是 不 言 而 喻 的 ， 一 般 黑 
润 没 有 这 么 简单 ， 面积 不 减 这 一 结论 是 需要 证 明 的 . 

面积 不 减 定理 的 一 般 证 明 是 霍金 于 1972 年 给 出 的 . 

Penrose 于 1968 年 给 出 一 定理 , 其 内 容 是 , 黑洞 的 视界 以 零 
短程 线 为 其 母线 (generator)， 沿 着 道 时 间 方 向 母线 可 能 在 视界 上 
的 某 一 焦 散 点 (caustic) 离 开 视 界 而 进入 外 部 空间 , 顺 着 时 间 方 同 
母 强 一旦 进入 视界 将 不 会 再 离开 视界 , 而 且 母 线 永 不 相交 叉 ; 母 
线 通 过 视界 上 任 一 点 5( 焦 散 点 和 除外 ?有 一 条 且 忆 有 一 条 ,此 定理 的 
证 明 如 下 . 

过 视界 上 任 一 点 都 只 有 一 条 零 短程 线 . 如 果 有 两 条 和 零 短 程 线 
在 视界 上 一 点 处 相交 ， 则 过 此 点 的 局 部 区 锥 一 定 要 与 视界 相交 ， 
这 显然 是 不 可 能 的 ， 这 表明 , 视界 以 零 短程 线 为 母线 , 且 和 母线 在 
钢 界 上 永 不 相 诡 . 

如 果 沿 着 顺 时 针 方 向 , 母 族 在 视界 上 一 点 离开 视界 ， 则 沿 此 
坪 缆 上 的 点 的 逆 时 方向 , 母线 的 切 矢 量 就 是 该 点 过 去 局 部 光 锥 与 

a 了。 


视界 的 切 矢 鞋 . 又 沿 这 一 母线 的 顺 时 方向 ,和 母线 只 能 在 该 点 的 未 
来 局 部 光 锥 面 上 , 由 于 零 短 程 线 在 该 点 的 切 拓 量 是 惟一 的 , 故 沿 
顺 时 和 针 方 启 ， 该 点 的 母线 就 是 未 来 局 部 光 锥 与 视界 的 切线 . 这 就 
证 明了 , 一 旦 母线 进入 视界 就 将 永 不 离开 视界 . 

1. 查 曲 时 空 几 何 光学 

我 们 认为 光波 的 波长 足 够 得 ,以致 于 在 局 部 时 空中 可 以 把 它 
看 作 平 面 波 . 这 样 , 光 的 传播 便 避 和 守 几 何 光 学 的 基本 定律 . 

定义 波 矢 量 


% 一 地;，9 为 等 位 相 面 ， 


可 以 证 明 Kk” 一 (4.1.1) 
实际 上 ， 9 
Dux, KR rm Lr = Pdr Lp 了 Te 一 
a = twtr dt wd 一 


tT Ur d=0, Uw) 


天 执 可 以 展开 为 
和 一 (ae 十 后 ,十 ec 十 27 (4,1. 2) 
= kx, 
其 中 ~ 之 ,= 之，4< 工 , 工 即 几何 光学 适用 的 空间 线 度 . 
由 广 祥 相对 论 真 空 麦 克 斯 威 方程 
FS= A A 
F2 一 0， 
4 一 0， (4.1.3) 
可 以 导出 一 A% 十 R%A'=0. (4.1. 4) 
实际 上 FfF* 二 gg” 二 Eg” gCAnp— ra) ,= 
A®— A*=0, 
而 A%—=pg"g*A, wg EC— RA Apa) = 
— RA A*=— R™A,.. 
此 即 C4.1,.4) 式 .由 (4.1.2) 式 可 以 得 到 
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As 一 | (ee 二 sx 二 5 二 Far eb to) Je™, 
一 A 二 RR" 二 | 二,(ar 十 eb 十 …) 一 
2 (ate i) a Te 十) 一 (ar 十 
ebrt ee) + Rated t+) Je w=0. 
合并 同 阶 项 , 令 其 为 零 ， 得 到 
| 羡 | 一 站 茎 天 和 一 0 
此 式 表 明 波 矢量 为 零 撩 量 ; 
皮 ,pr — 2 et 二 a) 一 0 
于 是 得 到 矢量 振幅 的 传播 方程 
al 十 二 wa4 一 0 (4.1.5) 
对 标量 振幅 的 传播 方程 而 言 ， 洗 引信 
dus—af,, 
fu 是 单位 极 化 矢量 上 且 ff * 二 1. 则 


Da a Rta sp KIA), Kd A sp 


2 a dK Oa Ks 
故 得 标量 振幅 的 传播 方程 为 
ra 一 一 于 ap i {4. 1. 6) 


我 们 可 以 把 上 式 写成 一 个 微分 守恒 定律 - 
Kea ta rr, C—O0, Barw),, = 0. 
取 如 图 4-13 所 示 的 光束 超 曲 面 , 应 用 高 斯 定理 , 有 


| Cal’) dE =| (ak)ydV, = 
马 和 
_ | Cazkeydy 十 | (azeodyr 一 0 (4.1.7) 
人 (13 TI 


式 中 三 是 4 维 体积 , V 是 3 维 超 曲 面 , 侧面 与 零 短程 线 平行 ， 上 
下 截面 ( 疯 面 ?与 零 短 程 钱 垂直 . 由 此 可 以 得 到 积分 守恒 量 
“35 


F'n 
图 4-13 


| caredy, = CONSt. 
它 在 光 的 传播 过 程 中 保持 不 变 , 这 自然 解释 为 光 通 量 . 
对 于 一 个 无 穷 小 光束 而 言 , 设 它 在 志 时 启 的 截面 或 等 位 相 面 
为 5, 则 上 述 积 分 守恒 量 可 政 写 为 
ea 一 常数 . 


3 
亦 即 S20) (aig) uk 一 0 


式 中 是 沿 某 一 零 短 程 线 的 仿 射 参量 . 
利用 (4. 1.6? 式 即 得 在 光 东 传播 过 程 中 ,光束 截面 积 的 变化 规律 
KT, = Ku, ‘4.1. 3) 
最 后 , 我 们 由 自由 电磁 场 方 程 和 Einstein 引力 场 方 程 来 推导 
一 个 重要 的 几何 光学 定理 , 即 光 线 东 聚焦 定理 


2 pli2 | 
2 一 一 | 2 十 于 Repeoe] an. C4. 1. 9) 
:ol k nal 并 2 
式 中 个 三 er 了 Car ,72， 
实际 上 我 们 有 
]72 
5 (0) 03 ni 一 
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1 _, l 
(Kr Yo 50 1 (wo, 


2 
dig!” 1 
a Bl) ,= 


SEse wt Ca) HP 一 


| 一 


到 | (ei) 二 六 Cy | 二 
] 中 1 了 [A2 
于 | Ce — 上 : nt tC) | = 


叉 册 KK" 一 0 得 (wi ,二 0 二 gk ee 


或 Net = — ete! ,» 
以 之 代入 上 式 即 得 (4. 1.9) 式 ， 现 引入 能 量 正定 条 件 
Two 0, 


在 (4.1.9) 式 中 全 二 译 tww” 一 六 (w?w)* 是 一 个 广义 协 变 标量 ， 
引 人 和 人 局 部 懈 性 系 后 ， 可 令 KO Ceo, 3 Ai 一 (Fo 一 此) ， 


8 一 开 (m 一 此 0 1) 22 站。 
而 Rk’ Ke = Rg KT Ko 一 
Rese tuT rt = Te. 
上 述 不 变量 在 局 部 随 动 惯性 系 中 ; 0 一 了 0 一口. 
x ke = KT oo es 二 Trsray 一 此 人 二 0 十 53) xt. 
考虑 到 了 Tw 一 pe” 是 能 量 密度 ,7T:: 是 压强 p. 已 知 的 物 态 均 满 
是 pep， 故人 妈 须 To 或 能 密度 非 负 ， 即 有 
Rwrx' 之 0( 所 谓 笠 会 际 条 件 》， 
这 就 最 后 证 明了 
dg 


a (4. 1.10) 


即 光束 截面 增长 率 "9 沿 光束 传播 方向 永 不 增加 ， 
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下 而 我 们 证 明 霍 金 的 面积 不 减 定 理 : 者 宇宙 监督 原理 成 立 ,能 
量 正定 条 件 成 立 , 则 沿 着 时 间 方 向 ,所 有 黑洞 的 总 面积 永 不 减少 . 

实际 上 , 可 以 把 视界 上 的 母线 分 成 无 限 多 个 无 穷 小 线束 ， 对 
于 任 一 线束 有 (4,1.10) 式 ,， 即 


d2o1? 过 I da 
Tar < 或 | dar) < 


设 当 4 一 为 时 ,9 一 | ， 一 0, 在 此 点 aX) 曲线 单调 下 降 ， 
则 当 丸 之 加 时 ,应 有 


da do 
| dd | 
所 以 在 点, 曲线 仍然 单调 下 降 . 又 因为 
dig!’ 
de 0 
所 以 曲线 还 是 凸 的 , 肯定 要 与 4 轴 相 交 . 这 就 是 说 , 经 过 有 限 长 
时 间 [ 对 应 于 (2 一 为 )]， 使 得 oi 二 0, 在 视界 上 同一 线 东 中 的 诸 包 
条 母线 互相 交 灸 ,这 违背 Perose 定理 . 因此 ,要么 是 由 于 我 们 的 
假设 9 一 0 不 合理 ;要 么 线 东 中 的 母线 在 交叉 之 前 已 落 人 奇 点 ， 


这 导致 奇 点 裸露 , 不 符合 宇宙 监督 原理 . 既然 前 提 是 遵守 宇宙 监 


督 原理 和 Penrose 定理 ,就 只 能 是 "9 交 0， 即 任 一 母线 束 的 截面 


积 在 顺 时 针 方 向 不 减少 , 故 整个 视界 面积 (线束 截面 面积 之 和 ) 永 
不 减少 , 于 是 证 明了 黑洞 视界 面积 不 威 定理 . 


$4.2 经 典 黑洞 的 温度 和 炳 


考虑 一 个 由 热源 . 冷 源 和 工作 物质 组 成 的 热机 (Gercoch 引力 
热机 )， 如 图 4-14 所 示 ， 
冷 源 : 克 尔 - 纽 曙 黑 酒 . 
热源 ; 距 黑 酒 无 限 远 处 一 个 含有 (温度 为 的) 黑体 辐射 的 大 
热 库 . 
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工作 物质 :盒子 和 缆绳 . 
循环 过 程 :盒子 由 热源 处 装潢 热 辐 
射 ， 缓慢 地 移 到 黑洞 视界 附近 , 这 一 过 
程 系统 (引力 ?对 外 作 功 4 打开 合子， 热源 
将 质量 为 Br 的 辐射 注入 黑洞 ;盒子 关 
上 ,缓慢 地 升 至 热 库 处 , 这 一 过 程 外 需 
对 系统 作 功 A;. 
在 一 个 循环 过 程 中 , 系统 对 外 界 作 
功 (4: 一 4 从 热源 吸出 热量 忽 一 中 


此 热机 的 效率 为 A 
A A, AA, 冷 尖 视界 
7 二 dO 一 5 ‘4. 2.1)} 
设 盒 子 ( 静 止 的 ;中 心 与 黑洞 视界 的 图 4-14 
固有 上 距离 为 d，, 我 们 下 面 将 证 明 , 这 时 盒子 和 黑洞 的 结合 能 为 
B=j(1— «ad). (4, 2. 2) 


式 中 w 为 盒子 在 渐 近 平 直 室 间 的 质量 , < 是 时 润 表 而 的 引力 加 速 
度 , 4 远 小 于 黑洞 半径 ,我们 有 
A=B=y(l— xd), 
4 一 【请 一 此 AT 一 KE) ， 
A 一 A =du(l— rxd), 
于 是 C4. 2.1) 给 出 效率 
7=1— wd. (4. 2. 3) 
下 面 证 明 式 (4. 2. 2)， 
有 电磁 场 存 在 时 ， 质 点 的 哈 米 顿 主 函数 


Ss | za 
满足 哈 米 顿 - 雅 可 比方 程 


ee| eA | 六 一 o4| + =0, (4. 2, 4) 
式 中 e 和 分 别 为 荷 电 质 点 的 电荷 和 静 质 量 ，A, 为 电磁 4 和 拓 , 
为 固有 时 . 上 可 写 为 
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了 一 二 一 全 :xz 《4. 2. 5) 
于 是 广义 动量 可 写 为 
四 
PP 一 二 = 号: (4. 2. 6) 


克 尔 -纽曼 时 空 有 两 个 Killing 矢量 :各 和 加 ,广义 动量 的 4 
个 分 量 可 表 为 


11 
I 


d 
一 下 RCr)， 
4 
a8 
(4. 2.7) 


a 
| 


| 
3 


| | 
各 | 呈 和 全 | 访 | | 外 | 中 


P,= 
式 中 尽 人 tr 和 已 (的 分 别 表 示 分 离 变量 后 的 径 向 函数 和 横向 函数 ， 
m 为 磁 量 子 数 ，w 为 质点 能 量 . 分 离 变量 后 ， 径 疝 方程 和 横向 方 
程 具有 形式 


一 一 出， 


4| 这] 一 二 [一 上 (2 十 2 十 Ma 十 Ger 上 十 六 一 一 一 下， 
(4. 2. 8) 
[ 写 Ee awsing| 二 jeacos’8 =K, (C4. 2.9) 
式 中 人 MM, 包 和 a 分 别 为 黑洞 的 质量 ， 电荷 和 比 角 动量 , 下 为 分 离 
变量 常数 ， 
A= rr}(r—r_)}=rta t+Q 2Mr, C4, 2.10» 
ri=MtvM—a—&, (4. 2.11) 


把 (4. 2.7) 代 人 (4.2.8)， 得 到 
{wtr+a)— (aPot+Qer)} := (PA) + Cr RA. 
《4. 2. 12) 


解 此 方程 , 得 到 


w= (NPteV +t os {PA + rt ER) AM. 


i 
(C4. 2. 13) 


a 二 站 站 。 


起 中 Qs Vo (4. 2. 14) 


对 于 无 限 远 处 的 观测 者 ,相对 死 尔 -纽曼 黑洞 视界 面 静止 的 
质点 满足 


r=—=const, #§——const, g— — £9, 
Baa 
P,=P,= 
, i i dr dq’ 
Po—= Hs pga 一 天 go + gs =0, (4.2. 15) 
由 此 可 知 ”mw=0， 《4. 2. 16) 


即 在 拖 忠 系 中 观测 ， 质点 不 转动 .考虑 不 带电 质点 的 正 能 访 ， 
(4. 2 3 而 化 为 


om 一 > 3 Car tA . 《4. 2. 17) 
证 人 很 小 ， 且 有 
一 ”+ 十 人 ， (4. 2. 18) 
则 ras (re 十 0] 1 + ， 
， 27 
er Ka (pe 7 十 玉 )| 1 十 | ， 
A 20 (7; — MM). (4. 2. 19) 
将 上 式 代 人 (4. ?2.17), 略 去 高 阶 小 量 , 得 到 
1 
om tt) 280 一 MO (C4. 2. 20) 
?as 


式 中 6 为 坐标 距离 ， 应 该 用 国有 距离 表 之 . 固有 距离: 纯 空 间 踪 
离 ) 具 有 形式 


de 一 r dzrdz 一 dr +| es 一 经 ]dy (4. 2. 21 ) 
将 克 尔 - 纽 紧 度 规 代 人 上 式 , 并 注意 4 一 5-=0， 得 到 
dla ndr. (44, 2. 22) 


与 分 对 应 的 图 有 距离 是 
d 二 信 ” Py 7 十 seo 六 ”ce _ dr 
"十 


1 rr 
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《二 .2 23) 
注意 我 们 用 了 6 很 小 这 一 近似 条 件 , 下 面 不 再 写 近 似 于 的 符号 ， 


2 2 2 1 
d=20" [| ， (4. 2. 24) 
， 一 六 
rr 
0 Tr Tao Cd. 2. 25) 
代 人 (4.2.20) ， 得 到 
2 KK 172 
snd {eg (4. 2. 26) 
式 中 “Te (4. 2. 27》 


为 视界 表面 的 引力 加 速度 . 
由 (4. 2.15 一 167 和 (4. 2.9) 可 得 
K=wiaisind pacos'd, (C4, 2. 28) 
代入 (4.2.26), 得 到 
wisn 1 


w= dx # 十 十 kzeos 浙 《二 ， 2. 29) 


由 C4.2.26) 知 w 和 a 是 同 阶 小 晤 , 故 右 端 括 号 中 第 二 项 与 第 一 项 
比较 可 酷 去 ， 于 是 有 
w= 请 Ke (4. 2. 30) 
此 即 视界 面 附 近 一 质点 具有 的 引力 热能 (于 有限 远 处 观测 )， 此 质点 
车 静 涉 于 无 限 远 处 , 其 能 量 为 rx, 因此， 当 此 质点 静止 于 视界 面 
附近 时 ,其 引力 结合 能 为 . 
B=4— w= pul —«d). 
此 即 式 44. 2. 2). 
下 面 我 们 继续 讨论 Geroch 引力 热机 的 效率 (4.2.3). 当 a> 
0， 风 =1. Geroch《1971) 由 此 指出 第 二 类 永 动机 的 可 能 性 . 但 是 
Bekenstein(1973) 指 出 , 量子 力学 原理 不 允许 5 二 0, 给 出 了 盒子 
大 小 的 下 限 , 因此 效率 仍然 小 于 1. 
假设 盒子 是 边 长 为 a 的 正方 体 , 盒 内 充满 温度 为 工 的 热 辐 
射 ， 显 然 热 辐射 的 最 大 波长 为 
。 92 。 


Arax = 
或 von 一 /7 
根据 维 恩 位 移 定律 ， 
w= 2, 822kT /hh. 
式 中 匀 为 波 尔 蓝 显 常数 , 我 们 有 
Vnan “He 


2xie ee 


1 8B 。 2rfc fe 
即 5 二" fF 82 全 天- 


:~ 
于 是 有 a> 了 > 证: 


代 人 (C4. 2. 3)， 得 到 
7<1 一 比 . 【各 2 31) 


另 一 方面 , 由 卡 诺 定 理 知道 


Tp 
7<1 一 荣 . (4. 2. 32) 


式 中 Ty 为 黑洞 ( 冷 源 ) 的 温度 ， 人 们 发 现 , 式 (4.2.31) 和 
(4, 2, 32) 惊 人 地 相似 ， 黑洞 具有 温度 

Ta— Pr, (C4. 2. 33) 

Tgp 二 Brfe: 一 x/ck. CCGS 单位 ) (4. 2. 34) 
此 式 表明 , 黑洞 的 热力 学 量 和 它 的 引力 参量 有 着 密切 的 联系 .由 
于 式 中 还 含有 普 朗 克 常 数 , 此 式 还 表明 黑洞 温度 还 具有 量子 论 方 
面 的 性 质 . 

由 上 面 的 讨论 可 知 , 式 (4.2. 34) 和 通用 于 克 尔 黑洞 和 克 尔 - 纽 

曼 黑 洞 , 对 于 忠 瓦 希 黑 润 这 一 特殊 和 情况, 我 们 有 


加 c+ _ fe 
“GM b=’ 
To tr ~10 "he. Cd. 2. 35) 


上 比 式 表 明史 瓦 希 黑洞 的 温度 由 其 引力 质量 惟一 确定 . 质量 越 大 的 

黑洞 ,温度 越 低 . 当 M~Me，, 则 Ts~10 "K. 可 见 质 量 大 的 黑洞 

温度 接近 绝对 零度 . 而 当 M~10"g，Ta~10*K. 可 见 原 初 小 里 
" 493. 


洞 的 温度 极 高 ， 约 为 太阳 中 心 误 度 5 一 107K) 的 10 万 和 倍 . 

黑洞 上 共有 非 零 温度, 按 热力 党 第 二 定律 ,黑洞 应 该 有 辐射 ， 
即 黑洞 不 是 黑 的 , 这 与 经 此 黑洞 理论 戏 拥 ,要 解决 这 一 六 盾 ， 必 
须 突破 经 典 ( 非 量子 ) 的 概念 1974 年 ， 堆 全 论证 了 黑洞 的 量子 辐 
射 ， 从 而 解决 了 这 一 了 矛盾. 我 们 将 在 第 6 章 中 专门 讨论 黑洞 的 量 
子 辐射 . 

现在 我 们 继续 讨论 建立 在 黑 润 温度 概念 基础 上 的 黑洞 热力 学 
问题 . 

在 热力 学 中 ,可 以 证 明 , 对 于 一 个 转动 物体 有 


8M = THS + {87. (C4. 2.36) 
考虑 到 (4,.2.33)， 式 (3. 3.2) 可 写 为 
aM=T8| a +087. (4.2. 37) 
比较 上 二 式 ， 可 认为 黑洞 作为 一 热力 学 系统 ， 具 有 炳 
A 
Su grp (4. 2. 38) 


黑洞 的 炉 与 其 表面 积 成 正比 ， 即 与 其 引 为 半径 的 平方 或 质量 平方 
成 正比 ， 因此, 一 颗 恒 星 的 质量 为 M, 和 为 Sw，， 则 声 缩 成 蚂 洞 
后 , 其 精 与 原来 的 炳 之 比 为 
sa 
Du 
对 于 太阳 ， Ss 二 103erg/K， 当 Me 一 Mo 上 时， 有 SasxsxTIO7 erg/ 政 ， 
所 以 


MM. C4, 2, 39) 


Ss Mo =10", 


So 
从 而 有 a 二 10%/Me. 
(4. 2. 39) 具体 化 为 


Sa_ 0 
=10*7 (4. 2. 40) 


可 见 恒星 十 缩 为 黑洞 的 过 程 中 炉 增 加 ,信息 量 减少 . 
Bekenstein 曾 指 出 , 在 上 式 中 令 
Sa/Su=1, 
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得 到 

一 105g rami10 cm. (4, 2, 41) 
这 是 可 以 贡 缩 为 黑洞 的 恒星 质量 下 限 ,， 就 是 原初 小 黑洞 的 质量 下 
限 ， 这 类 最 小 的 原初 小 黑洞 所 含 核子 数 为 10”, 怡 等 于 静电 力 与 
引力 的 比值 , 它 的 寿命 怡 等 于 宇 窗 的 年 龄 ,这些 看 似 巧合 的 事情 
究竟 反映 了 自然 界 的 什么 内 容 规 律 至 今 尚 不 清楚 . 


$4.3 黑洞 热力 学 的 基本 定律 


前 面 的 讨论 可 以 总 结 为 黑 润 热力 学 的 四 条 基本 定律 . 
1. 热力 学 第 零 定 律 
黑洞 可 以 定义 温度 . 由 于 稳 态 黑洞 的 表面 引力 加 速度 在 视界 
面 土 是 恒定 的 ， 国 此 可 以 按 (d4. 2.33) 和 定之 温 庶 . 
2. 热力 学 第 一 定律 
人 AMf 一 了 0 十 有 67 十 Td 总 . 


A re 
式 中 T= Bx, Sr’ VFar 


3, 热力 学 第 二 定律 
{Sp Sm) EO. 

式 中 5。 为 黑洞 周围 物质 的 业 . 即 含 黑 洞 的 系统 的 总 箭 沿 顺 时 方 
问 永 不 减少 . 

4. 热力 学 第 三 定律 

不 可 能 通过 任何 有 限 步 又 把 黑洞 的 表面 引力 加 速度 “ 降 到 
零 . 

下 一 章 将 讨论 黑洞 热力 学 的 量子 修正 , 假定 读者 已 经 熟悉 热 
力学 中 各 个 量 和 各 个 方程 , 熟悉 统计 和 量子 场 论 的 知识 , 还 有 本 
书 第 一 篇 中 的 数 掌 知识， 
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黑洞 热力 学 的 量子 理论 


$5.1 离 达 与 即 这 


按照 时 洞 物 理 中 的 热力 学 类 比 , 爱国 斯 坦 引 力 理论 中 的 黑洞 
炉 (4. 2. 38) 可 写 为 


天 天 
一 一 《5， 1， 1) 


式 中 42 县 黑洞 视界 面积 , , 一 HG/e?)'? 是 普度 克 长 度 “， 在 睦 
洞 物理 中 ，Bekenstetn-Hawking 入 5S” 的 基本 地 位 与 普通 热力 学 
中 的 相同 . 它 可 以 由 含 黑洞 系统 的 自由 能 对 系统 温度 的 偏 导 数 决 
定 . 在 欧 氏 方案 中 中 ,自由 能 直接 与 真空 爱 因 斯 坦 方 程 的 规则 欧 
氏 解 (Gibbons-Hawking 瞬 了 和子) 的 欧 氏 作用 量 相 联系 . 按照 热力 学 
第 一 定律 ,黑洞 的 热力 学 精 定 义 为 

dF=—S™dT., (5.1.2) 
式 中 7 为 系统 温度 , 白 由 能 既 舍 经 典 ( 主 级 ) 贡 献 ,又 含量 子 ( 单 
圈 ) 柳 正 . 因此 ,热力 学 炉 除 了 含 经 典 ( 主 级 ) 部 分 5S" 以 外 ,还 应 
含有 量子 修正 S1”: 

号 7 一 5 十 7. {5. 1. 3) 
为 了 得 到 Sr2, 须 比 较 两 个 平衡 位 形 , 为 此 ,通常 确定 5” 的 计算 
都 以 规则 G-H 瞬 子 作为 背景 度 规 . 这 种 计算 方法 称 为 即 壳 (on 
shell) 方法. 

黑洞 热力 学 的 基本 问题 是 其 统计 力学 基础 这 个 问题 包括 三 
部 分 : (1) 定 义 黑洞 的 内 在 自由 度 ; (2) 计 算 统 计 力 学 六 
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SY 一 一 Tr(p"np")， 密度 和 矩阵 p* 描述 动力 学 自由 度 ; (3) 建 立 
SY 和 2 之 闻 的 关系 "5 

为 避免 歧义 ,我们 使 用 了 ”统计 力学 精 ”， 以 强调 4 是 按 统 
计 力 学 规则 计算 得 到 的 . 至 于 密度 矩阵 po, 其 形式 和 性 质 依赖 于 
具体 模型 , 本 章 我 们 考虑 一 类 模型 ,黑洞 的 内 部 自由 度 就 是 其 量 
子 沂 发， 这 种 想法 最 近 有 不 少 文献 采用 ， 这 类 模型 的 共同 特点 是 
所 考 上 处 的 p 是 热 的 , 有 大 量 文 章 就 各 种 黑洞 模型 计算 了 统计 力学 
粮 . 我 们 下 面 力 图 冰 明 这 些 计算 结果 和 可 观测 的 热力 学 黑洞 炉 
5S 之 闻 的 关系 . 

应 该 指出 , 对 于 黑洞 , S$ 了 和 SY 之 疗 的 关系 并 不 简单 ， 通 常 
的 热力 学 系统 ,3 一 SS 而 黑洞 具有 与 其 他 热力 学 系统 不 同 的 
性 质 . 在 热平衡 态 下 ,黑洞 质量 M 是 温度 了 的 普 适 函数 . 但 是 质 
量 惟 一 决定 黑 润 几何， 从 而 决定 了 描述 其 量子 激发 的 哈 米 顿 的 内 
襄 参 数 ， 这 个 性 上 质 带 来 两 个 后 果 ; 《1)S ”与 85“ 对 黑洞 来 说 是 不 相 
同 的 ;(2) 计 算 SY 并 与 5 比较 要 用 离 过 (off shell) 方 法 . 这 就 是 
必须 把 温度 了 和 黑 酒 质量 M 看 成 独立 参数 . 这 导致 当 耳 关 了 T** 寺 
(8z27)-!' 时 ,不 存在 规则 真 宅 欧 氏 解 这样， 只 能 考 虚 非 真空 引 
力 场 方程 解 的 背景 度 规 , 或 者 去 掉 秽 界 附 近 的 时 空 , 使 解 不 完 
整 ,二 者 必 居 其 一 . 在 这 两 神情 况 下 ,自由 能 的 计算 都 会 遇 到 问 
题 , 甚至 其 结果 会 依赖 于 具体 离 壳 方法 的 选择 . 

下 面 我 们 将 给 出 黑洞 精 不 同 定义 之 间 的 关系 . 我 们 还 将 讨论 
并 比较 各 种 离 索 方法 ( 砖 墙 , 顶 角 奇异 性 , 印 锥 ,体积 截断 )， 以 
及 它们 与 即 壳 方法 之 间 的 联系 .我 们 就 一 个 简化 了 的 2 维 模型 说 
明 这 些 联 系 . 这 是 因为 在 这 简化 模型 中 所 有 计算 都 能 精确 进行 . 
可 以 明显 给 出 热力 学 粮 与 统计 力学 粹 不 同 , 我们 可 以 找到 单 图 修 
正 的 5S 和 SS* 之 间 的 关系 . 其 中 一 主要 结果 是 , 在 所 考虑 的 2 维 
模型 中 , 量子 声 对 热力 学 炳 的 单 圈 贡献 S1” 可 写成 

SI? 二 SY 一 ,SS 十 入 5， (5. 1.4) 
式 中 SS 说 是 在 Rindler 空间 所 计算 的 统计 力学 箭 ， 45 是 一 附加 的 
有 限 和 修正 , 来 源 于 量子 效应 引起 的 视界 改变 .用 苇 墙 和 体积 截断 
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方法 所 计算 的 炉 直 接 和 各 S*“ 相 关 , 它 正比 于 lne, 在 2 维 情 况 下 是 
发 散 的 , 其 中 c 是 离 视 界 的 距离 . 另 一 方面 , 用 项 角 奇 异性 和 和 钝 
锥 方法 计算 的 精 与 人 “一 Sky 相符 ,因为 SS ”中 的 对 数 发 散 项 恰 
好 与 Rindle 灶 中 的 发 散 项 抵消 ,所 以 它 是 有 限 的 . 

如 所 和 若 , 决定 自由 能 的 单 圈 有 效 作 用 量 含 局 域 紫外 发 散 . 为 
了 得 到 定义 很 好 的 有 限量 , 须 重 整 化 .通常 假设 裸 经 典 作 用 量 所 
包 会 的 局 域 结构 与 单 圈 计算 中 出 现 的 相同 ,在 重 整 化 过 程 中 ， 通 
过 对 经 典 作用 量 中 粳 合 常数 的 重新 定义 ， 可 以 去 掉 局 域 单 圈 发 散 
性 . 在 我 们 的 讨论 中 , 假设 此 重 整 化 一 开始 就 已 完成 , 我 们 把 重 
整 化 的 可 观测 量 当 作 即 壳 解 的 参数 , 这 时 , 重 整 化 的 单 立 有效 作 
用 量 是 有 限 的 ,影响 此 解 的 量子 修正 可 视 为 对 大 质量 (远大 于 普 
朗 克 奈 量 ) 黑 洞 的 币 扰 ,我 们 发 现 , 用 可 观测 参数 表示 的 所 有 蛙 
洞 热力 学 特征 量 都 是 有 限 的 , 且 其 定 尺 不 需要 普 庆 克 尺 度 的 物理 
知识 .下 面 我 们 首先 重 温 欧 氏 方 案 的 主要 特征 , 并 给 出 我 们 要 讨 
论 的 箭 的 一 般 定 义 ， 然 后 讨论 2 维 模型 和 即 壳 、 离 帝 方 案 ， 


$5.2 欧 氏 方案 和 热力 学 彤 


用 欧 氏 方案 解决 硅油 热力 学 问题 的 出 发 点 是 配 分 郴 数 Z48) 
和 有 效 作 用 量 W(t8). 一 个 有 黑洞 存在 的 系统 ,其 目 由 能 由 路 径 
积分 定义: 
e “Do— ZF) 一 | Dye" , 5. 2,. 1) 
式 中 7T[ 和 是 欧 氏 经 典 作 用 量 , 而 所 有 的 物理 量 #$, 包括 引力 场 
gm， 在 欧 氏 时 间 + 上 都 假定 为 周期 性 的 或 反 周 期 性 的 (依赖 于 统 
计 ), 周期 为 8.. (5. 2.1) 中 的 度 规 是 渐 近 平 直 的 , 参数 及 .的 倒 
数 是 空间 无 穷 远 处 测 得 的 温度 . 假定 积分 测度 CD 纹 是 协 变 测度 . 
计算 W 的 标准 方法 是 用 半 经 典 近 似 . 者 向 是 I[ 科 的 稳 访 点 ， 
即 若 3 ,一 《5. 2.2) 


“9 


则 有 分 解 式 了 加 十 条 二 了 [$3 十 TC 十 …， (5. 2. 3) 
式 中 1, 是 线性 化 作用 量 中 对 张 落 上 是 二 阶 的 部 分 ， 而 省 略 号 代表 
g 的 高 阶 项 . 由 此 可 得 

ZK8) = er-; 所 | 品 $e-hrt: se ZB). (5.2.4) 


式 中 对 #$ 的 高 斯 积分 可 用 相应 的 小 算 符 DD, 的 行列 式 表示 ， 
Z1(P)S=Z $I= idetC— Dp } Ti, (5,2.5) 


算 符 D, 由 作用 量 的 一 阶 部 分 五 一 于 |dz VB $DD,$ 决 定 ,其 显 
式 依 赖 于 自 旋 1/. 例如 , 对 于 台 维 室 间 中 共 形 不 变 的 无 质量 标量 
场 , 也 ,一 4 一 地 一 2004 一 1 机. 式 中 24= VY "是 拉 普 拉 
斯 算 符 , R 是 标 曲 罕 .常数 je 是 一 任意 的 重 整 化 参数 ， 量 网 为 长 
度 ,， 且 不 依赖 于 场 位 形 光 由 (5.2.5) 可 以 写 出 单 圈 近似 下 的 有 效 
作用 量 : 
WBS=Ih I lnZ.(8)=I$ BI + WC (BP)). 
(5. 2. 6) 
单 疾 贡献 Wi[C#o] 是 紫外 发 散 的 , 日 像 通 常 一 样 , 经典 作用 量 这 样 
选择 , 使 得 只 要 重新 定义 工 中 的 耦 人 台 常 数 ， 就 能 去 掉 WW 中 相应 
的 局 域 发 散 性 . 现在 , 我 们 做 定 这 些 程序 已 经 完成 ， 且 经 典 作 用 
量 是 用 重 束 化 参数 写 出 来 的 , 各 为 其 极 值 点 ，W, 是 重 整 化 的 单 
团 作 用 量 . (5. 25) 中 参数 4 选择 的 任意 性 对 应 于 重 整 化 后 作用 
基 可 附加 一 有 限 部 分 . 

为 了 把 这 个 一 般 方 案 运 用 于 黑洞 情况 ,我 们 假设 黑洞 椒 施 
转 , 不 荷 电 ,， 且 不 往 在 对 称 性 破 缺 , 使 得 所 有 场 的 平均 值 除 引 力 
场 外 均 为 零 , 而 且 ， 为 了 给 出 引力 场 ( 真 空 ) 方 程 的 渐 近 平 直 解 ， 
取 重 整 化 宇宙 常数 为 零 . 其 解 代表 一 个 Gibbons-Howking 瞬 子 ， 
它 在 欧 氏 视界 处 规则 . 在 爱 因 斯 坦 理 论 中 , 此 瞬 子 由 史 瓦 希 度 规 
描述 ， 且 只 依赖 于 一 个 常数 , 即 黑 洞 质 量 rx， 这 一 度 规 在 视界 处 
规则 的 具体 含意 是 Bb.. = Br = Bam, 

+ 499 。 


当 考 虑 量子 修正 时 , 须 记 住 ， 对 给 定 边 界 条 件 (r 上 的 周期 
隆 ) 的 系统 ， 黑 润 与 周转 的 热 辐 射 处 于 平衡 状态 ， 而 此 辐射 也 将 
对 可 观测 的 热力 学 量 有 贡献 . 对 于 无 限 大 乒 度 的 热 课 (heat 
bath》, 此 贡献 是 无 限 大 , 而 且 黑 洞 与 无 限 大 热 澡 的 平衡 是 不 稳定 
的 . 因此 , 必须 从 一 开始 就 考虑 由 一 有 限 尺 度 的 边界 面 B 包围 的 
黑洞 . 我 们 假定 此 面 不 能 被 场 穿 透 , 这 一 点 可 以 由 相应 的 边界 条 
件 保 证 .为 简单 起 见 , 设 B 是 球 曾 ,半径 为 rs, 黑洞 位 于 球 心 处 . 
对 于 史 瓦 着 黑洞 , 车 rs 过 3m， 则 热 稳定 性 便 得 到 保证 . 最 后 ,在 
这 一 问题 的 描述 中 , 参数 8 是 在 8 上 测 得 的 温度 的 倒数 . 另外， 
我 们 假定 所 有 必要 的 要 求 都 已 达到 , 不 再 重复 讨论 . 

(5.2.6) 中 的 重 整 化 有 效 作 用 量 WW 是 由 一 个 特殊 的 经 典 解 计 
算得 到 的 . 它 本 身 由 泛 画 定义 : 


WI[# = WC， 《5. 2. 97) 
其 中 场 几 任意、 边界 条 件 已 选 定 . 极 值 点 

8W 加 

56 一 (5, 2. 台 》 


描述 一 修正 的 场 位 形 ;与 经 典 解 之 差 为 量子 修正 :$ 二 加 十 志 轴 ， 须 
强调 的 是 , 如果 对 单 图 效应 感 兴趣 , 办 和 8 的 史 值 之 差 将 是 普 半 
克 常 数 互 的 二 阶 项 : 
帮 (58 一 全 [08 门 一 全 [8) 十 o( 巨 ) (5, 2. 9) 
这 可 由 (5.2.8) 式 得 出 , 只 要 量子 修正 解 和 经 上 典 解 满足 同样 的 边 
界 条 件 . 
ra 圈定 ,自由 能 (8B) 二 BW(P) 对 温度 倒数 8 的 变化 便 可 
确定 黑洞 的 热力 学 炳 : 


SDP) AP | 1) wa). (5. 2. 10) 
我 们 记得 , 重 整 化 有 效 作 用 量 WB8) 是 即 沉 计算 的 , 即 f= 8xem. 
热力 学 粹 可 写 为 

SD SDS. (5. 2. 11) 
可 以 证 明 "*”， 


* SO0* 


573 一 [8 着 一 1] reg(p) (5. 2. 12) 
就 是 C5. 1.1) 给 出 的 BH 炉 S”, 而 

SC 一 | 8 1) Wc)) (5. 2. 13) 
表示 量子 修正 . 此 妖 正 也 含 夸 润 外 热 辐 射 的 精 . 由 构成 来 看 ， 热 
力学 炉 $S2 定 必得 很 好 且 有 限 . 所 有 的 计算 都 是 即 壳 的 ， 即 在 一 


引力 场 方程 的 规则 完整 欧 氏 解 上 做 出 的 . 此 解 的 参数 仅 由 重 整 化 
耦合 融 数 表示 ， 


8$ 5.3 模型 描述 ; 即 壳 结果 


在 4 维 人 情况 下 ，S59 的 计算 相当 复杂 , 为 了 讨论 5 的 性 质 及 
其 与 SY 的 联系 , 我 们 考虑 一 个 能 够 精确 计算 的 简化 2 维 模型 ， 
虽然 这 些 量 的 2 维和 4 维 显 式 不 同 , 但 研究 2 维 模型 可 以 对 4 维 
情况 做 出 一 些 确定 的 结论 ， 为 保留 与 4 维 情况 最 大 限度 的 相似 
性 ,我 们 考虑 2 维 dlaton 引力 . 其 作用 量 为 


f= 一 二 | Ce 十 20Yr 十 2 7dzz 一 
到 | (一 ko)dy 十 | VY 9 Pp' dr. (5.3.1) 


2 维度 规 Y, dilaton 场 + 和 标量 场 g 是 这 一 问题 的 动力 学 变量 . R 
为 Y 的 曲率 ,天 为 3M 的 外 曲率 . 若 标 量 场 8 不 存在 ,此 作用 量 可 
由 4 维 欧 氏 爱 因 斯 坦 作 用 量 


TY | Re vg dir — 
二 | Ke ~ KY VFRd'z C5. 3. 2) 
通过 球 对 称 度 规 
ds:—Yudzr’dzx’ rd (5.3.3) 


退化 得 到 , 这 里 六 ,是 2 维度 规 , r 是 2 维 流 形 上 的 标 阔 数 , dmw 是 
单位 球 上 的 线 元 , 尺 是 标准 删除 项 , 且 一 KK 汶 ， 
SO * 


由 于 2 维 作 用 量 与 4 维 作 用 量 是 退化 相关 的 ， 场 对 (为 ， 多) 
显然 是 泛 阴 了 的 极 值 太 ,其 中 四 =0;7Y, 是 2 维 史 瓦 希 度 规 
dr:= fdri+ Fdri, f=1l—r. /rr. (5. 3. 4) 
Fr 一 r+ 处 的 规则 化 条 件 要 求 z 是 周期 性 的 , 且 周 期 为 本 
Bn 二 4rr;. 具有 度 规 (5.3.4) 的 G-H 有 瞬 子 , 即 规则 
完整 欧 氏 流 形 ， 如 图 4-15(a) 所 示 . 
考虑 G-H 瞬 子 上 外 边界 Za(lr 二 ra， 网 图 4-15 
tb) 内 的 区 域 Ms. 车 在 面 zs 上 固定 边界 条 件 ， 而 8 
是 线 + 二 rs 的 固有 长 度 , 则 由 边界 条 件 (8, rsa) 表示 
的 区 域 Ms 的 经 典 欧 氏 作用 量 为 
Tt, ra)=1[7o: 和 1 二 
3xr3 — rr ry Pry. 
《5. 3.5) 


式 中 7 由 下 式 定 义 : 

B=drri{(1—r_ /ray 《5.3. 16) 
呈 为 ra 处 温度 的 倒数 . 当 a 一 co 时 , 二 
4zr.:， 经典 作 用 量 简 化 为 


1(B) = EP (5. 3.7) 图 4-15(b) 
按照 $5.2 中 的 一 般 讨 论 ， 有效 作用 量 的 单 圈 贡献 为 
WB)=31ndet(— /eA). (5. 3. 8) 


这 里 ;， 和 恒 整 化 的 行列 式 是 在 2 维 朋 子 5.3.4) 的 区 域 Ms 上 计算 
的 , 为 了 具体 讨论 , 我 们 假定 场 8 在 包围 黑洞 的 边界 Ea 上 遵从 狄 


里 赫 利 边界 条 件 . 作用 量 中 去 掉 的 发 散 项 是 


di —_ ss| 2 .Ind 
Wt LMs | rr 全 wd 号 十 17xLAdaJ， 《5， 3. 9 


T[LAfas ] 一 二 | | 及 wy 了 dr 十 引 、 kV hdy| (5.3.10) 
式 中 6 是 紫外 规则 化 参数 ，zCMs) 是 G-H 瞬 子 Ms 的 欧 拉 示 性 
数 . 为 了 去 挤 体 积 发 散 性 ~ | ，， 须 在 裸 经 典 作用 量 中 引入 字 宵 


* S502" 


常数 i. 重 整 化 之 后 我 们 令 它 等 于 一 172, 见 (5.3.1) 式 . 要 去 掉 
{5. 3. 10) 中 其 他 发 散 项 , 需 在 (5.3.1) 中 引入 附 吉 项 , 但 由 于 此 
项 仅 为 拓扑 不 变量 , 故 可 略 去 . 

应 用 共 形 变换 . 单 图 有 效 作用 有 量 全 .48) 可 表 为 显 式 . 注意 度 
规 (5. 3.4) 可 写 为 


d=| 1 一 全 |de+|1 一 全 sr: 一 erdz， (5. 3.11) 


ds: = pridr dr). 5. 3. 12) 
_ I 半 
这 里 5 一 下， 0 过 :7 二 2r， 
六 一 六 1 
区 一 一 ODS 《5. 3, 13) 
站 天 十 
且 共 形 因 子 为 
oO 一 去 | in| +ln[ 全 ] (5. 3. 14) 
六 了 十 A 


为 保持 量 网 一 致 ， 在 平 前 空间 度 规 (5. 3,12) 中 引入 了 量 岗 为 长 度 
的 参数 x. 上 述 共 形变 挤 
Yee YY 《5.3. 15) 
是 区 域 Ms 到 平 直 ?2 维 单位 盘 DD:( 用 gz 的 单位 测量 ) 上 的 目 射 .可 
以 证 明 , g 的 选择 不 影响 物理 结果 . 
对 于 共 形 场 , 此 映射 下 多 的 变换 式 在 后 面 &85.11 中 给 出 . 
用 C 表示 单位 盘 D: CC5. 3.12) 式 ] 的 恒 整 化 单 圈 有 效 作 用 量 , 采 
用 关系 式 {5. 11. 9)、 得 到 
WCB8, rs}=WW [8, yt8, ra))], 《5- 3. 16) 
式 中 y= 二 r+ /ra: 而 用 
售 ,(8， 光一 二 | 一 全 +2my 二 17 一 23 一 132 | 一 
Bhn 5 十 C (5. 3. 17) 
此 二 式 需 作 些 解释 ， 首先 , 不仅 边界 处 的 温度 倒数 8 依赖 于 “六 
年 ”ys， 单 圈 有 效 作 用 量 也 依赖 于 rs. 对 给 定 的 rs 和 户 , 引力 半径 
r+ 由 式 (5.3.6) 定 义 . 为 了 简化 表达 , 我 们 采用 无 量 岗 变量 > 一 
。503 。 


ruirst 而 不 用 rs，(5. 3.6) 式 意味 着 y 是 由 关系 式 


yl—y ) 2 一 和 (5.3,18) 


ry 
定义 的 避 和 rs 的 畏 数 . 
自由 能 和 热力 学 炉 的 各 自 单 圈 贡 献 Fi 和 和 S1” 由 下 列 公 式 确 
定 : 
站 ro) 一 用 WB re), 


8 
了 TI _ 1 
1 =B 29 本 


一 人 人 8， re. C5. 3.19) 


W 的 导数 可 用 WV， 的 导数 表示 ; 
WP, re) | = | WE, 
?a = 一 和 一 


a8 9y 


(5. 3, 20) 

dy _ 2y(1—») 
式 中 8|, Bay) 《5. 3. 21) 
一 等 式 来 源 于 (5. 3. 18). 根据 (5. 3. 19)~{5. 3.21), 最 后 得 到 


Si" (y, 8)= 


48t2— 二 | > 一 133 一 287 +13y | 一 


去 Iny 二 证 a 翅 % 一 臣 一 C. (5. 3. 22) 
此 量 是 有 限 的 . 无 量 纲 常 数 C 不 焦 玉 于 系统 的 参数 ,而 反映 售 定 
义 中 的 不 确定 性 ， 对 于 进一步 讨论 ， 这 不 确定 性 并 不 重要 ， 因 此 
这 项 和 其 他 类 似 常 数 可 省 略 . 当 z 很 大 (ra 六 r+ 或 yE1) 时 ，S 


中 的 主要 项 是 人 rs8-'. 此 项 和 一 维 无 质量 标量 量子 热气 体 的 入 
相合 .我们 所 考虑 的 情况 总 是 rs 过 过 3r+， 所 以 上 面 的 限制 只 1 有 形 


式 上 的 意义 ， 当 ma 一 忆 六 时 ， Si 二 CO, 致使 y 一 六 时 热 容量 为 无 
限 大 . 可 以 预见 , 4 维 情 况 下 这 些 世 有 相同 的 行为 . 


本 SDA4" 


§5.4 高 过 方法 


在 前 面 的 讨论 中 我 们 用 到 了 (5. 3, 6) 式 . 它 可 以 写成 8. 一 
Bw 其 中 Pp. 二 B01 一 r+/rs) 2 是 苑 限 远 处 观测 到 的 边界 三 s 处 
的 温度 的 倒数 ， (rr_ /rs) 2 是 红 移 因 子 ，8r 是 Hawking 温度 
倒数 (也 是 在 无 了 眼 远 处 测量 的 ). 8 -= 名 明显 给 出 了 热 辐射 和 黑 
润 之 间 的 平衡 条 件 . 也 正 因为 有 这 一 条 件 , 我 们 才 谈 及 即 壳 量 ， 

下 面 我 们 讨论 另 一 种 方法 一 一 离 壳 方法 ,其 中 背景 度 规 不 满 
是 8. 二 Bs. 这 时 有 效 作 用 量 的 单 圈 贡 献 为 三 个 变量 (8, rs 和 7+ ) 
的 畏 数 : 

Wi = rp we) 

用 上 标 * 表示 此 量 依赖 于 离 误 方 案 的 选择 . WY 的 自 变 量 中 的 省 
略 号 表示 它 还 可 能 依 顿 于 某 些 附加 参数 , 这 些 参 数 由 于 离 壳 方案 
的 不 同 而 不 相同 ， 因 为 这 些 参 量 并 不 重要 , 故 证 面 将 不 青 表示 出 
来 . 

在 一 般 情 况 下 , 离 壳 和 定 义 为 离 壳 自由 能 玉 " 二 8-'W' 对 温 
度 变 化 的 上 反应， 条件 是 系统 的 参数 (rs) 和 和 黑洞 参数 (rr, ) 固 定 ， 按 
这 个 定义 , 单 图 离 壳 炳 为 
这 里 假定 计算 结束 后 要 加 到 即 壳 极限 . 这 就 是 说 , 令 SY 中 的 ++ 
等 于 即 壳 值 ， 此 值 由 解 相应 的 引力 场 方 程 确定 . 

如 果 不 采 用 rs 和 r+， 而 采用 无 量 网 变量 


y 
y=y(ras rr ) 一 一 ， 
ra 


一 雪 涪 . 《5.4.1) 


a—~atP, ra: = 全 = 一 一 全 一， (5.4. 2) 


r+ 
4rr 1 一 十 
rp 


则 WY 和 Si? 的 显 式 就 可 以 变 得 很 简单 . 变量 a 是 离 充 参 数 . 当 


系统 即 壳 时 , x 二 1. 定义 
505。 


WB rar .一 

WB, aCB, rps Fi) yr Fe), + ), {5. dd. 3) 

当 辕 定 7 种 7s 时 ; yy 也 国定 ， 于 是 (5. 4.2) 表 明 a 正 比 于 8. 因此 
有 

MY CP, a ys ) 


S17 = 8 十 
MCB, a ys) WW (5, 4, 4) 
Nr By | 


如 前 所 说 ， 当 计 算 完毕 后 , 须 令 a=1. 于 是 $S7 相应 的 即 壳 值 只 
依赖 于 边界 条 件 8 和 rs 做 了 一 般 的 讨论 之 后 ,下 面 我 们 讨论 具 
体 的 离 元 方法 . 


8$sS.5 读 墙 模型 


1. 有 效 作 莉 量 

作 为 离 壳 方 法 的 第 一 个 例子 , 我 们 讨论 所 谓 “ 砖 墙 模型 ” 
(brnick-wall medel)， 它 由 't Hooft 提出 5 ， 随 后 有 诸多 文章 讨 
论 后 ”5， 其 基本 思想 是 在 离 黑洞 视界 很 近 的 地 方 * 固 有 距离 为 *) 
引信 一 附加 的 类 光 边 界 芋 ， Za 和 荆 之 间 的 区 域 表 示 为 Ms. 如 图 


图 4-18 
4-16) , 按 't Hooft 的 意见 ,进一步 假设 场 gq 在 两 边界 Zs 和 ze 处 
都 满 是 狄 里 赫 利 条 忻 ， 砖 墙 模型 的 出 发 点 是 在 区 域 Ms. .中 的 无 质 
量 标量 场 的 配 分 哨 数 Z7 (BB): 


* oO0p* 


InZ* (8)= —3Indet(—/£A). (5. 6. 1) 


式 中 户 为 Za 处 测 得 的 温度 的 倒数 .“lndet? 理 解 为 重 整 化 量 ， 4 
是 区 域 Ms ,内 满足 狭 里 南 利 条 件 的 标量 场 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 由 于 
内 边界 也 的 存在 ， 热 气体 不 能 穿 透 的 黑 泣 视界 附近 区 域 就 被 完全 
消除 掉 了 ., 因此 ,无 论 参 数 8 和 和 的 关系 如 何 , 这 系统 都 不 是 奇 
异 的 . 而 县 砖 墙 模型 适用 于 离 沈 情况 . 为 了 区 别 用 这 一 离 壳 方法 
算得 的 量 , 我 们 用 缩写 字母 BW 作为 上 标 ,， 相应 的 配 分 函数 Zt 
和 和 和 作用 量 Wr?” ”不仅 依 翰 于 8 和 rs， 也 依赖 于 «和 视界 处 的 
dilaton 值 >+. 现在 我 们 的 任务 是 找 出 WI (8B ras rr;， 0). 
显然 , 这 一 问题 可 以 简化 为 菜 种 “标准 ?2 维 平 直 区 域 的 有 效 
作用 量 的 计算 . 我 们 取 圆 柱 面 为 这 一 区 域 ( 如 图 ). 
一 个 比较 方便 的 方法 是 分 两 次 完成 共 形 变 搞 . 
首先 , 采用 映射 (5. 3.15), 其 中 oa 由 (5.3.14) 给 出 , 在 此 变 
换 下 , 度 规 形 式 为 
日 型 一 p(xridr:+dr’y, ns Trace SA]1. (0.5.2) 
此 空间 的 贼人 入 图 见 上 图 . 它 是 圆锥 C 在 面 Zsatx 二 1) 和 ZC) 之 
间 的 部 分 KK ,， z= 的 值 和 固有 距离 + 的 联系 为 
ovexp| 2 | (5. 5. 3» 
式 中 参数 y 和 a 由 (5. 4. 2) 式 确定 . 
其 次 ， 把 天。 .映射 到 度 规 为 pfqr: 十 ds2)7 的 圆柱 Q;. 上: 
di =— pe (rdi tdr) =x [A (dr +dz)], z=—lnz. 
[5.5.4} 
此 柱 面 周 长 为 2xa,， 母线 长 为 6 一 一 Ine( 在 产 单位 下 )》， 
因此 ,只 要 知道 标准?” 柱 名 , 的 有 效 作 用 量 克 ,[@.-]， 通 
过 共 形 变换 ， 就 可 以 得 到 作用 量 Wi 08，rsy r+，*)?， 可 以 证 明 
《 狗 仿 三 .12) 
Wi [QQ, = —lInTre Si, {5.5.5) 
式 中 如 是 满足 犹 里 赫 利 边界 条 忻 的 无 质量 标量 场 在 区 间 (0, jy.) 
内 的 蚂 米 顿 ， 于 是 , 对 于 +. 沪 ] 有 (网 $ 5.12) 
* DOF* 


WLQ. j=— De 一 本 mn ral | {5.5.6) 


尽 度 参量 在 上 式 中 不 出 现 是 因为 竹 面 上 的 作用 量 有 尺度 不 
性 ， 共 形变 换 下 有 效 作 用 量 WCLK。, J] 为 


WILK,, J=—W[Q, ,J—7se, (5. 5. 7) 
而 变换 (5. 3.15) 给 出 

本 一 WI [KK,, 十 ay， {5. 5 8) 

fly)=— | 一 全 十 2lny 十 27 十 13y 一 13 (5. 5. 9) 


应 用 (5. 5. 6) 一 (5. ; 8), 1 可 以 得 到 最 后 结果 . 用 (8， ar y，f) 写 出 
的 有 效 作 用 量 Wi, rn FT 4 | 


Wp, 天 中 十 中 一 分 吕 (8， atp8, ra . 了 人 Cr £)s 


5.5. 10) 

和 i 1 | 2 
WI (By oy: ia 2 

a 

gia Ta (8/0O). C5. 5. 11) 

当 a 一 1， 就 是 即 壳 情况 ,此 时 作用 量 可 以 写成 和 的 形式 ; 

WB, a=1, yo) =W (A, y)+ 

1 1 并 _ 

ln slnmearary {ton IE C5, 9, 12» 


式 中 区 域 Ms 上 的 热力 学 作用 量 W, (8, y) 由 式 (5.3.17) 给 出 ,而 
附加 项 来 源 于 墙 的 存在 ， 当 * >0 时 它 对 数 发 散 . 

2, 炳 

苇 墙 模型 的 精 Ss” 由 (5.4.1) 用 Ww 给 出 . 写 咸 (8, a, yy， 人 
的 形式 为 


1 :i 1 
S31 (Ps a y, = 12e 2In 2meae my 十 了 1| 十 
Inpreg ara) ytotn Bo 《5.5.13) 


令 a 二 1 便 得 到 Sr 的 即 壳 值 . 

这 里 应 注意 , 重 整 化 参数 p 未 出 现 于 (5. 5.11) 和 (5. 5. 13)， 
故 车 墙 作 用 量 Wtf” 和 和 SI 都 不 含有 x 这 是 因为 在 常 共 形 变换 
下 ， 有效 作用 量 需 附加 一 正比 于 流 形 的 欧 拉 示 性 数 的 项 . 但 是 
Ms :与 柱 面 的 拓扑 相同 , 欧 拉 示 性 数 沪 零 . 因此 , 有 效 作 用 量 在 
常 共 形变 摸 下 不 变 , 并 不 售 kk 另 一 方面 , 完全 规则 酸 子 的 欧 拉 
示 性 数 与 D: 相同 , 都 不 为 零 . 结果 共 形 反常 积分 不 为 零 , 因而 天 
作为 维 数 变 换 的 参数 出 现在 热力 学 作 内 量 和 先 中 . 

下 面 我 们 证 明 , 砖 墙 炳 (5. 5. 13) 和 和 统计 力学 颂 相合 ,并 可 写成 

SB ay yt)—=— Tr op no C8)]. ‘5. 5. 14) 

式 中 p(B) 是 黑洞 附近 区 域 Ms :中 的 无 质量 气体 的 热 密度 矩阵 ， 
是 Es 处 测 得 温度 的 倒数 ,在 'rHooftt 的 砖 墙 模型 中 , 这 种 热气 
体 被 认为 是 黑洞 的 内 部 自由 度 . 

为 了 证 明 (5. 5.14) 式 ; 我 们 先 把 S: 的 表示 式 改 写 一 下 . 
(5. 5.7) 和 (5. 5.8) 式 给 出 


WH (RB, ra rr 一 of) 一 下 十 Wi[Q (5.5.15) 


为 了 得 到 31 ,我 们 圈定 ra, r+: 和 ec. 于 是 yy 不 依赖 于 8, 而 < 正 
比 于 8, 结果 (5. 5. 15) 中 前 两 项 对 SI 无 贡献 , 故 有 
s 人 "一 [4 训 一 荐 Wi[Q, 一 记 c 十 言 m 亚 +olc 
《5.5, 16) 
易 证 此 式 和 (5. 5. 13) 相合 . 注意 WiLQ .J 由 (5. 5. 5) 给 出 , 量 
(1 一 B938))lnTre 加 :可 写成 
—Trfpr CA ln p(B8)1. 
式 中 大, 是 长 工区 域内 的 哈 米 顿 ， 而 
PCB) 一 me 一 2， 
应 用 这 些 关系 式 , 可 以 把 (5. 5,16) 写 为 
SW =—Tr[p,. (2xrpua)in pw (2rpa)]， 《5.5. 17) 
此 式 表明 5 党 是 区 间 px 内 温度 为 (2xjpa) :的 1 维 热气 体 的 精 [ 由 
。509 。 


于 前 面 说 明 的 原因 ,不 出 现在 (5. 5.16} 中 ]. 

此 结果 可 以 用 来 证 明 (5. 5.14) 式 , 因为 密度 矩阵 P。 (2xrpee) 
和 黑洞 密度 捧 阵 p08) 相合 实际 上 ,我 们 用 了 保持 对 称 性 
‘Kiiling 矢量 ?的 共 形 变换 , 并 没有 影响 边界 条 件 . 在 这 些 条 件 
下 ， 共 形 无 质量 场 的 哈 米 顿 是 不 变 的 ， 故 密度 和 矩阵 也 是 不 变 的 . 
但 是 要 注意 , 我 们 用 来 定义 温度 和 呀 离 的 尺度 会 改变 . 为 了 定义 
能 量 、 温 度 等 ,我 们 必须 保证 Killing 矢量 的 归 一 性 . 现在 我 们 选 
择 { 在 外 边界 Zs 处 ) 条 件 ( 皇 )s 一 1. 特 共 形 因子 在 过 界 处 不 为 


零 、 则 必须 重新 标 度 fr 一 8 二 exp( 一 gs)S*, 使 得 共 形 变换 后 ， 在 
边界 处 有 :二 1. 我 们 有 

ei ee BH, (5. 5. 18) 
式 中 B=exp(— os)p, 地 二 exp (lag}H. 


二 是 共 形 相关 度 规 ,一 e “7 中 区 间 的 网 有 长 度 ， 
特别 是 考虑 到 我 们 在 第 一 步 中 用 到 的 共 形 映射 (5. 3. 11) 和 

(5. 3. 14)，(5. 5, 18) 给 出 

p(B) 一 的 【27peaD， C5. 5. 19) 
式 中 p* 是 初始 黑洞 密度 矩阵 ,cx 是 Rindler 空间 中 的 热 密度 和 矩 
阵 ， 其 度 规 为 

d= [dT de =| | dr trax (5. 58. 20) 
Rindier 空间 的 温度 倒数 2rpa 是 在 边界 式 一 产 处 测量 的 ,此 处 满 
是 grr 二 1， 参数 pe. 为 内 边界 到 视界 的 固有 距离 , 用 民 indler 度 规 
测量 , 注意 固有 上 距离 并 非 共 形 不 变量 . 最 后 , 把 Rindler 空间 映射 
到 平 直 空 间 [ 相 应 的 有 效 作用 量 的 变换 玉 。 ,一 Q&,, ,由 (5.5.4) 式 
给 出 ], 可 以 得 到 Rindler 密度 矩阵 和 区 间 内 的 密度 矩阵 之 问 的 关 
系 : 


PE (2xpa) = px (apa). (5.5. 21)» 
Siw 的 统计 力学 形式 (5. 5.14} 便 可 由 (5.5.17)、(5.5.19) 和 (5. 
5. 21) 得 到 . 


» SID" 


$ 5.6 顶 角 育 异性 方法 


我 们 可 以 不 去 近视 界 附近 的 -区 域 , 而 直接 研究 完整 的 辕 洞 
几何 . 但 是 者 总 和 各 Tawking 值 8p 不 同 , 时 空 不 再 是 规则 的 、 因 
为 视界 r 一 r，(Klng 和 失 量 的 辣 定 点 ) 处 有 角 坊 损 为 27(1 一 a) 的 
项 角 奇 异性 . 这 样 的 空间 在 硕 角 人 处 具有 类 的 曲率 ， 因此, 它 不 
是 真空 爱 因 斯 坦 场 方程 的 解 . 我 们 称 这 空间 为 奇异 瞬 子 , 用 44 
表示 {如 图 ): 


图 4:17 

直接 用 这 一 流 形 做 单 疾 计算 是 可 能 的 . 我 们 把 相应 的 方法 称 
为 顶 角 奇 异性 方法 .所 得 结果 和 规则 空间 的 区 别 在 于 此 外 发 散 性 
的 结构 ， 顶 前 奇异 性 导致 有 效 作 用量 中 出 现 附 吉 的 , 源 于 视 完 面 
的 发 散 项 ; 重 整 化 需要 新 的 项 - 但 是 重要 的 是 这 些 项 的 数量 级 为 

(PB. —Pi) ~ (lea):, 

故 即 壳 时 它们 对 墨 润 丧 和 和 白 由 能 均 无 贡献 ， 

在 2 维 情况 下 ,HH (5. 11. 2 和 (5. 11.3)， 可 将 奇异 朋 子 4783 
上 作用 量 的 发 散 部 分 写成 ， 


We* [CM] 一 


| v7 dix 十 


~ gre 


| X[M8] 十 却 (1 一 0) | C5. 6.1) 


XY Ms] 一 | | Raez 十 2|, hdy 十 4x(1 一 | . 


《5. 6. 2) 
* ll"* 


如 《5. 3. 9) 一样, 式 中 是 紫外 截断 参数 ，R 是 规则 曲率 ， 量 
XLM5 jj] 是 M3 的 欧 拉 示 考 数 , 且 与 Gibbons-Hawking 瞬 子 相同 : 
XLMs |]= XL Me]j=1. 
因此 , 精确 到 (一 a)*， 规则 瞬 子 的 发 散 项 与 奇异 情况 相合 [比较 
(5. 3. 9) 和 (5. 6. 1)]， 而 其 差 在 即 壳 时 不 影响 精 . 如 前 , 我 们 假设 
已 重 整 化 , 只 采用 重 整 化 的 量 ， 
现在 我 们 用 项 角 奇 异性 方法 计算 离 过 有效 作用 量 FFY 和 业 
Ss, 
与 前 面 的 讨论 相似 ， 户 为 处 的 温度 倒数 ， a 二 8B.. /Br 为 离 
壳 参 数 . 我 们 再 次 采用 共 形 变换 (5. 3. 1). 但 是 现在 它 把 奇异 瞬 
子 映 射 到 标准 锥 C。， 其 母线 为 单位 长 度 ( 雇 yy 为 单位 )， 
di =rideTdr), DSSiDOsTS2ra (5.6.3) 
利用 (5. 3.11)、(5. 3.14) 和 (5.11.9) 式 , 可 以 把 有 效 必用 量 W 
和 Cs 上 的 作用 量 联系 起 来 . 如 前 , 用 变量 (8, a, y) 写 出 , 此 作用 
量 为 


WB, ragsrr)=We (Bp, alB, rasri) ,ylrasrr)). 

《5. 8. 4) 
a | 一 
2 | 


2 | 十 Ctay, 
2TAG 


WB, a, »)=—78| 2y+13y:—15 十 4ln 


1 | 1 
| 3 1 一 ny 十 2 


(5. 6. 5) 
式 中 (a) 是 单位 锥 的 有 效 作 用 量 , 当 a==1 时 , 与 单位 盘 D: 的 有 
效 作 用 量 相 同 : Cla 二 1)=C， 函数 Cia) 不 会 &4， 并 导致 情 的 一 纯 
数 项 . 它 的 形式 对 我 们 不 重要 . 
取 即 壳 极 限 «二 1 时 , 项 角 奇异 性 消失 ， 邦 
WEB, a=1,y) =W Cy, 8). (5. 6. 6) 
式 中 矿 ,(y, BB) 是 (5.3.17) 给 出 的 即 壳 有效 作 用 量 . 


入 5 由 WSs(8， a，Y) 通 过 式 (5. 4.4) 确 定 ， 于 是 有 
* ol2* 


ot ] 11 
$1 08， a, = "一 1—lny+2ln se | + C0), 
(‘5.68.77 
0 | 
趟 中 CH) =|a 1l'C(e) {5, 6. 员 ] 


在 a 二 1 堵 是 无 关 常 数 . 在 顶 角 奇异 些 方 法 中 , 重 整 化 作用 量 本 人 
和 入 3S， 部 是 有 限 的 ， 


$5.7 钝 锥 方法 


考虑 前 页 图 中 的 硼 异 租 子 和 一 系列 在 顶 衣 处 几何 略 有 变化 的 
规则 流 形 ( 如 图 )， 这 些 几 何 . 获 姜 
曲率 处 处 规则 , 仅 在 视界 附近 和 和 
奇异 妃子 不 同 . 我 们 称 这 种 几何 
为 " 钙 朋 子 "， 而 把 这 种 离 壳 延 拓 
称 为 钝 锥 方法 . 在 这 一 方法 中 .aa 
以 如 人 香 无 限 曲 率 流 形 的 量子 化 和 
重 整 化 问题 . 计算 的 最 后 才 去 挥 
硕 角 奇异 性 的 规则 化 ， 

为 了 简化 计算 ,我 们 选择 离 
沈 延 拓 的 一 种 特殊 形式 . 它 由 两 D 
个 参量 表征 : 离 完 参数 4 二 六, /By 

一 个 新 参数 9， 它 描述 钝 瞬 子 顶 4 1 
点 圆 化 的 程度 钝 肯 子 度 规 取 为 


ds 一 | 去 | (oid bd ) 0AErE2T ,07 (5.7.1) 
| 


2 二 PH vol) apt a 
区 域 的 边界 s 位 于 6 一 ] ,其 长 为 8 如 前 , 办 洞 质 量 参数 含 于 盛 
量 纲 量 y==r. /rs 中 . 惟一 确定 印 瞬 子 的 参数 为 8, rr 和 7 当 


a 二 1 此 度 规 和 G-H 毅 子 度 规 相 辣 . 
* 513。， 


为 了 计算 钝 瞬 子 上 重 整 化 的 单 圈 有 效 作 用 量 , 我 们 把 这 一 锁 
瞬 子 映射 到 一 单位 盘 1》 上 ， 首先 考虑 一 任意 的 静态 欧 氏 2 维 流 
形 , 其 线 元 9 和 单位 盘 上 线 元 dr 共 形 ， 


， 2 
ds = | 全 | Ta’dr’ +b:doe: =exp 2a) re [eide + dx 1. 


C5. 7. 2) 
式 中 DTT TTDECl, 
0 过 fT 迄 1， 
于 是 ,上 度 规 系数 4,5 和 共 形 因子 
_ jap) | ob | 
Tp) = In- 01 十 dp 一 十 In| 2 C5. 7.3) 


都 只 合 p. 归 一 化 条 件 要 求 
ol}=lntB/2re) 
和 上 一 z 
把 共 形 反常 积分 ( 见 $5.1I1? 用 于 度 规 (5, 7, 2), 得 到 单 轿 有 
效 作 用 量 


We 一 一 


1 BY fC 
ub 十 .dP a 
a 


2 | 0 


a t 
(zl ,tate (5.7. 4) 


这 里 a' = 二 da/dp; 和 常数 CC( 与 前 面 类 似 ) 是 单位 盘 DD 的 有 效 作 用 量 . 
在 导出 此 式 时 已 用 到 视界 处 度 规 的 规则 化 条 件 (a /| 一 1. 对 
于 印 瞬 子 度 规 (5. 7.1)}， 有 


1 a 十 on 
d= pp, Pp ya op 《5, 了, 5) 
一 于 人 > 十 a 
“一 Je 十 2 | Areca 十 ayg27f] 一 一 十 到 
站 | 
In| 3x ) 
钝 锥 有 效 作 用 量 为 
Waa, 六 号 ?六 十 ;一 
WE, qt Fs 广 - Vrps ri)s 7), 【5. 了， 6) 


"514: 


We CH, 全 Y= 人 1 天上- 


6 27T04 
(a—1) 1 hn 民 一 
2 口 十 六 一 yy 六 | 1 十 六 
| 罗 
| An | 
ln : Ta + LIn|y: XX 


4 1 ] 1 
四 re 
1 ,lar year 1 
24°1 7 1 2 yr | 
1atar 
4 1 er 


了 uC 一) 人 1 一 2(e 一 1 一 y :十 亏 十 C， 
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{5.7.7) 

参数 7 的 作用 类 似 于 读 墙 模型 中 的 截断 参数 c， 当 规则 化 参数 7 一 
0 时 , 作用 量变 为 


i a 1 
WI C8, a, 人 一 一 圭 a 庆 2 十 着 | 一 六 二 1 n3 一 Za3y 一 


13cye 十 2(o 一 DIna 十 生 十 3e 十 12 | 十 
7 i 人 = 
Cat 1 ln7 Toot ). (5, 7. 8) 


在 即 索 时 (a 二 1), 上 度 规 (5.7.1) 变 为 G-H 瞬 子 度 规 ， 相 应 的 即 元 
有 效 作用 量 为 


i _ _ BB 
WF Cf, 一 1 人) 一 一 二 na 
届 | 一 人 十 2ny 一 23 一 137 +17|+C. (5.7. 9) 


、 上“ 


与 (5. 3.17) 给 出 的 即 壳 作用 量 信 .<8、y) 相 同 ， 相应 的 印 锥 粹 当 忆 
二 0 时 有 限 , 二 为 

SH C8, 1,y.0) 一 ] 训 一 证 ny 看 In 开 到 

5. 7,10) 

此 结果 和 顶 角 奇 异性 方法 得 到 的 灶 SY” 相同 ( 差 一 个 不 重要 的 常 


数 ). 
四 nis 由 


$5.8 体积 截断 方法 


本 廊 , 我 们 再 讨论 一 种 黑 润 有效 作 用 量 Wl 的 离 完 定义 . Wi， 
可 以 表示 为 某 一 拉 格 半日 密度 关 (x) 对 背景 空间 的 体积 分 : 


W" = adr ry C5. 8.1) 
相应 的 拉 氏 密度 可 写成 热 核 算 符 在 坐标 表象 中 的 对 角 元 素 的 项 : 

ee or) 一 一 二 | 空 (ze | 二， (5. 8. 2) 
于 是 ,对 作用 量 本 身 有 标准 公式 

Wi = Jin det(— yA) = 一 二 全 STrewe, (5.8.3) 


现在 考虑 一 次 异 瞬 子 , 并 对 规则 点 7>r+ 计 算 (rx). 令 友 
表示 中 视界 一 很 小 上 距离。 的 面 . 把 积分 限制 在 有 外 的 区 域 Ms. 
中 , 如 图 . 于 是 , 作用 量 W, 依赖 于 新 参量 “， 我 们 称 这 一 离 充 方 


图 4-19 

法 为 体积 截断 方法 ， 相 应 的 量 用 上 标 ve 表示 . 

体积 截断 方法 自然 地 来 源 于 黑洞 箭 的 动力 学 -内 部 方案 ”. 
在 这 一 方法 中 ， 黑 洞 的 内 部 自由 度 等 同 于 在 视界 附近 传播 的 场 的 
态 . 由 于 视界 的 量子 涨 落 ,， 对 于 视界 极 近 处 的 传播 模式 ， 其 量子 
涨 落 幅 相对 较 大 , 故 将 这 些 模式 区 分 为 外 部 (在 视界 处 传播 ?和 内 
部 (在 视界 内 传播 ) 是 不 可 能 的 . 因此 , 在 此 方案 中 计算 黑洞 统计 

» blBb* 


力学 蚁 时 对 模式 的 永利 只 能 限制 为 视界 涨 落 区 域外 的 模式 . 这 等 
效 于 上 述 有 效 作 几 量 体积 分 中 的 截断 . 体积 截断 方法 已 被 活 多 文 
章 所 采用 . 在 文献 L[57] 中 , 黑洞 度 规 被 映射 到 一 光学 (极端 静态 ) 
度 规 上 ，, 视界 则 机 射 到 无 限 远 , 此 光学 空间 的 固有 体积 变 成 无 腿 
太 ， 为 处 理 这 种 发 散 , 很 自然 地 要 把 体积 分 限制 在 一 有 限 区 域 . 
这 一 方法 串 以 就 箭 修 正 妆 得 许多 有 趣 的 结果 ,即使 对 高 于 2 维 的 
空间 内 的 有 质量 场 和 非 才 自 旋 的 共 典 上 场 也 能 和 做 到 这 一 点 . 

在 某 种 意 头 上 , 体积 截断 法 很 像 砖 墙 法 . 但 它们 肯定 是 不 同 
的 ， 因 为 体积 截断 法 不 需要 在 上 满足 任何 边界 条 件 , 它 还 和 比 
更 接近 视界 的 区 域内 的 量子 场 行为 乒 关 . 

离 壳 唆 洞 解 上 的 拉 格 朗 日 2 的 计算 可 以 通过 到 顶 角 空间 的 
共 形 变换 进行 , 由 (5. 11.9) 有 

,0 "(C0)— ziX 
[Rg CYo) (QRo3o nr dotrra)], (5.8.4) 

式 中 522 是 单位 绯 Ce 上 的 拉 格 朗 口 .只 对 视界 外 的 区 城 适 
用 . BG,rp) 是 不 变 6 需 数 ,可 以 在 外 边界 处 庆生 表面 项 . 因子 a 
风 (5. 3. 14) 式 . 注意 (5. 11.9) 式 中 由 共 形 因子 o 在 项 角 处 的 值 决 
定 的 项 对 WU [(5, 8., 4) 式 中 ] 无 贡献 . 

为 找到 1(C,), 可 采用 项 角 室 间 (5. 6. 3? 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 
执 核 天 Cr) 二 Cr er 的 索 末 非 表 象 : 


K(xrreT T= KClrw te Tr) iaX 


| cot| ,K(x st — 7 十 wdre, £5. 8.5) 
-al 


式 中 热 核 上 Kx,x' ,5 一 ) 是 对 单位 盘 D: 的 .积分 路 径 厂 位 于 复 
平面 上 , 包括 两 条 曲线 ， 从 干 T 一 (一 二) 土 1 汪 到 干 x 一 《4z 一 站 ) 土 
tc ， 与 实 轴 的 交点 位 于 被 积 函 数 的 极点 (一 2ray 0 和 (2ra) 之 问 ， 
时 公式 的 推导 和 和 讨论 见 [68~71]. 维 上 的 拉 格 斋 日 很 容易 计算 ， 
只 要 代入 (5.8.5) 和 5. 8.3). 结果 很 简单 ; 

*。517。 


CNL DY)— 


| a 1 5. 8. 6) 


式 中 ,CD ) 是 单位 盘 DD 上 的 控 络 关 日 密度 .由 于 它 在 Wi“ 中 
导致 一 无 关 紧 要 的 常数 项 , 下 面 将 略 去 它 . 第 二 项 产生 于 (5. 8. 
5) 中 的 积分 , 而 且 当 we 一 1 时 为 地. 在 这 一 计算 中 ,， 先 对 5 积分 ， 
然后 再 用 下 面 的 公式 : 


! fT cotlrw/2a) ll 
Boa) re sinive/2 dw = 6 | a 1 5.8.7) 


令 WY[C,] 为 锥 Cs。 上 的 有 效 作用 量 , 可 由 (5. 8. 6) 式 积分 
《到 点 x 二 <) 得 到 ， 和 前 面 类 似 , * 与 到 钢 界 的 距离 < 的 关系 由 
(5. 5. 3) 给 出 . 这 一 泛 函 为 


WrrcrCc， ]= 记 | 【 Inczi {5. 8. 8) 
于 是 ,由 (5. 8. 6) 和 (5. 8. 3) 得 到 体积 截断 法 中 的 完全 有 效 作 用 时 

WP, rs ri 0) = WYLC,] — 

1 i 2 + 
| |. Re 一 《ye 和 二 |, x + 3 | 
5.8. 9) 

所 以 最 后 我 们 得 到 

Wep, ra Fs 站 一 


WYCep, alBs ra ra)sy(rarrt)se), 
Wrp, 1 6 一 


471i A 2 1 一 二 1 

1 a a) ln ln 记 ny 十 3 | 十 

es. 一 全 十 2my 一 ty | tol. 
(5. 8. 10) 


即 壳 时 (x=1)， 发 散 项 lnc 为 零 , WY 和 规则 空间 上 的 作用 量 (5. 
3, 17) 和 相 后 ， 
Wa, a—1,y;,0) =W 8, y). (5, 8.11) 
由 作用 量 (5. 8.10) 得 到 的 炳 为 
» 518. 


Ye ion 如 有， 1 
号 1 Ca, , 0 一 | 2ln < +2lnara lny 1 二 六 ， 


(5. 8. 12) 
即 充 时 ,Sr 与 项 角 奇 异性 炉 Si 只 差 一 含 。 的 奇异 项 ; 


Si C8, a—lye) = Ss (8, a=1,y) + 广 In 天 


(5. 8. 13) 
粹 ST 也 可 以 写 为 


SYCCA, a 9 一 让 laczl， C5. 8. 14) 


故此 量 与 从 作用 量 Wi" (Ci) 得 到 的 业 相 合 ， 这 种 吻合 的 原因 是 用 
来 区 分 TT 08, a ye 和 开 1CC) 的 反常 项 正比 于 8， 旦 对 SY 
没有 贡献 . 

另外 ,， 31 与 尺度 为 lnez 的 体积 内 的 量子 气体 的 热 粹 相同 . 
砖 墙 炉 Sf” 中 的 inlne ' 项 在 体积 截 源 仿 中 不 出 现 , 因为 3. 处 量 
子 场 边界 条 件 不 必 满 足 , 而 场 可 以 自由 地 在 边界 上 涨 落 , 见 3 5. 
13, 


$5.9 离 克 与 即 壳 计算 结果 的 比较 


1. 离 这 与 即 这 的 有 效 作用 量 

本 节 我 们 讨论 ,比较 表明 黑 润 热力 学 特征 的 离 亮 与 即 况 计算 
的 结果 ,看 讨论 有 效 作 用 量 的 已 得 结果 ,为 了 表述 方便 ,引入 记 
号 


vp 0 y= in] 
1 2 


-一 | .~ _ _ 加 
| 和 十 2ny 十 17 一 2 13y* | 二 
ol1i2 _ 21 
je 2lny 一 2 十 15a 一 2ay 13ay| 


(a 一 1) FB 1 
3 In| 寺 |+ e+ 去 ] ne (5, 9. 1) 


* bli9s 


各 种 离 这 方法 得 到 的 有 效 作 用 量 单 圈 贡 献 可 写 为 
WCB, a, y) =U CB, a, 人 十 CCo)， (5. 9. 2) 


褒 s 8, a ys 1) =U 8, a ?ils+ 去 | 二 


A 
1 开 立 - 
Sninear oray’ C9, 9. 3) 


~ 加 2 
WB, a ys PUB, a, y+ sl mf 3 + 


12 mar 
“一 -na 一 “一 上 C (5. 9. 4) 
od na 1 ， . 9. 
WoeB ds ys =, a ?一直 | < 一 二 ln 一 
t » Ws Yn Ts 12 a 


式 中 多 一 六 1 /ra 
ca(B， ros re) =B/ (dr V1—r, /re). 
党 数 己 和 如 (e) 分 别 是 单位 盘 DD: 和 单位 锥 Ce 上 的 有 将 作用 量 
本 一 六 In det( — 2A). 
用 同样 的 记号 ， 即 壳 单 图 有 获 作 用 量 表示 为 


WB8, w=U(B, a=1,y)+C., (5. 9. 6) 
比较 (5.9.2)、(5.9.4) 和 (5. 9, 6), 得 到 


W'S(B, a=1;,y)—W, d=1,y:7) = 
Wreep, Il:y, oO) =W cB, y). 

Co. 98.7) 
[忽略 (5.9.4) 和 (5.9.5) 中 不 重要 的 常数 ]. 这 就 是 说 ,用 顶 解 奇 
异性 . 印 锥 .体积 截断 方法 计算 得 到 的 单 圈 有 效 作 用 量 的 即 壳 值 和 
即 壳 单 圈 有 效 作 用 量 席 , (8,y? 相 同 . WW 总 是 有 限 的 , 而 仿生 和 
放权 在 即 壳 (e=1) 时 才 是 有 限 的 ( 即 不 含 nz 或 lne 发 散 项 ). 
惟一 发 散 的 即 壳 值 是 砖 墙 有 效 作用 量 W 拖 . 

* S20* 


(5. 9.3) 式 可 以 这 样 解释 . 回忆 有 效 作 用 量 Wi 的 计算 过 程 ， 
先是 共 形 映射 到 锥 CC 上 [ 见 (5. 6.3) 式 ], 故 WF 可 以 附加 一 作用 
量 Wi[C.]=C[o]. 也 可 以 映射 到 尺度 为 < 的 锥 C。, 上 . 这 样 两 种 
计算 结果 是 可 以 比较 的 , 只 要 采用 三 ;LCJ 和 WLC。， dj 的 差 . 而 
这 个 差 值 容易 得 ,因为 这 两 个 锥 互 为 平凡 伸缩 : 


i ， 证 

ds*tC2) 一 | 于 | ds C0, ,). (5. 9. 8) 
由 (5. 11.9) 得 到 

WLC =W[LC, 了 十 总 | Etelin < 去， 《5. 9. 9) 


于 是 可 以 把 (5. 9. 3) 写 为 
We CB, 让 y=W "8, i YWiLGC, ,十 


Wi, a, oO). 《5. 9. 10» 

Cas 1 
式 中 WF, a, r= 2 lnIn CB/ ana) (5.9.11» 
是 Casimr 效应 的 贡献 ， 美 于 这 一 项 以 及 它 与 砖 墙 边界 条 件 的 关 


系 见 8$5.13. 

2， 为 什么 炳 的 即 壳 和 离 这 单 团 贡 献 会 不 同 

在 式 (5.9.7? 中 ,所 有 ( 除 砖 墙 ) 离 过 有 效 作 用 量 等 于 即 壳 有 
效 作 用 量 并 不 能 保证 相应 的 丧 也 相等 . 而 且 正 如 下 面 我 们 将 看 到 
的 ， 所 有 商 和 中 委 全 在 给 出 上 其 体 关 系 式 
之 前 ， 先 看 看 这 为 什么 会 发 

人 生 的 出 入 点 是 作 居 参 5,ra 租 r+ 的 函数 的 单 圈 儿 用 
量 W,. 在 砖 雯 和 体积 截断 方法 中 , W'] 还 含有 *; 在 钝 锥 方法 中 ， 
还 含有 “和 ?7 量 8 和 rz 是 确定 这 个 问题 的 外 参数 , 一 由 下 面 的 
即 索 条件 给 出 : 

al ,ra -i= 1. 《5. 9. 12) 
4 riirs 
先 考虑 顶 角 奇异 性 方法 、 钝 锥 和 体积 截断 方法 .它们 的 作用 量 当 
即 壳 (5. 9. 12) 时 , 与 (5. 3.16) 和 (5. 3.17) 给 出 的 热力 学 作用 量 
WB8, ry) 相同 ; 
» 521* 


WY (， ras r+ | = WB, ra), 《5， 9, 13) 
式 中 星 导 代表 CS、BC 和 VC 热力 学 炉 S 全 由 {5.3.19) 纵 出 ， 
A a, 
Srp 一 53 A rs 一 Wi ra), (86.9.14) 
而 即 壳 焙 由 (5.4.1)? 给 出 : 
A n #1 二 
7 =8 es ri 
注意 计算 S* 时 4 是 固定 的 ， 由 此 可 得 两 个 炉 之 差 : 
AS Ss 一 


全 1C8, rp}— 


一 全 (a, ras "r+.). 


SW (CB, rar r+.) 


|| 三 | 


(‘6.9.15) 
显然 ，4S ”不 为 零 . 这 说 明 为 什么 在 一 般 情况 下 由 离 亮 方法 得 到 
的 黑洞 焕 单 图 贡献 和 由 即 壳 作用 量 经 热力 学 计算 得 到 的 页 献 不 
同 . 


al 避 弦 


3. 离 这 蚁 与 即 壳 炳 的 关系 

现在 我 们 铭 出 各 种 离 壳 箭 的 显 式 . 和 前 面 类 似 ,， 慨 定 在 做 完 
精 的 计算 后 令 a=1， 得 到 的 精 总 认为 是 表征 系统 的 矢 数 及 和 me 
的 函数 . 为 了 简化 , 我 们 以 后 略 去 这 些 说 明 . 也 要 注意 ， 有效 作 
用 量 包 会 任意 常数 , 记 为 C 和 CCa). 类 似 的 常数 当然 也 出 现在 炳 
中 . 这些 带 数 已 出 现在 前 面 灼 表达 式 中 . 它们 可 能 对 讨论 与 热 
力学 第 三 定律 有 关 的 问题 很 重要 , 但 对 我 们 现在 讨论 的 问题 并 不 
重要 ,因此 我 们 将 不 再 提 及 它们 ， 我 们 也 上 略 去 当 其 他 参数 取 极 限 
值 (==1,7==0) 时 等 于 入 的 项 . 

比较 方便 的 是 从 顶 第 奇异 性 方法 得 到 的 箭 开 始 讨论 .由 《5， 
9, 2) 式 给 出 的 有 效 作 用 量 WCG 一 1)7 一 0)， 或 者 由 55. 9. 1) 式 
给 出 的 ,得 到 


一 证 ] 
9 12 


8 
六 1 lny 十 2m35z| 《5.9. 16) 


《5. 9. 17)» 


令 5T(O)= 语 In 万 ， SI™ (0=5In 3 
ln 一 一 
和 Te 


DLL 


则 前 面 所 得 各 绑 果 可 表示 为 


SS ST ST", 5.9.,18) 
Ss! , 【5 9. 19» 
Si Ss, (5. 9. 20) 


这 样 ， 钝 锥 方法 和 项 角 奇 异性 方法 给 出 相同 的 彤 (有 限 的 )， 砖 墙 
方法 和 体积 截断 方法 给 出 的 表达 式 含 发 散 项 lne. .51 和 SY 之 差 
Si” 来源 于 两 种 方法 边界 条 件 的 不 同 , 以 上 所 有 离 壳 箭 都 和 (5， 
3. 22) 式 给 出 的 热力 学 炉 单 圈 贡 献 S1” 不 同 . 后 者 可 写 为 
S 人 一 5 十 4S， (5. 9. 21) 
oy A 
式 中 45=A 革 |,,| = 


(一 14 十 26y 一 28o2? 十 13y5] 十 于 ny 


1 
48(2C—3Y) 
《5. 9. 22) 
《5.9.18) 式 可 以 写成 男 一 种 便于 解释 的 形式 .由 (5. 5.16)、 
(5.5.17) 和 (5. 5,21) 可 得 


So—Tr[os (Pner (BY]. (5. 9. 23) 
另 一 方面 ， 
ST 十 See 一 SC2xp0 一 一 TrLORC2rmlnpe(2rp ]. 
(5. 9. 24) 


此 式 就 是 Rindler 空间 中 距 帘 界 ( 国 有 距离 ;rc 和 的 二 镜面 间 无 
质量 热 辐射 的 炉 . 距 视界 & 媒 测 得 的 辐射 温度 为 {2x '， 故 有 

SY =— {Tr[or (Plnps tH) 1— 

Tr[ ot (2r) no C2rp) )}. 《5. 9. 25) 

容易 证 明 , 在 内 镜 边 界 ( 处 ) 存 在 时 ,只 要 等 式 右边 的 量 是 用 体 
积 截断 法 计算 的 , 同样 的 表达 式 仍然 成 立 ， 对 于 砖 墙 法 和 体积 截 
断 法 ，(5. 9, 25) 右 边 的 每 一 项 当 一 0 时 都 发 散 , 但 其 差 有 限 . 者 
形式 地 定义 黑洞 和 Rindler 度 规 背 景 中 的 密度 矩阵 

(8) 一 max(D) pC2np) = limpr (aye) ， {5.9.26) 
则 对 于 体积 截断 法 和 砖 墙 法 ， 有 

二 


SiCB8, e=1,y)=— {Tr[o (Pno (8)]— 
Trip* (2ra) Inert) 了] 上， (5. 9.27) 
采用 (5.9.21) 式 ， 我们 最 后 得 到 
STH=— {Tr[i oe" (Blno” 8)]— 
Tr[as(2rplnp&(2rm)]) + Aas, (5. 9. 28) 
这 一 关系 式 表 明 ,， 热力 学 炉 单 圈 修 正 可 由 统计 力学 蛟 用 下 面 的 方 
法 得 到 ; 先 减 去 Rindler 炉 以 消除 发 散 性 , 再 加 上 一 有 限 的 修正 
项 AS. 在 后 一 部 分 我 们 将 证 明 , 第 二 项 4s 就 是 由 于 背景 时 空 的 
量 闻 修正 引起 的 经 典 B-H 精 的 变化 . 
这 里 应 提 到 ,为 得 到 进入 黑 润 的 炳 流 的 正确 表达 式 ，Thorne 
和 Zurek- 中 所 出 从 统计 力 掌 精 中 减 去 黑洞 热气 的 箭 . 后 者 在 视 
界 附 近 和 S$ 涪 相同 .55. 9. 28) 式 可 以 用 来 证 明 这 个 假设 . 但 是 
Thorne 和 Zurek 并 末 考 虚 我 们 这 里 讨论 的 炉 的 量子 夏 正 ，(5. 9. 
28) 式 不 仅 解释 了 5S** 中 的 无 限 大 体积 是 如 何 分 割 的 , 还 给 出 了 炉 
的 量子 修正 依赖 于 物理 特性 的 精确 表达 式 、 
4. 凡 和 反作用 效应 
含 基 子 单 圈 修正 的 黑洞 热力 学 凡 为 
SP 一 Senfr 7) 十 SP. 《S. 9.29) 
式 中 Sr 一 下 
是 Begensteln-Hawking 粹 ， 由 于 量子 效应 , 含量 子 修 正 的 “真实 
解 47,r) 与 经 典 史 瓦 希 解 (y, 六 不 同 , 特 曙 是 ，dilaton 场 在 7 的 视 
界 处 取 值 >;+ 与 其 经 典 俏 一 不 同 ， 更 在 我 们 证 明 (5. 9. 29) 趟 可 以 
写成 
7 一 开关 十 .0”， (5. 9. 30) 
证 明 的 第 一 步 是 得 到 决定 r+ 的 方程 . 对 于 给 定 的 边界 条 件 
(8， rs}, 欧 氏 有 效 作 用 量 的 极 值 点 确定 一 规则 量子 解 . 这 个 解 可 


oO 
-一 一 一 二 


得 到 , 解 中 的 任意 常数 可 由 视界 规则 条 件 确定 ， 这 样 决定 了 一 是 
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(8, rr+) 的 函数 ， 对 于 常数 的 其 他 选择 ， 此 解 有 类 项 角 奇 异性 . 我 
们 称 这 解 为 量子 奇异 瞬 子 , 它 遵从 局 域 场 方程 , 但 能 给 出 W 的 上 整 
体 极 值 点 . 量子 奇异 朋 子 由 (8, rs) 和 任意 参数 >: 确定 . 我 们 将 此 
解 记 为 LY(r_-), rlr+}j. 在 量子 奇异 瞻 子 上 , 计算 得 到 有 效 作用 
量 为 


WEB, rss r+ =W[B, ray YOr_) rr 一 
TLB, res Yr rr y+WELB, ros Ylr_ or0r_ 1. 


5.9.31) 
W 的 整体 极 值 条 件 
a, ra | _ 
a 0 £5. 9. 32) 


给 出 规则 量子 本 和子 的 视界 半 程 六 -=r(8， ra). 在 这 些 计算 中 ， 
我 们 只 保留 到 克 的 一 阶 项 . 因此 , 可 以 把 (5.9.31) 中 右边 的 第 二 
项 换 成 由 经 典 奇 异 瞬 子 得 到 的 WY : 

TFT ras Yr rr WB, ry, Ylrs) rlr, )]. 
也 可 以 把 (5.9. 31) 中 经 典 作 用量 了 中 的 [YCr-) ,rri) 蔡 换 成 经 
典 奇 异 瞬 子 解 [Yir+ .riri)]， 只 要 保持 dlaton 场 在 视界 处 的 值 
六 不 变 . 为 了 证 明 这 一 点 , 考虑 经 典 作用 量 (5. 3. 1) 的 一 般 变 分 ， 
固定 rs 和 8， 得 到 

TB, rss F. 7 | = IB, ra Yr 十 


Si 
| Ek Ys Taph 


2At1 一 or. rr oR)., (5. 9. 33) 
假设 dilaton 场 在 顶 角 处 的 值 为 ";， 相 应 的 由 (Y,r) 在 +- 处 确定 
的 角 亏 损 记 为 2x(1 一 a)，(5. 9. 33) 表 明 , 车 Y 和 了 的 ri 值 相 同 ， 
旦 57， 站 为 经 典 方 程 SET 7 一 0 和 67/6r=0 的 解 ， 则 由 CY, rr) 得 
到 的 经 典 作用 量 的 值 与 经 典 值 [8, ra,Y,r] 只 差 一 量 级 为 ol 友 ) 
的 项 .这 就 是 为 什么 我 们 可 以 把 (5. 9. 31) 中 的 区 8，rey7(ri)， 


7(r4)j 换 成 由 经 典 奇 异 瞬 子 所 得 的 值 5C8,， rs r+). 后 者 容易 计 
* S20+* 


ST 
CY 一 了 了 5) 十 Br | 二 rn | Br 


TB, rarrr =PE(rasrr)— ni, (5. 9. 34) 
Etras ry)era[l— (ry Are] 
式 中 玉 为 准 局 域 能 量 "* 六. 
定义 量子 视界 “位 置 ”7 的 (5. 9. 32) 可 写 为 
WCB, Port) 
+ 


a—atB, rerrri=—pB[ldrr yi—ri/raj 1， 
a 为 与 六 一 一 对 应 的 经 典 离 壳 参数 a 的 值 . 对 于 经 典 规则 瞬 子 ,<“ 
一 1， 这 表明 精确 到 六 , 我们 可 以 得 到 


一 2ryr (a—1). 《5. 9. 35) 
式 中 


2x ri (a 1)—=2nar. EF 


式 中 Ar+ 二 r+ 一 "是 量子 修正 引起 的 黑洞 视界 位置 ”的 改变 . 
由 a 的 显 式 易 得 


这 | Ar,. (5. 9. 36) 
宣 三 1 


Rm| fpr] 
rr | a [8 33 ] 〔5， 9, 37) 
Ry 
因此 有 2x ri hr =B [| (5.9. 38) 


且 由 (5. 9. 22) 得 到 
AS=27 4A 7. (5.9.39) 
于 是 , 精确 到 o( 友 ), 其 4A5 可 以 写成 
4 一 Sr )— SM Cr ), 
另 一 方面 , 考虑 到 (5. 9.21)， 热力 学 炳 (5.9.29) 可 以 写 为 
3 一 Sr FAS +ST. 
这 些 式 子 穗 证 明了 (5. 9. 31) 式 ， 


§ 5,.10 小 结 
现在 讨论 把 即 党 结果 和 各 种 离 壳 结果 进行 比较 所 得 到 的 结 


论 . 首先 , 直接 计算 证 明了 ,由 自由 能 对 温度 变 分 得 到 的 黑洞 热 
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力学 Sr 和 由 SY= 一 TrCpHnp*) (67 为 黑 润 内 部 自由 度 的 密 
度 矩 阵 ) 确 定 的 统计 力学 炉 S$ 是 木 同 的 , 热力 学 精 包 括 主 性 部 分 
SH 一 A/4 各 有限 单 园 收 正 S$S'?. 而 Si” 可 以 由 部 过 有 效 作 用 量 得 
到 统计 力学 精 SY 定义 为 一 单 圈 量 , 且 其 计算 要 用 离 壳 方法 . 
SsY 可 等 同 于 体积 截断 烦 SY， 于 是 包含 发 散 项 ine， 其 中 + 是 使 体 
积分 有 限 而 引入 的 固有 距离 截断 . 5S** 中 主要 对 数 项 也 出 现 于 态 
墙 模型 中 , 但 一 般 地 ， 由 于 Casimir 效应 ，S4™ 中 有 另 一 发 散 项 
lnllne|. 

Sn 和 5 不 同 的 物理 原因 与 作为 热力 学 系统 的 黑洞 的 特殊 
性 质 有 关 . 黑洞 的 内 部 自由 度 由 在 黑洞 几何 内 传播 的 激发 来 确 
定 ， 而 这 一 凡人 和 何 又 由 质量 参数 惟一 确定 , 在 热平衡 态 中 ,质量 是 
外 部 温度 的 函数 . 因此 , 要 得 到 ST? 须 改变 温度 . 这 导致 描述 这 
些 内 部 激发 的 哈 米 顿 的 改变 ， 另 一 方面 , 在 计算 $S 时， 黑洞 质 


量 和 哈 米 顿 是 加 定 的 . 
我 们 已 经 证 明 , 黑洞 的 热力 学 精 可 以 表示 为 下 面 的 形式 : 
9 一 Sr + SO — Ser (5. 10. 1) 


式 中 S 下 (7 ) 二 x 志 是 B-H 黑洞 的 炳 , 7 ,是 “量子 ”黑洞 视界 的 
“半径 ” 第 二 项 是 黑洞 和 Rindler 空间 的 统计 力学 炉 之 差 . 二 者 


的 表达 式 分 别 为 
SM — TrLos (CAIno" tH) 
和 SIO=— Trio( oar)lnp 2a) ). 


删 减法 则 自动 去 掉 $S ”中 的 发 散 项 . 

我 们 曾 在 2 维 情 况 下 用 直接 计算 证 明了 式 (9. 10. 1) 4 但 这 似 
平 是 普遍 性 质 , 它 ( 或 其 推广 ) 对 4 维 情况 肯定 成 立 ， 这 是 因为 即 
壳 重 整 化 量 ST 总 是 有 限 的 ，, 故 (5. 10. 1) 中 的 差 项 总 会 导致 5 
中 体积 发 数 的 消除 5c5. 在 4 维 情况 下 导出 类 似 于 (5. 10, 1)? 的 关系 
的 一 种 可 行 方法 是 利用 光学 度 规 ， 使 得 所 需 的 差 项 可 由 高 温 展开 
得 到 . 因此 ， 差 项 中 奇异 项 的 不 同 阶 的 系数 必须 与 Schwinger- 
De Witt 系数 相 联 系 . 

顶 角 奇异 性 方法 的 一 个 显著 特点 是 (至 少 在 2 维 情况 下 ?可 以 

。5237。， 


立即 给 出 有 限 的 结果 ， 

一 和 一 .和 《5. 10. 2) 
Si 有 限 而 SY 含有 体积 发 散 的 数学 原因 与 用 来 计算 相应 的 有 效 
作用 量 的 流 形 拓扑 不 同 有 关 . 对 于 SY, 标准 流 形 有 柱 面 (或 环 ) 
的 拓扑 ; 而 对 于 Si 拓扑 为 DD:, 与 G-H 瞬 子 的 拓扑 相同 ， 当 从 
标准 单位 扔 DD 上 切 下 一 半径 为 的 小 盘 而 变 成 环 时 ,其 数学 操 
作 可 解释 为 减 去 缠绕 篇.SRB 二 一 Tr(pAnp*). 

再 次 强调 ,在 我 们 所 采用 的 方法 中 , 一 开始 就 已 经 完成 了 重 
整 ， 故 只 有 可 观测 的 有 限 耘 合 常 数 出 现 于 结果 中 . 我 们 论证 了 某 
些 离 壳 方法 需要 附加 一 截断 参数 *. 它 与 紫外 截断 6 完全 无 关 ， 
见 (5. 3.9)] 和 (5. 6. 1)， 而 且 参 数 ec 只 出 现在 中 间 运 算 过 程 中 ,不 
含 于 最 后 的 可 观测 的 结果 中 ， 我们 证 明了 物理 可 观测 量 的 量子 修 
正 总 可 由 即 壳 量 得 到 于是， 对 于 质量 远大 于 普 朗 克 质 量 的 黑 酒 
而 言 , 可 观测 量 的 量子 修正 很 小 , 与 普度 克 尺 度 的 物理 无 关 . 这 
就 区 分 了 即 壳 量 和 离 过 量 , 如 S$. 

还 有 一 个 更 一 般 的 问题 要 说 明 . 既然 表征 热平衡 黑洞 或 表征 
黑洞 从 一 平衡 态 到 田 一 平衡 态 的 跃迁 的 可 观测 量 可 以 只 由 即 壳 量 
得 到 , 那么 为 什么 在 黑洞 热力 学 中 还 要 用 离 壳 方法 呢 ? 我 们 已 经 
看 到 , 原因 之 一 是 建立 统计 力学 婵 和 热力 学 炳 之 间 关 系 的 需要 ， 
在 这 个 意义 上 ，, 离 壳 方法 可 以 看 作 计 算 和 解释 即 壳 量 的 有 用 工 
具 . 但 我 们 相信 ，, 除了 这 个 简单 的 理由 以 外 ,一 定 还 有 更 深层 次 
的 原因 . 高 先 方法 对 描述 合 辕 洞 系统 的 非 平 衡 过 程 也 会 是 有 用 
的 ,在 这 种 情况 下 , 孝 力 学 系统 的 量子 涨 落 和 热 涨 落 可 由 随机 了 申 
声 来 描述 , 这 相当 于 系统 离 党 情况 . 因此 , 可 以 想到 , 由 视界 附 
近 能 量 激 增 而 激发 的 黑洞 向 平衡 访 过 小 的 过 程 , 会 用 到 某 些 上 述 
的 离 壳 特性 ， 

下 面 三 节 相 当 于 前 面 推导 过 程 的 附录 . 为 了 使 前 并 节 的 内 容 
更 集中 , 把 它们 抽出 来 放 在 后 面 . 


» S28 。 


$ 5.11 二 维 有 效 作 用 量 的 共 形 变换 


为 了 完整 ， 本 节 推 导 下 面 有 效 作 用 量 的 共 形 变换 
Wy] = 31n qdet[ 一 各] 一 一 二 | STr(e), 

5.11.,1) 

它 定义 在 2 维 欧 氏 流 形 MM. 上 ,其 边界 为 2M,，M, 在 点 xz; 处 有 顶 

前 奇异 性 , 亏损 角 为 2x01 一 a)， 我 们 采用 [7?7j 纵 出 的 方法 , 并 利 

用 维 数 规则 法 ， 考虑 4 维 空间 共 形 不 变 算 符 PDP 一 2 一 (4d 一 2)[4(d 

一 1)] 1R 的 有 效 作 用 量 Wi， 它 的 发 散 部 分 WY" 可 由 新 近 热 核 展 

开 得 到 


SD 1 Sn 
Tries?) CR 之/ Gas (5. 11. 2) 
在 2 维 情况 下 ， 对 维 数 规 则 ， 
diw 1 a 
Wh 《5. 11. 3) 
式 中 对 于 任意 «有 
td) :1 de—2 
“= | Tall,R+ 
| 一 | 二 | (5. 11. 4) 


这 里 , 育 点 x, 被 维 数 为 4 一 2 的 育 异 面 三 代替 , 标 曲率 尺 的 积分 
沿 着 M 的 规则 部 分 ,类 是 类 空 边界 ads 的 第 二 基本 形式 , 定义 为 


R= VR, 
重 整 化 作用 量 由 非 重 整 北 ( 宰 ) 作 用 量 WY? 和 它 的 发 散 部 分 

WW 之 差 确 定 : 
WW "WY. {5, 11, 5) 


在 M, 上 度 规 共 形 变换 (Fe 一 ce ”yo 下, 重 整 化 作用 量变 


鸠 [33 
» I29+ 


[a O00 —a® (7) ]. 


FT ra 加 1 r 1 
所 人 一 全 (一 村 im5 一 了 
《5. 11.6) 


我 们 只 考虑 不 “ 挤 压 ”项 角 奇 异性 的 那些 变换 . 于 是 利用 关系 式 


R=e?{R+ (ad— D2Ac+ (2— dya oa"]}, (5.11.7) 
Ee [k— (td—1)e nr]. (5,11. 8) 
由 《5. 11. 6) 得 到 


WF — WYY = 二 [| dz[Ra 一 《wz 十 


| ,aro 十 39. | 二 让 | 二 一 «| a(x,), 
C5. 11. 9) 
这 就 是 期 望 的 有 效 作 用 量 的 共 形 变换 : 如 果 流 形 在 几 个 点 x, 处 
有 项 划 奇异 性 ， 角 亏损 为 2x(1 一 2) 则 C5.11.9) 中 最 后 一 项 应 换 
成 对 所 有 x, 求 和 . 若 流 形 无 硕 角 奇异 性 ， 此 项 为 零 (a=1),(5. 
11, 9) 可 专 写 成 男 一 等 价 形式 : 


W(7) — WY) = | d2ral7W2 芒 十 YI2RY 十 
48r) ， 


二 | 1 172 _ 
3 doh kh 全) 


页 | dz 人 (7 全 一 真 1 克 )》 十 5| 二 一 «| TT ). 
‘5.11.10) 
式 中 huik—hi R= hn do, 
共 形 因子 ec 应 理解 为 方程 
一 271%[g 二 YR 一 173 让 
的 解 . 


$5.12 二 维 标量 场 的 有 效 作 用 量 和 自由 能 


考虑 2 维 流 形 上 的 共 形 无 质量 标量 场 # 或 度 规 不 含 欧 氏 时 
» 30+ 


间 , 可 配 为 
ds =exp[2aCx) tdr 十 dz Or 扫 记 ，zo 扫 工 委 21， 
05. 12.1) 
共 形 标量 场 满足 


A—exp[—20(7)] [+E]$=0. C5. 12. 2) 
为 了 简单 ,我们 考 虚 上 县 有 狄 里 蔡 利 边界 条 件 xo) 二 $Cx1) 二 0 的 
问题 . 

利用 有 效 作 用 量 的 共 形 变换 ( 见 $ 5,11)， 可 以 把 流 形 (5. 12. 
1 上 的 有 效 作 用 量 计算 简化 为 柱 郑 久 上 的 计算 . 总 在 欧 氏 时 间 上 
有 周期 8, 长 浆 LL 二 zi 一 x6o. 柱 面 的 单 轩 有 效 作 用 量 WYC8, 工 ) 可 
写成 


Wa(t8, L) 一 序 ja det(— pe) 一 


dp 1 2 一 
a DJ 十 2¢ C0 ng 


-| 
式 中 pz 为 一 任意 参数 , 量 岗 为 长 度 , 广义 函数 8 了 (2z) 二 二 [yA4]: 表 
示 对 算 符 4 的 所 有 本 征 值 4 求 和 ,虽然 肥效 作用 屋 中 有 伸缩 不 
确定 性 , 但 所 有 物理 量 都 是 有 确定 定义 的 ,对 于 犹 里 赫 利 边界 条 
件 , 把 柱 面 拉 普 拉 斯 算 符 的 本 征 值 
由， 一 [282 十 工本 


代入 ,得 到 
W908, 一 一 言及 局 之 [入 + 
Be ] |) -IL 加] x 
上 +) (5.12.3) 
神州 TI + 各 | 和 《5. 12. 4) 


4 D1. 


并 把 其 余 的 无 限 和 与 积 用 歼 缀 ?函数 的 项 表示 , 最 后 得 到 


Wop, 1.) 一 HC 2 ， ‘5. 12.5)» 
式 中 pF 一 > nl 一 exp| — BFa||. (5, 12. 6) 


现在 证 明 . 就 是 体积 LL 中 标量 粒子 气体 的 热力 学 自由 能 , 在 统 
计 力 学 中 ,系统 的 自由 能 定义 为 
exp[— BF]=Tr exp[—8:PB:]. (5. 12. 7) 


若 选取 哈 米 顿 恕 = Y 一 泣 的 本 征 函 数 为 基 函 数 , 自由 能 可 写 为 对 
所 有 动力 学 自由 度 求 和 ， 
BF = >,ln(1 一 e Y). (5. 12. 8) 


式 中 BB 为 温度 倒数 , ww, 为 量子 系统 的 能 级 . 这 样 ,只 要 知道 系统 
的 能 谱 , 便 可 以 计算 自由 能 . (5. 12.2) 容 易 解 出 ,并 得 到 系统 的 
能 级 : 

mW LL=X— Tp. 


注意 x 二 0 的 模式 应 从 (C5. 12, 8) 的 求 和 中 去 掉 , 因为 其 帆 由 犹 里 
雷 利 边界 条 件 确 定 , 因而 不 是 可 重 整 化 的 , 不 是 一 个 动力 学 上 自由 
度 ( 对 于 Newmann 边界 条 件 , 零 模式 将 会 对 自由 能 有 页 献 》. 
所 以 ， 对 于 狱 里 赫 利 边界 条 件 , 自由 能 为 


= 育 2 In| 1 一 exp| 一 8 sal ， 
与 (5, 12. 6) 相 同 . 
更 在 我 们 考虑 高 温 极 限 . 即 柱 长 L 远 太 于 8. 在 这 一 极限 条 件 
下 , 能 级 之 间 的 距离 远 小 于 温度 :x/L1/B8， 对 n 的 求 和 可 以 用 
欧 拉 - 麦 克 劳 林 公 式 计算 ;: 
> 7on = | dz — | dzfer) + 寺 f0)+ 


BD 
下 一 上 
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式 中 系数 ci 可 用 伯 努 利 数 
人 一 【一 了 i 
《下 十 了 1 
表示 ， 并 假设 明 数 f(z} 连同 它 的 所 有 导数 在 无 限 远 处 减 小 . 把 消 
数 式 
fr)=lIn[L}—exp(— sr) 
代入 ， 考 虚 到 关系 式 


InP(z) 一 | = 一 喜 | ncz) 一 = 十 言 In(2m) 十 


Si Bs 
A (2m 2m 1 ei 


:aT 名 之 | < 
可 以 证 明 

一 re 1 3 1 

2 In 一 exp[ 一 om] 一 一 到 一 二 | 去 | 十 贡 *+oGs)， 

(5. 12. 9) 
对 于 自由 能 , 可 得 
-a 1 8 ,ap a 

8 多 一 2 yln 2 堪 +3+ol 玫 ] C5. 12. 10) 
有 效 作 用 量 为 

w?= 一 引 一 3 万 Bo ff]. ‘5, 12.11) 


可 以 证 明 ， 表 达 式 o58/ 工 ) 不 是 解析 的 ， 且 当 8 短工 时 很 快 趋 于 
零 . 

注意 ,就 构成 而 言 ， 共 形 场 的 8 安 是 共 形 不 变 的 , 因为 能 谱 
是 共 形 不 变 的 . 这 一 性 质 把 它 和 欧 氏 有 效 作用 量 Wl 区 别 开 . 重 整 
化 的 有 效 作用 量 W,*C8, LL 和 B.S 只 差 一 BP 的 线性 项 


§ 5.13 态 墙 边界 附近 的 Casimir 效应 和 场 涨 落 
本 节 我 们 详细 讨论 视界 附近 边界 好 的 场 涨 落 及 其 和 砖 墙 方法 


中 出 现 的 Casimur 效应 之 间 的 关系 . 这 里 不 考虑 黑洞 背景 ， 而 考虑 
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Rindler 空间 中 的 量子 场 , 在 zx=#=]1 处 测 得 温度 的 倒数 为 2re， 且 
令 & 一 1, 这 一 简化 是 可 行 的 , 因为 我 们 只 对 视界 附近 [空间 类 似 
一 个 锥 (5. 6.3)j 发 生 的 效应 感 兴趣 . 

银 设 薛 墙 位 于 点 zx= 上 处， 于 是 砖 塘 有 效 作 用 基 就 是 C。 的 
天 .se 部 分 上 的 作用 量 ， 如 图 . 


所 me 


Ca 


图 4-20 

这 样 , 由 (5.5.6)、(5.5.7) 和 (5.9,9), 对 圆锥 而 言 ， 与 

(5, 9. 10) 对 应 的 式 子 为 
WH (a,t) = WiLK,..]= 
BILE 一 多 [CC + Wi (2rae,e), 

I 
现在 我 们 的 任务 是 分 析 Casimair 项 Wi”(2xra,a,*)} 是 如 何 与 + 二 
附近 的 量子 涨 落 相 联系 的 . 故 首先 分 析 Cs。 上 配 分 泪 数 的 路 径 积 分 
表示 : 


Zi[C,] = et 一 [rpgje-™ 


We" (2xasas 0) = 一 去 In (5. 13. 1) 


|[psexp| 一 二] (5. 13. 2) 
我 们 可 以 把 所 有 的 变量 分 成 三 组 ， 
ZEcJ = [CD#JEDYILD# Je (5. 13. 3) 


式 中 而 和 页 分 别 为 区 域 x+ 之 r 和 ze 内 的 场 ， 而 % 一 gz 一 小 在 
每 一 组 , 可 以 作 变 模 
由 一 条 十 各， 《5. 13. 4》 
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A =0, 和 (zz 一 中 一 太一 1，2， K(xr=1)=0 
《5. 13, 5) 
新 变量 办 满足 犹 里 赫 利 边界 条 件 . 由 此 并 考虑 到 场 是 谐 和 的 ， 
可 以 把 经 典 作 用 量 表示 为 
Tp 二 = TW ]. (5.13,6) 
式 中 
wly]=7Lx +iLx:]; 
当 Xr=0)=% (r=) =. 
现在 , 配 分 函数 表示 成 乘积 形式 ， 


ZLC。] = 上 [py | [Dye [pw ]e- 鼎 ] 一 
Z[C. ,J2[K. |[Dy]e ee， (5.13.7) 


上 式 中 第 一 个 因子 是 半径 为 (很 小 ) 的 锥 上 的 配 分 敬 数 , 第 二 个 
因子 是 空间 五 ,上 的 配 分 了 画 数 , 由 和 花 墙 模型 作用 量 W1” (ae) 决 
定 : 


Hew 


Z[K,, |=e "ite J—=e 9， (5. 13. 8》 
对 多 的 积分 描述 点 x 二 e 处 场 的 量子 恕 落 . 我 们 证 明 , 正 是 这 
一 积分 产生 了 有 效 作用 量 中 的 Casimir 项 . 实际 上 , (5. 13.5) 具 有 
如 下 解 : 
/1 um; 
> 


nT nr 
| pl cos 一 十 由 2S1n 三 


Ti 
三 | ， 


(£5.13. 9) 


El 【 工 ， DN za 


aT 


Xt D= i > 网 cos 一 二 :sin | XX 


rn “一 之 本 
[| 二 VD 
式 中 ,和 是 边界 上 场 网 的 傅 里 叶 系数 : 


In zy *e， (5. 13.10) 


1 i NT nr go 
wr) = Tt 之 | Weos + sm 十 -75 


(‘5.13.11) 
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它们 由 图 0 和 志 rr 过 2ra 上 的 正 交 基 确 定 . 精确 到 o(co 项 ， 上 式 给 出 
作用 量 , 形式 为 
W[#j=7EX, 十 蕊 2 一 


二 2 [ge y+ ge) + | 21n 二 | oo 
C5, 13. 12) 
对 乡 的 积分 共有 高 斯 形式 ， 可 以 精确 求 值 . 积分 测度 ( 差 一 归 一 化 
数字 系数 ?可 写 为 
[LD 拉 三 cq T ed TT ed， (5, 13. 13) 


旺 一 1 


式 中 虱 数 oe 的 出 现 是 由 于 含有 因子 g'“( 在 zx 二 处) 的 协 变 测度 ， 
这 样 ， 对 场 玫 的 积分 结果 是 


|[rpele- TO -一 N| cin i ‘exp [meo) . 


(5. 13, 14) 
式 中 入 为 数字 常数 . 用 黎 择 zeta 函数 


> = lm De * = Ext0) = 一 总 
把 (5. 13. 1 人 中 的 无 穷 和 规则 化 以 后 ， 答 出 Casimur 项 
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|[pw]。 9 = | 一 | = Newi ‘mn, (5.13.15) 
由 (5. 3.7) 和 (5. 3.15) 得 到 
2 wire 一 CC ,ZIK, ee _ 
exp{— WI[C, ,+WIK, el—W™[La,el)}. 
(5, 13. 16) 
此 式 显 然 给 出 了 奢 培 模型 作用 量 全 ,后 和 锥 上 作用 量 WiLCj] 之 间 
的 关系 [C5.9.1) 式 ], 我 们 在 前 面 曾 经 用 共 形 变换 得 到 过 . 
本 章 的 后 一 部 分 讨论 苟 电 黑 洞 的 量子 修正 ， 
首先 从 4 维 爱 因 斯 坦 - 麦克 斯 威 理 论 出 发 , 通过 球 对 称 退 化 ， 
得 到 荷 电 黑洞 的 2 维 模型 , 并 讨论 其 量子 修正 . 考虑 任意 温度 的 
。 536， 


系统 ， 用 离 这 方法 重新 表述 了 经 典 热 力学 . 考虑 视界 处 存在 项 角 
奇异 性 ,引力 作用 量 也 应 有 一 定义 在 视界 处 的 修正 项 .作用 量 泛 
函 的 变 分 程序 得 到 自治 表述 于 .我 们 发 现 对 于 规则 流 形 人 (了 一 To) 
自由 能 取 极 值 . 还 重新 审查 了 对 作用 量 的 单 团 呐 献 Liouville- 
Polyakov 形式 )， 从 而 建立 L-P 项 对 量子 场 状态 的 依赖 关系 、 得 
到 有 顶 骨 写 损 的 2 维 时 空 对 L-P 项 的 修正 .还 要 讨论 Hawkmg 辐 
射 ( 详 见 下 一 章 ) 对 时 空 几 何 的 反作用 .并 用 微 近 方法 计算 量子 收 
正 的 黑洞 度 规 .在 离 壳 枢 架 下 , 得 到 单 图 热力 学 能 量 和 炉 . 揭示 它 
们 都 包含 两 部 分 :一 部 分 来 自 黑 润 周围 的 热气 体 , 一 部 分 来 自 黑 
洞 本 身 . 而且 热 气体 的 贡献 可 以 通过 适当 选择 参考 几何 (一 般 是 非 
平 直 的 ) 来 消除 . 对 量子 修正 的 黑洞, 得 到 炳 与 视界 面积 关系 对 经 
典 定理 的 仿 离 , 还 将 讨论 其 可 能 产生 的 物理 效应 . 

在 黑洞 物理 中 ， 量子 效应 有 双重 作用 . 半 经 虚 地 奢 ， 可 认为 
黑洞 被 Hawkrng 辆 射 所 包围 ， 此 辐射 在 远 处 变 成 热 态 的 [ 热 课 
(heat bath)1. 由 于 辆 射 具 有 能 - 动 张 量 , 其 反作用 导致 黑洞 几何 
的 改变 . 另 一 方面 , 量子 修正 将 改变 有 效 作用 量 . 这 义 将 导致 计算 
黑洞 能 量 和 灼 公式 的 改变 . 几何 的 量子 修正 会 影响 黑洞 参量 ， 
如 视界 举 径 ;因而 会 带 来 数量 级 为 jnM 的 修正 , 这 是 不 能 忽略 的 . 
央 此 ， 当 考虑 黑洞 量子 热力 学 时 , 必须 包括 反作用 效应 -*. 

2 维 物理 研究 得 不 少 所 5， 上述 和 问题 也 可 以 精确 求解 .2 维 
非 定 域 的 L-P 作用 量 把 Hawking 辐射 及 其 对 几何 的 反作用 都 可 
以 包括 进来 .因此 , 在 经 典 引 力作 用 量 中 加 入 L-P 项 将 给 出 黑洞 
的 完全 半 经 典 描述 . 有 一 点 应 该 强调 , 即 L-P 作用 量 有 某 些 不 确 
定性 , 除非 具体 说 明 量子 场 的 状态 . 在 黑洞 和 热 辑 射 平衡 的 情况 
下 ， 则 要 说 明 远 处 的 热 澡 . 结果 有 效 作用 量 依 赖 于 量子 场 的 热 态 . 
原则 上 , 这 个 态 可 以 由 一 温度 ( 非 霍金 温度 ?所 表征 . 一 个 由 来 已 
久 的 明显 事实 是 ， 这 样 的 态 可 以 有 效 地 用 奇异 瞬 子 上 的 量子 场 来 
描述 . 这 可 能 解决 了 为 什么 欧 氏 奇异 性 方法 ( 见 前 节 ) 给 出 了 黑洞 
热力 学 的 合理 表述 . 

我 们 下 面 将 从 含 边界 项 的 4 维 爱 因 斯 进 -麦克 斯 威 理 论 开 始 ， 
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接着 考虑 球 对 称 度 规 , 令 此 模型 退出 为 一 个 有 效 的 2 维 模 型 
(dilaton 类 ). 其 经 典 解 描述 著名 的 R-N 荷 电 黑洞 ， 


$5.14 四 维 爱 因 斯 坦 -麦克 斯 威 理论 的 球 对 称 退 化 


考虑 与 麦克 斯 威 场 耦合 的 4 维 爱 因 斯 坦 引 力 . 其 作用 量 为 《 取 
欧 氏 号 差 ) 


一 0 4 2 4 
Wi 一 一 二 | VY sdiz+iac| Fi gdir 


2 VE dx. (5. 14. 1) 


式 中 KR" 是 4 维 标 曲率 .我们 加 入 了 边界 项 .居中 是 边界 3M 的 外 
曲率 的 迹 . 车 n* 是 垂直 于 af 的 外 单位 矢 ,， 我 们 有 

Kt = Wn", (5. 14. 2) 
当 边 界 2M 赵 于 无 穷 远 时 , 作用 量 (5. 14. 1) 发 散 . 单 圈 有 效 作 用 量 
也 同样 , 因此 需要 某 种 删除 法 则 . 一般 地 ,可 以 把 这 个 发 散 量 和 十 
义 在 特定 背景 时 空中 的 同一 个 量 进行 比较 , 若 g% 为 背景 庶 规 , 我 
们 和 定义 删 减 后 的 表达 陈 为 

Wn—=Wlen |—WLe]. 《5. 14. 3) 
式 中 W 包括 经 典 项 (5.14.1) 和 和 单 轿 引力 作用 量 . 在 量子 的 情况 
下 ， 必须 考 虚 减 掉 渐 近 非 平 直 参 考 度 规 . 因此 我 们 讨论 任意 的 参 
考 系 (背景 ). - 

第 一 个 目标 是 在 球 对 称 时 空 的 情况 下 约 化 作用 其 (5. 14, 1)， 

球 对 称 度 规 为 

ds:=Y,(z Ydz'dz tr (zr) (Cdsin0dy). C5. 14, 4) 
式 中 a, B,，… 二 0, 1;7Y6s(z) 是 有 效 2 维 空间 af 上 的 度 规 ;z* 二 (7， 
ZX) 和 ri(z) 是 ME | 对 于 度 规 (5., 14. 4)， 曲 率 标 量 为 


Re 一 Re 十 三 2 (rr)2 一 三 口 十 与 . (5. 14. 5) 


起 中 所 有 的 几何 量 都 是 由 2 维度 规定 义 的 . 
对 于 球 对 称 情况 ，M' 的 边界 aaf: 是 一 直 积 32M 一 2M x5， 
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其 中 af 是 2 维 空间 MM 的 边界 , 9 是 2 维 球 .法 矢 m* 内 在 与 Mi 
相 切 的 方 同 上 才 有 非 委 分 量 ， n(n 0 0), 因此 ， 对 边界 的 外 
曲率 之 迹 (5. 14. 2). 我们 有 


Ke 一 是 20 和 

r 

l 1 
2 WN ed, n=dn dn .14. 
k= YY FY n")=an Taya 《5. 14.6) 


式 中 7 二 detY6a. 如 果 度 规 又 是 静态 的 , 则 可 写成 史 瓦 希 形式 : 
ds:—=gtx)dr tig Crdxr: tritr) (dF +sindde). 
5. 14.7) 
于 是 n= 二 1:0, g'“), 和 且 有 
Kk rpg, 让 二 (gl 7 
和 我 们 的 球 对 称 假 设 一 致 ， 麦克 斯 威 场 与 MF 相 切 ， 即 规范 


曲率 欧 惟 -- 非 零 分 量 为 了 i, 关 0. 
由 于 方程 65. 14. 1) 中 对 8, vw 积分 导致 


| v Edidp= drr? 7 ， 


我 们 最 终 得 到 
Wa = 一 起 | [FR + 207) + 2IVT d+ 
1 。 1 
二 | .zs We 去 | rt 《5, 14. 8) 
2 维 情 况 下 ， fg 只 有 一 个 分 量 
Fa—= ab. (5. 14. 9) 


式 中 eww 为 勒 维 - 西 维 塔 张 量 . 故 从 帮 克 斯 威 方 程 得 到 
V(r) 0, 
= 总 ， =const. C5,. 14. 1]0) 
式 中 外 为 电荷. 
把 (5.14.9) 和 (5.14.10) 代 入 作用 量 (5.14.8), 我 们 发 现 整 


个 理论 退化 为 2 维 山 laton 引力 ; 
“539 。 


wa = Rta) +20G0)]V7dz 一 


1f 
元 | sr 站。 《5. 14. 11) 
式 中 场 产 人 z) 起 由 laton 场 的 作用 ,dilaton 热 为 
U7 一 1 一 秽 . (5. 14.12) 


到 欧 氏 度 规 的 Wick 转动 伴随 者 相应 的 电荷 复 化 总 一 岛 ， 只 要 假 
设 最 后 又 回 到 实 的 Q@ 有 即 可 . 记 和 住 这 些 , 我 们 就 可 以 使 用 表达 式 
《5. 14,. 11) 和 (人 5, 14. 12)， 其 中 总 已 经 是 实数 . 把 作用 量 (5. 14. 11) 
对 djlaton 天 蛮 分 , 得 到 dilaton 运动 方程 


rR—2L 十 一 D， 《5. 14,13) 
对 度 规 Ys 取 变 分 则 给 出 
Ga — 2 VV rt ra (vr) U0]|=0. 
(5. 14.14) 


上 式 表 明 矢 量 有 一 tyr 是 一 Killing 拓 量 . 在 CVr) 0 的 区 域 ， 
Killing 时 间 (==3) 和 7 可 作为 MY 的 坐标 . 方程 C: 一 上 一 0 意 
味 着 其 度 规 为 


2 2 _ 1 己 
ds = gtr}dr Tod ， (5.14.15) 
方程 (5. 14. 147 的 和 迹 为 
T= 2 {7). (5.14.16) 
这 一 关系 式 纵 出 
" TF 了 2MG : 

g(r) 一 galr) 一 二 | Ue yd 1 + 和 一 

人 55.14.17) 
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式 中 MM 是 积分 常数 , 怡 为 ADM(Arnowitt-Deser-Misner) 质 量 ， 
二 MG v MG 一 Q 是 外 内 视界 半径 . 
§ 5.15 Tree-Level 黑洞 热力 学 


网 氏 必 用 量 {5. 14. 11) 是 表述 经 典 黑 洞 热 力学 的 出 发 点 , 描述 
。540。 


场 系统 热力 学 性 质 的 标准 程序 是 通过 Wick 转动 变 到 欧 氏 空间 ， 
仓 z 使 具有 周期 2x8 二 了 ', 了 是 系统 温度 . 假设 系统 处 在 长 
的 盒子 里 . 原则 上 场 位 形 不 需 满 足 任何 场 方 程 . 只 有 在 要 求 通 当 边 
界 条 人 忻 下 的 自由 能 泛 函 取 极 值 时 , 场 才 满足 场 方程 . 
类 似 地 ， 黑洞 热力 党 可 以 用 离 沉 的 方式 表述 , 考虑 一 般 形 式 
的 殉 氏 天 态度 规 


ds 一 入 (z)dr: 十 pe de , (5.15, 1》 
式 中 0 委 r 委 2x Bz, 所 x 所 上 ,下面 我 们 假设 外 边界 位 于 z 一 工 ， 而 
zx 二 + 是 视界 位 置 . 


系统 的 温度 在 边界 处 是 固定 的 , 可 写成 坐标 无 关 的 形式 : 


T-! = ES V go | 系统 也 由 dilaton 场 在 边界 处 的 取 值 r= 
r| -来 表征 . 由 于 系统 包含 非 极端 黑洞， 故 在 某 些 点 x 一 zx, ( 视 
界 ) 函 数 g(x) 有 单纯 零点 :g(x1) 二 0. 在 这 种 情况 下 ，(5. 15.1) 描 
述 的 空间 的 欧 拉 示 性 数 固定 为 x 二 1, 因 此， 系统 由 以 下 量 表 征 ， 
(1) 固 定 外 边界 处 的 了 和 Ys; (2) 固 定 黑洞 拓扑 . 这 一 统计 系 综 包 
括 所 有 满足 这 些 条 件 的 函数 (g，, 4, +), 这 种 形式 的 任意 度 规 ， Ps 
二 (2e-'/g'),-， 是 度 规 的 泛 函 而 不 被 上 述 条 件 确定 . 一般 情况 下 ， 
这 样 的 度 规 描述 在 视界 + 二 +; 处 具有 项 角 奇 异性 的 欧 氏 空间 ,其 
角 亏 损 为 8 二 (1 一 qa)2x, 式 中 a 二 B/Pn. 这 意味 着 曲率 标量 中 有 来 
自 项 角 的 类 3 项 ， 
B 


R=2| + 1 |r— +) 十 及 ,a 二 地 (5. 15, 2) 


式 中 五 是 曲率 标量 的 规则 部 分 . 当 a 一 1 时 , 顶 角 奇 异性 消失 . 注 
意 , 仅 = 后 /pp 有 不 变 的 意义 , 而 By 和 8 是 和 坐标 有 关 的 . 

我 们 这 里 所 用 的 方法 与 已 有 的 工作 不 同 , 由 条 件 (1) 和 (27) 确 
定 的 统计 系 综 既 包括 规则 度 规 又 包含 有 项 着 奇异 性 的 度 规 . 对 于 
一 般 的 度 规 (具有 任意 的 a)， 由 方程 (5. 15.2), 可 将 经 典 作用 量 


《5. 14. 11) 改 写 为 
。54 了 T。 


W 一 一 二 | 十 207r)2 十 207(r 7 了 dzz — 
后 
志 | re — 1) (5. 15. 3) 
代 人 静态 度 规 (5. 15.1)， 得 到 作用 量 (5,. 15. 3) 的 表达 式 
= — Ef [oreg 十 2gekre + 


Tr 


2Ue dz 一 GG 《5. 15. 4) 
于 是 , 可 以 定义 自由 能 Ff, 粹 5 和 能 量 E: 


F=C2x8)- Wa, S= (B39 — 1 Wa, E= WW. 


‘5. 15.5) 


式 中 2r6 二 了 -1, B= Vgs. 将 这 些 式 子 应 用 到 (5.15.4), 我 们 得 
到 能 量 的 表达 式 


工 
五 一 一 -| [re 十 2ge (rr ) + 2Ue dr， 
4Ggs 小 十 


《5, 15. 6) 
箭 的 表达 式 
Li 


San 5. 15. 7) 


正 是 标准 的 Bekenstein-Hawking 形式 .在 计算 过 程 中 没有 假定 a 
二 1, 因此 这 些 计 算是 离 壳 的 . 现在 , 我 们 固定 温度 了 一 (2rp) ， 
并 考 虚 自 由 能 下 一 E 一 TS 的 棚 值 ,或 等 效 地 ， 考 虑 作用 量 你 .的 
极 值 . 显然 ， 这样 的 平衡 态 位 形 自动 满足 热力 学 第 二 人 定律 ， 
SKE=THS. (5.15.8) 
这 里 须 注 意 , 仅 x== 工 处 的 了 和 rs 以 及 视界 处 的 条 件 g(x+) 
一 0 是 固定 的 . 涌 数 g (x),，g rz)，rtz) 以 及 钢 界 处 r+ 一 ”>(z+)、 
g (Xx+) (或 Ba) 的 值 都 是 可 变 的 .作用 量 镀 , 的 全 变 分 为 
BT 一 全 有 二 BT 十 SF 
其 中 
* 54d2* 


$.W,, = (] 一 opr(z+) 一 x 


2N7 (T+ ) (2xB) 
CG 4G 


EA 
| Br[ 一 27r0e8 — 4lger')’' + 2U' edz. 


(5. 15. 9) 
SW 一 一 Se se- 《efr2) 1 十 2etr'? 1dz. 
(5.15,10) 
SW = — Bee 人 二 
2erpg Cr,): — 2Ue' ?|dz. 《5. 15. 11》 
对 函数 (7，g， 放 的 变 分 (在 区 域 +; 志 Xx 所 LL), 得 到 运动 方程 
—2r{erpg ) —d(ger' 十 2 六 Le 一 0 
— {et TF2e r=0, 
eri)' pg' 2e g(r 一 207e "=0, C5. 15. 12) 
当然 ， 它 们 和 (5.14. 13 一 14) 一 致 .在 边界 5Cz+y， 工 ) 处 ,方程 
(5,. 15.98 一 1 中 的 变 分 8g' tri) 和 6g' (已 抵消 ;这 是 因为 方程 
《5. 15. 3) 中 存在 外 边界 和 奇异 点 ( 顶 角 ) 的 "表面 "项 . 
在 某 种 意义 上 , 项 骨 人 可 以 团 居 af 外 空间 的 茶 种 边界 . 
正 是 引力 作用 量 (5.15. 3) 中 有 定义 在 三 处 的 附加 项 ， 才 使 得 有 项 
角 的 空间 上 的 变 分 有 很 好 的 定义 .与 硕 衣 相关 的 项 补 仙 了 度 规 导 
数 在 于 处 的 变 分 , 正如 标准 G-H 项 在 外 边界 aa 上 的 行为 一 样 . 
作用 量 的 变 分 也 包 售 与 ;成 正比 的 一 项 .条件 了 丈 . 一 0 给 出 wa 一 
ti, 这 正 是 所 需要 的 结果 . 它 意 味 着 在 规则 流 形 ( 无 项 角 奇 异性 的 
G-H 骨 子 ) 上 达到 平衡 态 ， 
方程 (5. 15. 12) 表 明 可 取 =x. 度 规 济 数 gtz) 取 (5. 14. 17) 的 
形式 : 
g(r) = 二 | Upyde. (5. 15. 13) 


特别 是 ， 我 们 有 
gL) = 二 Udr, g(t) = LU ~ LigtL), 


"S43. 


《5.15. 14) 
发 一 方面 , 在 视界 处 、 


(7) 
让 =8 0 (5.15.15) 


能 量 汉 印记 (5.15. 6) 可 写 为 
+ 门 
E sn). Gy dx 十 Esurt » 


Es—— (eg ), i C5. 15. 16) 


由 于 Co 一 0, 下 只 有 表面 项 . 等 价 地 ,我 们 得 到 能 量 55.15. 16) 的 
坐标 无 关 的 表达 式 : 


1 1 . 
278 志 | mm DT. C5, 15. 17) 


当 aM 赵 于 无 限 远 时 , 量 (5. 15.17) 发 散 , 由 前 面 讲 到 的 删除 法 则 
得 到 
E=Elg]—ElLeg,]= 


| ] | pa3ar 一 到 Fr 机 和 
{ 2 月 ， He DO 2 局 ET ” 


这 里 对 于 背景 度 规 , 肥 x 一 xr. 应 注意 ,对 背景 的 自然 要 求 是 当 工 
一 co 时 背景 温度 了 = (2xBo) :与 无 限 远 处 的 黑洞 温度 相 台 . 即 g。 
=lmg'(t). 对 于 渐 近 平 直 度 规 ， 


gCD=I 一 2 +ol 二 | 
我 人 有 go 一 1. 所 以 
= 云 [1 一 V8)]. (5. 15. 19) 
当 Loo 时 ， 
E=M. (5, 15. 20) 


为 了 表述 荷 电 度 规 的 变 分 过 程 ， 固定 于 边界 处 的 量 还 应 包括 表征 
麦克 斯 威 部 分 的 电量 忆 或 势 4 对 4, 的 变 分 将 给 出 圳 克 斯 感 方 
" D4d4 + 


程 组 . 但 这 里 我 们 不 这 样 做 . 我 们 先 精 斑 解 出 麦克 斯 威 部 分 ， 从 而 
所 有 信息 都 包含 在 dilaton 势 UCr} 中 ,就 只 要 对 引力 部 分 变 分 
了 . 这 两 种 方法 显然 导致 相同 的 结果 . 

以 上 方法 对 任意 势 U(r) 都 适用 ， 只 要 其 形式 固定 . 对 于 改变 
其 形式 的 变 分 ， 从 ‘5.15.19) 得 到 


1 fe 
SE = 8M— 区 | se?dr (5. 15. 21) 
由 (5, 14.12) 式 定义 的 势 Ury ,我们 得 到 荷 电 黑 润 的 第 二 定律 : 
8M= TBS + (5, 15. 22) 
YH 


但 是 特 味 形式 的 势 L(xr} 对 于 上 述 方 法 是 不 重要 的 . 可 以 证 明 , 芋 
子 修正 会 改变 势 的 形式 , 并 导致 黑洞 度 规 (5. 15. 13) 的 改变 . 
极端 黑洞 值得 注意 . 这 时 有 


Uri)=0, 2' (7, )=0, 5.15, 23) 
极端 黑洞 瞬 子 的 几何 与 非 极 端 情况 大 不 一 样 . 在 度 规 
ds:=g(rydr’g Crydr’ 《5. 15. 24) 


中 ,zz 可 以 具有 任意 周期 2r8 而 不 会 形成 任何 奇异 性 . 现在 视界 与 
颇 子 流 形 上 的 其 他 任何 点 的 固有 距离 都 是 无 限 大 . 视界 附近 ,， 极 
端 朋 子 像 一 个 常 曲率 空间 ,其 度 规 为 

de 于 drtda?). 《5. 15. 25) 
当 y 一 时 ; xz 一 一 050. 极端 黑洞 瞬 子 可 以 看 成 与 平 直 图 柱 形 空空 
共 形 的 空间 . 

这 些 极端 几何 的 特点 对 于 极端 黑洞 热力 学 的 表述 是 很 重要 
的 . 由 于 视界 处 无 顶 角 奇异 性 ,作用 量 中 无 附加 项 : 

W=2r8E. (5, 15. 26) 
式 中 能 量 忌 具有 形式 (5.15.19). 由 (5.15.26)? 式 可 以 得 色 系 统 的 
自由 能 二 玉 , 因此 , 极端 黑洞 的 精 为 零 : 

Su 一 0. (5. 15. 27) 
而 且 由 于 自由 能 不 依赖 于 温度 8 -:,，8 固定 时 自由 能 取 极 值 的 要 
求 不 会 给 出 非 极端 情况 下 xr; 和 8 的 关系 , 这 意味 着 极端 黑洞 可 以 

+ 545， 


在 任何 温度 下 处 于 平衡 态 , 这 种 形式 结果 的 物理 意义 还 不 清楚 . 量 
子 效应 肯定 会 改变 这 个 结论 . 


§ 5.16 L-P 作用 量 及 量子 场 热 态 的 选择 


为 了 在 分 析 中 包括 单 圈 量 子 效应 , 我 们 考虑 2 维 量子 共 形 无 
质量 标量 场 . 对 配 分 函数 的 贡献 为 


Z=e '，, r=5In det[ |. 《5. 16,1) 


式 中 口 =YV.Y“ 是 2 维 拉 普 拉 斯 算 符 , 有 效 作用 量 丁 的 计算 常 
用 到 对 共 形 反常 的 积分 -*. 计算 结果 得 到 
Thigj|= |RDT'R. 《5.16. 2) 

应 用 上 式 时 至 少 会 遇 到 两 个 问题 . 第 一 ,这 个 作用 量 在 常数 (整体 
的 ) 共 形变 换 g,, 一 Ag,s 下 不 能 很 好 地 变换 (1 第 二 ， 当 把 它 应 用 
到 平 直 空间 {R==0) 时 ， 由 (5.16.2) 式 变 分 得 到 的 能 - 动 张 量 的 平 
均值 < 了 T*) 恒 为 零 . 这 对 真空 态 成 立 ,而 对 其 他 可 能 态 就 不 成 立 . 
所 以 , 把 有 效 作 用 量 写成 这 一 形式 就 会 失去 量子 场 的 态 的 具体 信 
息 , 我 们 要 给 (5. 16.2) 式 加 入 边界 项 ,并 证 明 关 于 量子 场 的 态 的 
言 息 与 边界 项 直接 相关 . 因此 , 为 了 考虑 单 圈 量 子 效应 ， 我 们 将 
仔细 处 理 L-P 作用 量 , 考虑 到 所 有 边界 项 . 

应 强调 指出 ,导出 (5.16. 2) 式 所 需要 的 对 共 形 反常 的 积分 并 
不 给 出 有 效 作 用 量 PCgy 的 绝对 值 ， 只 给 出 两 个 共 形 相关 (gm 一 
esgu) 流 形 的 有 将 作用 量 之 差 : 


rrgej=r[e]—st(|[ cv 二 | Ret2), dsko) 


去 | dsz'ae 《5,. 16- 3) 
式 中 nn 和 下 二 祥 on! 分别 为 mn* 和 此 的 对 应 量 . 
rT[g] 可 以 写成 仅 由 度 规 gi 确定 的 形式 ,只 要 引入 一 满足 方程 
[更 一 中 [5.16. 4) 


* Sd" 


的 附加 场 轨 , 对 共 形 相关 度 规 gm 一 eg 各 个 量 的 关系 为 


R=e “(R20), j= —20, 
=e "(kT ndo)}, n=e "nr. 《5. 16.5) 
由 这 些 关 系 可 以 证 明 , 5. 16. 1)? 式 的 有 效 作 用 量具 有 形式 


| 2 
rfg] = ,| 7 (VW) 十 VR | 二 


1 kds 十 1 Me ds Io, C5.16.6) 
1 07 ay 


A a 
式 中 所 有 量 都 由 gn 定义 ,而 “积分 常数 "了, 是 一 个 共 形 不 变 汉 陋 . 
现在 我 们 考虑 共 形 无 质量 场 wm, 它 在 有 视界 的 时 空中 以 温度 

7 处 于 一 热 态 . 相关 的 欧 氏 静态 度 规 为 
ds gr)drt ryder C5, 16.7) 

或 

ds*=g(p)dr: de’. (5. 16. 8) 
式 中 0 委 z 魏 2r8，0 委 po 肥 Lo 假设 gz) 在 z 一 z+ 处 有 一 阶 零 点 ， 


这 是 Killing 视界 . 在 视界 附近 有 
2 
Br 
对 于 户 二 Bn，(5,16.8}) 式 描述 规则 黑洞 瞬 子 . 如 采 8B 了 关 Pu， 此 诬 规 
在 p=0 处 有 顶 角 奇异 性 , 角 亏 损 为 5 一 2r(1 一 a), a 二 BB/Bn. 度 规 
(5.16.8) 可 以 写成 共 形 的 形式 ， 
ds:=e*dss, dsi= (dz’:+alzidr’), 


1f* d 
6” = Hi 入， 2 一 zuexp | 起]， | (C5. 16, 9) 


2 
go 一 抽 ， Br 一 


式 中 
a=B/By, r—Br, Ot Orr. 
存 视 界 附 近 , zn， 故 共 形 因子 在 视界 处 是 规则 的 . 

当 记 二 Bw, 由 (5.16.9) 可 知 , 黑洞 瞬 子 度 规 与 半径 为 ze 的 平 
直 盘 五 上 的 度 规 共 形 . 与 共 形 度 规 gn 和 &% 对 应 的 能 - 动 张 量 之 间 
有 关系 式 

* DAF * 


T, Tg}l=7T,Le jt | 一 4Y YY, 十 40.0a5 十 


gr LALJo— 2 V0)’]). (5. 16, 10) 
因此 , 按 (5.16.9), 我们 得 到 
， + 2 
TT. 一 Te 十 7 南 十 2 8 一 £5.16.11» 


式 中 73 是 平 直 盘 DD 上 量子 场 的 能 量 密 度 . 在 无 限 远 姓 , Pp 二 02， 
8 一 1， 鼓 


5 1 
— £0 天 
i -一 了 >: PE ee 加 £5。 1. 12) 


候 设 马上 量子 场 的 态 处 处 满足 了 中 一 0, 我 称 之 为 " 盘 上 的 真空 ” 
物理 上 , 此 态 即 Rindle 空间 中 的 闵可夫 斯 基 真 空 态 ， 或 Hartle- 
Hawking 真空 态 

这 一 选择 , 由 于 (5. 16. 12) 式 与 温度 为 Ta 的 热 课 能 量 密 度 相 
同 ,， 故 黑洞 瞬 子 上 量子 场 处 于 H-H 真空 态 . 因此 ,从 “ 盘 上 真空 
态 ” 出 发 , 经 过 规则 共 形 变换 (5.16,.9}， 可 以 得 到 黑洞 有 瞬 子 上 温 
度 为 了 r 的 量子 场 . 如 果 从 盘 DD 上 有 限 温度 耳 ,= (2rp8o) 一 的 态 出 
发 ， 则 可 以 得 到 黑洞 瞬 子 上 温度 为 了 一 (2xp8) != (2x) LBo 十 
Bi] 的 态 . 此 态 与 H-H 态 不 相间 . 

在 做 过 这 些 一 般 人 性 讨论 之 后 ,现在 考虑 满足 0 委 F 委 2r (5 天 
Bi 的 奇异 黑洞 瞬 子 . 由 (5. 16.9), 它 与 平 喜 锥 Cla=B/By) 共 
形 , 且 *o 是 圆锥 母线 的 固有 长 度 , 共 形 因子 o 处 处 规则 :我们 还 发 
现 这 两 个 空间 上 的 能 - 动 张 量 工人 仍 由 C5.16.10) 和 (5.16.11) 相 
联系 . 只 是 现在 了 中 是 平 直 圆 锥 C. 上 的 能 量 密度 ， 


riDY 一 1 1i 1 一 上 _ 
Tz 让 (5.16. 13) 
在 无 限 远 处 有 
1 
24xr Bp” 


正 是 温度 为 了 .= 二 (2x B) 的 热 形式 . 因此 , 黑洞 引力 场 上 了 了 Ty 
的 量子 场 的 热 态 可 以 等 效 地 描述 成 奇异 瞬 子 上 的 量子 场 . 
= DAdB* 


可 以 利用 黑洞 瞬 子 MM 上 的 度 规 直 搂 计算 人 1 对 于 度 规 
(5.16.8), 方程 (5.16, 4) 有 解 


上 一 一 lng 十 外 二 C=— Ing 中 -2 十 CC 
(5. 16. 14) 
为 了 确定 常数 5, 考虑 出 多 表示 的 重 整 化 能 - 动 张 量 
-aten| -2R+ 二 7O1|| 
(5.16. 15) 
此 式 的 共 形 变换 由 (5. 16.19) 给 出 .把 (5.16.14) 代 入 上 式 , 得 到 


1 


1, 3 (8) | 
T= z87 28。 2 如 十 2 | 【5。 1 6， 16} 


由 于 在 无 限 远 处 了 = (2x B71, 豆 5 二 一 2/B&. 
由 此 得 到 ,在 极限 ce->0 下 ， (5.16. 14) 中 的 更 满足 


Tp 


Le 


式 中 加 是 平 直 图 锥 CC, 上 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 因此 ; 无 限 远 处 温度 
为 一 (2x B)-! 的 态 的 能 - 动 张 量 和 视界 有 顶 角 奇 异性 (8 关 B,) 的 
黑洞 用 子 (5. 16. 9) 上 量子 场 的 能 - 动 张 量 相同 ， 

为 了 确定 (5.16.14) 中 的 常数 C( 它 依赖 于 系统 的 特征 )， 考 
虑 由 o 决定 的 共 形 变换 (5. 16. 9); 


5 一 中 1 一 学 lne, C5. 16.17) 
与 难 方程 的 解 相 同 : 
Dg =R, R=2| i) dcp). (5.16.18) 


_ 了 六 dz 

26fz) = lIngtzx) 十 Bs), gery 十 2ln zo ‘5, 16. 19) 
于 是 ,此 二 空间 中 的 函数 Jtrx) 有 如 下 关系 ; 

pr CIT) = 2) 20x). “5. 16. 20) 


式 中 z(x} 由 (5.16.9) 给 出 . 另 一 方面 ， 对 于 gw 和 Wc， 我们 有 夫 
达 式 (5. 16, 14); 


十 忆 ， 


I | 
pw tx) 一 一 lngCzr)y 一 和 。 es 


s An 


由 《ss 一 一 ?| 1 一 到 | 二 -Cla, 20), (5. 16. 21) 

式 中 人 (ay zo) 私 为 此 利 | 的 图 数 ， 
把 C5.16.19) 和 和 (5.16.21) 代 人 (5.16.20), 得 到 常数 

C=—2nBr/s) Ce, so), 
实际 上 ，, 由 于 重新 标 度 ze zo 之 后 ， 有 

人 (ago 人 ar so} — 21n7, 
C 不依 赖 于 ze， 于 是 最 后 得 到 

2 全 dr EE 


Bar (Lt 一 lIngtr) 育 es 一 2m 二 C(t, od). 


5.168. 22)» 

汐 了 写 出 这 种 情况 下 的 Liouwille-Polyakov 作用 量 ， 须 注意 

到 在 项 角 奇 异性 存在 时 有 效 作 用 量 (5. 16. 1) 的 共 形 变 模 要 覆 改 . 

如 果 空 间 "和 MMC 具有 顶点 三 和 角 亏 损 8=28r01 一 sa)3 由 规则 共 
形变 换 g。 一 ez*g 相 联 . 则 相应 的 有 效 作 用 量 有 如 下 关系 : 


rig]= Tlg|]— | (vay: 十 |. Ra 十 ?| dska| 
1 , 1 (1— ee) 
一 点 | dsn do Da. 《5. 16, 23) 


式 中 上 是 区 锥 预 点 三 处 的 值 . 
考虑 站 的 变换 规律 (5.16.5)，M"* 上 的 有 效 作用 量 [ 按 
(5. 16. 23) 变 换 ] 可 以 写 为 


工 [2 = 二 各 区 
1 


F337) Dds :十 | ng ds 十 TIT,. C5, 16. 24) 
式 中 屋 是 曲率 标量 的 规则 部 分 , Lx) 是 方程 
Ds= R=2 (1—a) /alds+R 
的 解 . 对 于 静态 度 规 (5.16.7), 由 取 (5. 16. 22) 的 形式 . 
值得 注意 的 有 是, 表达 式 (5. 16. 24) 可 写成 两 种 等 价 的 形式 . 第 
一 种 用 定义 在 全 项 角 空 间 好 上 的 量 表 示 : 
Fr = | + sR|+ + 


中 hin" 


| [ 计 (vD' 十 量 ] 二 由 和 罗 十 


1 1 1 ， 
za | et 十 Tr)ae” «st To, (5, 16, 25) 


R=2(a 1)8s+R, [y=R. 
另 一 种 方式 是 用 定义 在 规则 部 分 Ms 上 的 量 写 出 ， 
FE = | ,| 二 (VY 十 正 ]|+ 证 一 号 十 


1 z+ li 5 和 
PAR nr pcds 十 | J- ds 十 CE] a }. 


to, 16. 267) 
式 中 网 一 此-， 9 Dy=R. 


§ 5.17 量子 修正 的 黑洞 几何 


在 半 既 典 近 伺 ( 度 规 不 量子 化 ?下 ,， 要 得 到 单 圈 量子 效应 ,可 
以 在 经 典 引 力作 用 量 中 加 上 积分 物质 场 得 到 的 量子 部 分 : 

作 一 三- 十 了 (5.17.1) 
出 于 球 对 称 考 虑 , 我 们 取 你 .为 (5.14.11) 的 形式 (还 要 减 去 参考 
度 规 的 贡献 ， 见 $5.15)， 而 单 民 贡献 卫 取 为 L-P 作 用 量 
(5. 16. 24), 当然 , 在 自治 的 处 理 中 , 量子 有 效 作 用 量 卫 也 应 该 由 
4 维 物 质 场 经 过 球 对 称 退 化 得 到 ， 就 像 得 到 引力 部 分 Ws 那样 .但 
是 有 效 作 用 量 非 常 复 淋 而 使 得 分 析 很 困难 . 因此 , 这 里 只 考虑 最 
简单 的 情况 ;有效 2 维 物 质 场 是 共 形 的 , 且 丁 为 非 定 域 的 L-P 汉 
明 . 

为 了 考虑 早 洞 的 单 圈 量 子 效 应 ， 先 研究 作用 量 的 量子 修正 
(5.17.1) 所 引起 的 黑洞 经 典 几 何 的 修正 . 此 式 对 度 规 取 变 分 ,得 
到 

Ce 一 一 了 ，， (5. 17. 2) 
T, = 渤 2V.7 poop Ya| 2R 一 去 (了 的 :| 
(5. 17. 3) 
式 中 Gs 由 (5.14.14) 给 出 . 对 laton 场 Cx) 的 变 分 冶 出 与 经 典 
“551 。 


情况 相同 的 方程 : 

YR—2[ r++,=0. 《5. 17. 4) 
方程 65. 17. 2) 和 (5. 17. 4 的 一 个 重要 结果 是 时 空 音 点 现在 位 于 有 
限 半 径 (dilaton 值 )r 二 地 二 G/12xr 上 . 这 是 引力 的 2 维 模型 的 典 
型 行为 .对 于 这 个 dlaton 值 ，(5. 17.1) 的 动力 学 项 发 散 . 另 一 方 
面 , 取 {5.17.2) 式 的 迹 , 得 到 


,CC _ 
站] 一 2 (7) = Tie: {5, 17,5) 


再 考虑 到 (5. 17. 4}, 得 


R= (5, 17. 6) 


此 式 表 明 在 r= 二 + 处 有 奇异 性 . 这 里 我 们 不 研究 此 点 附近 方程 
《5.17.2) 和 (5.17.4) 的 解 的 行为 , 而 是 假定 外 视界 r+ 污 ro. 于 是 ， 
在 区 域 ~ 二 一 内 , 我 们 可 以 用 微 扰 法 (对 rw/r .) 解 方程 (5. 17.2) 
和 (5.17.4), 把 方程 (5.17.2) 的 右 端 看 成 微 扰 , 这 样 可 以 给 出 黑 
洞 的 一 级 修正 5 正比 于 去)， 

和 前 面 类 似 , 我 们 考虑 静态 解 .定义 国 数 了 上 和 MM: 


2 
f=(Yr), M= 二 [1 一 (vr)?] 二 和， [5. 17. 7》 
并 选择 > 为 一 个 坐标 Killing 时 间 :上 为 另 一 坐标 . 于 是 有 
_ Pery 2 1 2 
= (rye "dt +t Fe ydr 3 {5,17, 8) 
Fr 一 2 + 等 . (5. 17. 9) 


方程 (5. 17.2) 可 改写 为 


2 TT r=7,sl 2 20 | -YY oad ps 了 一 ye 了 
(5. 17.10) 
微分 (5.17.7), 并 利用 (5.17.10), 得 到 
22.M = Aasr (BT — TH), {5,17,11) 
取 sx 一 0， 此 式 恒 成 立 ; 取 a 王 1， 此 式 给 出 
aa 一 到 7 (5.17. 12) 
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取 {5.17.10) 的 迹 , 得 到 关于 函数 (7) 的 方程 : 
,rr Ar 
39 一 元 FT 一 TD)， (5. 17. 13) 


把 (5.17.12) 和 和 (5.17.13) 的 右 端 看 作 微 扰 ， 并 在 经 典 背 景 中 计算 
它们 . 我 们 有 人 鲁 (r)==0， MM 二 const; 对 于 度 规 c5. 17.8), 能 - 动 张 量 
[ 式 (5. 1?7.37] 为 


T=x| +27" 一 地 (了 "一 禹 | | 


= 才 寺 [] 一遍 
式 中 wx = 人 她 /24r，8p 一 2 六 (0r .我 们 必须 把 经 典 度 规 (5. 14. 17) 
代 人 (5.17. 14)， 其 中 
了 一 中 fr 一 六 (人 一 FDIr 一 六 )， 
六 一 MG 士 QHG 于 一 总 2 
须 注意 , (5. 17. 14) 给 出 的 Tw 在 内 视界 + 二 r- 处 发 散 , 这 个 众 
所 周知 的 爱 获 使 得 微 扰 方 案 在 r=r- 附 近 失 效 .为 了 得 到 微 扰 方 
案 适 用 的 条 件 ,， 先 考 虚 外 视界 7 二 r+ 处 的 T5， 上 下令 7 一 r+. 这 时 
我 们 发 现 ，(5.17.14) 式 定义 的 Ti 和 TT? 在 些 极 腿 下 有 有限， 而 
《5.17.13) 中 的 广 训 一 TD) 则 以 wx[ xs 一 r- 7+ 二 的 形式 发 散 . 
机 使 微 扰 方案 成 立 ， 必须 消去 这 一 令 人 不 愉快 的 一 项 , 即 要 满足 
kr 一 rr 有 1， 或 者 KY 之] 一 /rr;， 了 这样 ， 只 要 念 | 足 
够 大 ,我 们 总 能 任意 接近 极端 情况 = -一 ”+ , 这 个 重要 条 件 使 我 们 
可 以 把 此 方法 运用 到 钾 一 邓 的 荷 电 黑洞 ,保证 外 边界 “半径 ?rs 任 
意 大 的 热力 学 系 综 的 稳定 性 . 
(5.17.12) 和 (5. 17.13) 很 容易 积分 , 令 
mi{r)=2x :LM— Mr}], (3.17,.15) 
积分 (5. 17. 12)}, 得 到 : 


mr 一 一 上 | Tsar 一 Cr) 十 


| (5,17.14) 


fr 一 上 


Aln 十 Bln 二 ， 


里 DO" 


2 rr 2471 十) or 7. 


4 一 一 有 27 六 -了 rr 下 373 “ 
人 
一 
2 
_ 
B= 2 (5.17. 16) 
rr 


和 和 前面 类 似 , xz, 表示 经 典 内 外 视界 的 “半径 ”常数 4 和 BB 之 间 的 
人 恒等式 有 4 十 B= 二 一 4XMGBrn* 是 很 有 用 的 .在 (5.17.16) 中 ,我 们 引 
大 了 一 个 上 距离 :, 为 了 使 对 数 的 自 变量 无 量 纲 . 下 一 节 计 算 的 能 量 
和 灶 的 最 后 结果 和 此 参量 无 美 . 可 以 自然 地 假设 1 具有 普 朗 克 长 
度 的 量 级 /~ 但 这 一 点 对 于 下 态 的 讨论 并 不 重要 . 

类 似 地 , 积分 (5.17.13), 得 到 


@dr) 一 | 1 7: Todr (5.17. 17》 
3], 77 Td, 
对 于 f= 二 gulr),， 再 加 上 条 件 有 (2) 一 0， 得 到 
Dr) Fe[F) Fr)], 
Cr 一 天 4 .tri+ 十 +_) 


| | 
rr_(rr_) r_r_r 


Dln[ {rr—r_ /A+ ElntrA), 


Fr) 一 十 


D—— i C3 十 27r3r_ 十 27 7 二 2rir 一 站) 
rr 
E= (3 2 re). 《5. 17. 1 和 8) 
现在 考虑 特殊 情况 :不 带电 黑洞 (总 =0). 其 经 典 度 规 轩 数 为 
gatr)=l—ri/r r+ =2MG, Bn—2r,. 
对 于 量子 修正 度 规 , 我 们 得 到 


f=1- E+, (5. 17. 19) 


产 


+ 2 工 1 三 
mm) 二 一 人 十 讲 一 秀一 吉 -In (5.17. 20) 


Blr) = 广 *[F(L) —F(r)], 


" S04: 


FO + ln. (5. 17. 21) 
当 盒 子 的 线 度 工 很 大 时 , 有 


exp (2 (r)) =| F) “exp[ —+| 元 二 二 | | 《5. 17. 22) 
黑洞 的 一 个 重要 特征 是 其 视界 半径 , 在 我 们 模型 中 , 它 由 视 
界 处 的 dlaton 值 7. 表示. 对 于 量子 修正 解 (5.17. 15)， 它 与 经 典 


值 >, 不 同 . 为 明确 起 见 , 令 FF, ) 一 0， 得 到 解 


六 一 MrDGTTYV CUMCr DG7 一 全 
将 上 式 接 x 展开 ,最 后 得 到 
ri = Bm{r Dr, )， 
式 中 的 r+- 和 Bi: 是 由 好 和 名 算得 的 经 典 值 . 由 此 得 到 
六 一 关 一 KBypa(r， 》， 《5. 17. 23) 
这 一 式 于 可 以 解释 为 由 于 量子 修正 引起 的 “视界 面积 ”的 变化 . 


§ 5. 18 热力 学 量 的 量子 修正 


由 作用 量 亚 5 式 (5.17.1)] 所 描述 的 单 圈 热 力学 本 质 上 和 
$ 5. 15 的 初级 (tree-lever)? 近 似 相 同 . 我 们 固定 边界 一 区 处 的 ra 
和 温度 了 一 (2rp8) 1, 以 及 时 空 几何 的 黑洞 拓扑 , 并 用 下 式 定义 离 
过 业 和 能 量 : 

1 


S= (B89 190W, 上 二 53%. 《5， 18. 1) 


然后 ,采用 (5.15.1) 给 出 的 欧 氏 度 规 , 其 中 任意 函数 g(x), 4ACx) 
满足 上 述 条 件 Lg tz) 在 x+= 工 处 有 单 堆 点 ]; 我 们 发 现 , 系统 的 平 
衡 态 由 汉 罗 玉 Lae(tz) ,rtx) At7) 的 极 值 描述 ; 

aW = W + W+ dW =0. (5. 18. 2) 
在 选择 量子 场 作用 基 的 时 候 , 单 圈 部 分 栈 不 会 daton 场 r(x). 
因此 有 5W = 二 训 包 4[ 见 (5.15.9)], 其 中 (x1) 二 ri 是 视界 处 
dilaton 场 的 量子 值 . 这 意味 着 极 值 位 形 满 足 

» SDD 


二 三 Bj 二， 《5. 18. 3) 


和 经典 情况 一 样 ， 在 没有 项 角 奇 异性 的 规则 流 形 上 可 以 取 极 值 . 
汉 函 W 的 极 值 措 述 量子 修正 的 黑洞 位 形 , 其 微 扰 形式 见 $ 5.17 
[55. 17.8 一 9) 和 (5.17. 15) |. 

对 度 规 取 变 分 时 ， 和 经 典 情 况 一 样 ， 含 Sg (Cr) 和 58g'(7) 的 
项 不 存在 [ 见 式 (5. 15. 10)]. 因此 ， 对 于 单 圈 有 将 作用 量 W，, 变 分 
过 程 也 定义 得 很 好 ,因为 在 外 边界 (z= 二) 和 和 顶点 (x 二 4) 处 对 度 
规 导 数 变 分 的 贡献 都 筱 相应 的 边界 项 抵消 了 . 

计算 离 壳 量 45. 18, 1) 的 一 个 方便 的 方法 是 把 度 规 写成 类 史 及 
希 形式 : 

ds:—glxdriig (ry)dr’. C5. 18. 4) 

式 中 0 记 r 记 2xPB. 利用 45,15.1) 中 的 规范 自由 度 , 令 zx) 一 0, 就 
可 以 做 到 这 一 点 . 坐标 丢 换 


,eds 


须 伴 随 着 相应 的 积分 限 (Gz+， zz) 的 变换 . 在 即 这 情况 下 ,它们 会 
依赖 于 rs 和 Br， 但 是 对 于 计算 举 标 不 变 的 离 壳 量 ( 如 有 效 作用 
量 ), 使 用 (5. 18. 4) 而 不 用 (5. 15.1) 只 是 为 了 选择 坐标 系 的 方便 . 
相应 的 L-P 作用 量 为 


:2 8 
re]= 3) | | 天 一 | dx 十 


1 1 0 ) 


12 


BB! 
je 2 一 by (L)+ TI. 
£5. 18.3) 
式 中 和 一 采 / Bi， Br 一 2[g (rr) | 三) 由 《三 . 158, 22) 谎 区 ， 这 里 
应 注意 ; 上 式 在 下 极限 处 发 散 . 引信 规 则 化 x 一 x* 十 ce， 我们 得 


到 上 式 的 发 散 部 分 : 


有 net 二 (5, 18. 6) 


这 是 由 于 顶点 处 (8B 关 记 /) 重 整 化 的 Ts[(5.16.15) 和 《5.16.16)] 
为 无 限 友 所 引起 的 物理 发 散 . 注意 TT 正比 于 Ci 一 oa) 因此 ,这 一 
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发 散 厅 影响 Hawking 温度 (8 一 如 ?下 的 物理 量 . 原则 上 ， 要 把 这 
一 发 散 规 则 化 , 可 以 在 (5.18.5) 中 减 去 度 规 函数 为 ga(x) = 二 (2/ 
B(x 一 Xx-_} 的 Rindle 空间 I.-P 作用 量 . 但 我 们 现在 不 做 这 种 处 
理 . 
由 55. 18. 3) 可 以 计算 平衡 态 (B== B85) 的 能 量 ; 

E=E.+E,, 

其 中 经 典 部 分 五 , 见 45.15,.5) 式 ,量子 部 分 为 
加 1 了) 
Ps = 27g" rT Ia, gr ~ 


『 1i 4 一 g' Cr) 1 dz 一 一 gr) 
后 PE | 16rae' (LL) 有 


(5. 18. 7) 
对 于 上 节 得 到 的 量子 修正 的 度 规 ,8 (了 ) 在 极限 工 一 ce 下 等 于 零 ， 
因此 ,下 面 我 们 将 此 项 略 去 . 


类 似 地 得 到 平衡 态 的 炉 的 表达 式 
Ar 
9 一 全 十 ?0 《5. 18. 8) 
式 中 ee 
| -一 1 Bag! (L) 
ze i A 
CEToN, 5. 18. 9) 


在 上 二 式 中 , F+ 和 有 8; 分 别 为 视界 的 量子 位 置 和 量子 Hawking 温 
度 的 倒数 , 而 g(z) 是 量子 黑 泣 的 度 规 . 注意 Es 和 9 在 下 极限 都 
不 发散. 对 于 与 平 直 度 规 共 形 的 度 规 gw 二 e*6,， 有 由 ( 工 ) 一 
一 2gtzT)， 炳 (5. 18.9) 与 [87] 中 得 到 的 相同 . 

对 于 能 量 泛 孙 ,我们 有 


1 free 9 
“一 5 (Gi 十 了 097 + 


1 
TorB gE) 十 Er (5.18.10) 


式 中 表面 项 上 ,与 (5. 15. 16) 相 同 . 
» S57+ 


由 外 按 界 处 的 温度 了 王 [2rp8rv g(tL)J] 是 国定 的 ， 当 运动 方 
程 (5. 17,2) 成 立时 ,五 简化 为 


E=E.wmt 广 ， £5. 18. 11> 
或 者 写成 坐标 不 变形 式 ， 
了 了 1 li2 了 
EF 一 S| rm 也 7 十 6 一 EE ,i 十 人 


(5. 18. 12) 
注意 上 式 的 两 项 都 定义 在 外 边界 一世 上， 
现在 , 减 去 背景 g, 的 能 量 , 得 到 


EfgJ—ELg,]=— 吉 br (gy —e tT To). 


‘£5.18. 13) 


式 中 ,一 [2rB%NVgs(L)]! 是 背景 度 规 的 温度 式 (5.18.11) 和 和 
(5.18.12) 中 的 温度 工 是 在 外 边界 测量 的 . 但 是 会 工 的 项 却 源 于 
视界 ,这 可 以 由 (5.18.11) 式 通过 分 部 积分 得 到 (5. 18. 12) 的 过 程 
中 看 出 来 . 因此 ，(5. 18.11} 和 (5.18. 12) 中 的 了 /6 是 暴 洞 拓扑 的 
结果 . 在 非 黑洞 的 情况 下 ( 热 空 间 )? 这 一 项 不 存在 . 取 了 一 了 ， 
(5. 18. 13) 中 第 二 项 为 零 , 于 是 得 到 能 量 的 经 典 家 达 式 , 但 现在 
&v 和 gg 都 是 相应 的 量子 修正 度 规 . 

上 面 关 于 能 量 和 炳 的 表达 式 是 对 于 静态 度 规 (5. 18. 4) 给 出 
的 .上 一 节 中 得 到 量子 修正 的 度 规 要 变 成 这 种 形式 ， 只 要 做 坐标 
变换 r 一 zfr)， az 一 ez 并 邻 g(r) 一 fe”*, 由 于 人 B(L) 二 0; 在 边 
界 一 上 处 有 scr， 利 十 (也 一头 也 )， 

下 面 讨 论坛 过 量子 修正 的 黑洞 ,其 质量 和 炳 . 

1. 量子 修正 黑洞 的 质量 

前 面 得 到 的 量子 修正 解 (5. 17. 157 和 (5. 17.16) 在 盒子 斥 庶 工 
很 大 时 为 


MG 2 dMOGxr, L 了 
EC Ea ZR ln | EI: (9, 18, 14» 


"号 5 者 


我 们 看 到 ,， 当 二 ce 时 ，F( 工 ) -80 一 1 一 257p38 而 不 是 1. 引入 善 
轩 克 温度 了 Yo 一 (2xrr.) 有 55 一 1 一 (To 可 雇 发 现 , g 的 
新 近 行 为 和 背景 的 改变 本 质 上 是 温度 效应 .实际 上 , 若 像 经 典 傅 
襄 一 梓 , 取 背 景 g* 王 1, 能 量 将 有 一 发 散 项 
五 一 (Try 6 了 也， 
这 正 是 黑 泣 局 围 热 气体 的 能 量 . 
我 们 可 以 这 样 解释 , 所 研究 的 系统 是 两 部 分 的 复杂 相互 作 
用 :黑洞 和 热气 体 . 远离 视界 处 , 气体 的 效应 显得 更 重要 ,而 在 视 
界 附近 ,黑洞 占 主导 地 位 , 因此 ,系统 的 特征 量 ( 如 能 莉 和 丧 ? 包 
舍 这 两 个 子 系 统 的 页 献 . 依赖 于 系统 尺度 工 的 部 分 是 热气 体 的 贡 
献 , 可 以 消去 ， 另 一 方面 ,黑洞 本 身 的 贡献 不 依赖 于 工 ， 
明显 地 , 适当 选择 (5.18.13) 式 中 的 参考 度 规 ， 可 以 消去 热 
气体 的 贡献 ， 从 而 得 到 黑洞 本 身 的 贡献 ， 实 际 上 ， 如 果 取 
ga 一] 一 2 人 8 ， 
rif 
BR 
式 中 9 一 1+2ln 地 
可 以 者 出 ,， (5.18. 15) 中 瑟 s 不 存在 , 但 仍 存在 对 数 发 散 项 . 我 们 
认为 这 一 发 散 是 由 于 无 质量 场 的 红外 行为 所 致 .可 以 预见 ， 当 考 
虑 有 质量 物质 时 , 此 发 散会 消失 . 因此 , 为 了 使 红外 行为 规则 化 
为 有 限 , 我 们 固定 合子 尺度 工 , 但 它 远 大 于 黑洞 的 特征 尺度 ~-， 
《5. 18. 15) 式 可 写 为 
E=M[1+ 去 | 天 | ?| (5. 18. 16) 
比较 (5, 18. 15) 和 (5. 18.16), 我 们 得 出 结论 :一 级 量子 修正 (对 局 
而 言 )， 和 黑洞 质量 的 温度 修正 是 相同 的 . 
2， 量子 修正 黑洞 的 粹 
把 经 典 庶 规 函数 


gu—=r rr rr ) 


代入 S, 的 表达 式 , 得 到 


则 歼 一 af 十 (5. 18. 15) 


" Do 


于 ir ‘Lr. 
省, 一 3 了 rr) 12\r | 去 i+ 
1 | LL—rr | 1 站. 
jaln| 二 一 志 | + 二 In 二 (5. 18. 17) 


式 中 xz, 是 (5.16.9) 式 中 出 现 的 圆锥 母线 的 固有 长 度 . 和 能 莉 一 
样 ，S, 在 极限 一 < 下 发 散 . 第 一 项 线性 发 散 , 是 装 在 盒子 中 的 
2 维 热 气体 的 烂 ， 盒子 尺度 为 一 r:， 温度 为 Ts. 由 于 我 们 只 对 
黑洞 本 身 的 精 感 兴趣 ， 胡 将 此 项 略 去 . 

在 (5. 18. 8) 式 中 , 第 一 项 包含 视界 的 量子 修正 半径 ~, .在 外 
视界 > 一 一 附近 , 量子 修正 度 规 (5. 17. 15) 和 (5,. 17. 16) 为 

Fl = Gr rr rr, 
式 中 r+ 二 ri 十 Kr4. 
而 是 经 典 值 ， 因 此 , 在 Ss( 正 比 于 友 ) 中 , 可 用 量子 修正 值 一 代 
替 经 典 值 . 于 是 , 取 极 限 工 一 ce， 我们 得 到 用 量子 修正 视界 值 + 
表示 的 黑洞 完全 量子 雯 : 
开关 3 


1 L 1 
S=- 全 +jl1 Ei hn Ft 


大， 
To 


《5. 18. 18) 


.一 
所 
十 
i 
~ 


这 是 量子 水 平 上 对 经 典 炉 和 视界 面积 关系 的 修正 . 
有 几 种 情况 很 有 趣 , 第 一 种 情况 , r. 一 r_-. 此 时 质量 的 修正 
[5.18.15) 和 (5.18.16)] 等 于 零 , 男 一 方面 , SsL 《5.18.,17) 式 | 却 


存在 极限 
sx 到 一 EE 
六 全 一 ln -=n | ， 《5. 18. 1]9) 


此 式 给 出 恼 的 对 数 修 正 . 第 二 种 情况 , 取 7 了 .一 0( 不 荷 电 黑洞 )， 
得 到 


A 1 几 
一 -二 . 18, 20 
S 云 十? ln 3 {5.18. 20) 


式 中 A, 二 4 过 是 视界 面积 , 我 们 省 略 一 项 ~In 并 . 这 一 结果 和 
[88] 中 4 维 史 瓦 希 黑洞 的 结果 类 似 . 
现在 还 不 清楚 在 什么 样 的 现象 中 灶 的 对 数 修正 项 才 会 变 得 重 
* LPO 


要 . 我 们 猜测 在 黑洞 蒸发 的 最 后 阶段 它们 会 起 作用 . 这 个 问题 仍 
需 进 一 此 研究. 

下 面 几 节 我 们 用 项 角 奇 异性 方法 讨论 稍 电 Kerr 黑洞 的 主 级 
ffree-level) 炳 加 其 单 交 量子 修正 . 

前 面 几 节 讨 论 的 者 限于 静态 、 非 旋转 的 黑洞 . 对 稳 访 黑洞 采 
用 项 人 奇异 性 方法 必须 解决 Kerr-Newrman 抽泣 的 欧 拷 化 (或 复 
化 ) 的 间 题 和 对 其 项 角 几 何 的 一 般 周 期 性 分 析 . 虽然 前 面 我 们 已 
给 出 欧 氏 化 和 周期 性 的 解决 方案 , 但 是 开 -N 情况 下 任意 周期 的 
顶 角 几何 仍 不 清楚 . 另外 一 个 著名 的 问题 是 稳 态 黑 调 习 的 紫外 
(UV) 发 散 性 ， 以 及 重 整 化 是 和 否 像 静态 情况 一 样 有 效 . 下 遍 几 节 
将 详细 讨论 这 些 问题 . 


8$5.19 欧 氏 克 尔 -纽曼 几何 
在 Boyer-lLindquist 坐标 系 中 , 采用 六 氏 号 其, 克 尔 -纽曼 度 


规 具 有 形式 
ds = gudriT god gudi: 2g sdtdd pnd ， 


pp: (A—a’:sin:d)} 
Br A bw 一 ge 一 
好 S1D A(tri -a —A) 
Ba 
1 2 2 2 2 站 
ka 一 | 《六 十 好 Aa sn 中 sinzp， 
A(r)=rita To —2mr, P=r’ Tacos'd. C5,19.1) 


函数 ar 可 以 写成 A 二 Cr 一 r+) (7 一 7 .)， 其 中 
r=mivmi—al—o. 
此 空间 有 一 对 正 交 的 Killing 矢量 : 


天 一 3 十 5 一 天 一 astn203 十 吉 ， 

A . 2 

2 尼 : 一 2 音 二 国 四 
Ki — ry? 度 2 一 pzstnzg,， K» R=0. (5.19.2) 


矢量 天 在 区 域 > 全 r 内 类 时 ,rr 一 六 上 类 光 ; 天 在 轴 (98 王 0， 8 二 x) 以 
" HOT" 


外 类 室 , 在 轴 上 天 一 0. 和 天, 证 对 侦 的 1- 形式 为 
rr a:) 
2 
2 ] 1 


-一 一 (dt 一 esitheodg) ， 


| 


LRC] 一 5 二 |， w[R]=w[K]=0. C5.19.3) 
这 里 存在 与 史 瓦 希 度 规 的 对 立 . 玉 和 天 对 应 于 aa 和 &#, w 和 
多 对 应 于 dz 和 d#. 此 对 应 几乎 是 精确 的 , 但 有 一 点 例外 :w 和 名 与 
dg 和 dr 一 起 构成 1- 形式 的 非 完 全 基 . 这 表明 不 存在 整体 定义 的 
坐标 天 入 ,使 得 w=dX, 名 =d 廊 ， 
视界 面 定义 为 类 时 矢量 天 为 堆 (K?|; 一 0) 的 面 , 外 视界 是 > 
二 + ,的 面 , 另外 , 经 常用 到 矢量 3 为 零 的 面 ,此 面 称 为 能 层面 ， 
由 方程 
”十 acosd+q — 2mr=0 
确定 . 它 位 于 外 视界 之 外 ,并 在 轴 8 一 0 和 8==7 处 与 之 相连 ， 
现在 考虑 克 尔 -纽曼 度 规 的 欧 氏 化 ,标准 方法 是 令 1 二 itr， 并 
令 a 二 14, 9 一 :9. 欧 氏 矢量 天 , 玉 和 相应 的 1- 形式 wm, ow 为 


瑟 一 总 一 i KR=asin’03 + 


Cas) 


oo 一 《dr 一 cslnztd 直 ) ， 


~ ray) 1 

wo 一 dr . (5. 19. 4) 
式 中 三 一 天 一 Cecos:. 
欧 氏 度 规 可 写成 

ds 二 全 dr 二 to Se :pd | sng), (5.19.83) 


式 中 四 各 大 (5.19.4)，4 一 壮 一 时 一 至 一 2zr 的 根 为 +4 = 


十 wa 十 如 士 更 .由 > 一 下定 六 的 视界 面 荆 是 Killing 天 量 的 稳 
态 面 . 引信 新 的 径 向 变量 x, 使 得 在 视界 附近 有 


人 


生 一 rr 一 六 j= 


* DO2* 


Cr 7 一 2 vn 二 全 十 亲 . (5. 19. 6) 
于 是 精确 至 oCx*), 度 筑 (5.19.5) 变 为 


, , A Pr 2 
ds 一 时 十 局 \ dz tie Ary ， 5. 19. 7) 
式 中 pp =r —aicosy, 
2 
而 d 汪 一 的 【dd 和 十 SinzBm2 一 后 d82 十 m0dy 


(5, 19, 8) 
是 视界 面 5 的 度 规 ， 这 里 我 们 用 到 了 这 样 的 事实 ;上 可 以 引 人 
一 定义 得 很 好 的 角 坐 标 
p=$+ [a —a)]e, 
度 规 (5.19.8) 在 点 8 二 0 和 8 一 x 处 的 规则 性 要 求 把 对 上 的 和 
(二 2x) 闭 成 一 个 点 ， 用 欧 氏 KK-N 度 规 做 完 所 有 的 计算 后 , 我 们 
再 把 结果 解析 延 扩 到 实数 4 和 go. 
《5. 19. 7) 式 可 以 写成 


dsE=ds$ pr dse,. (5. 19, 9) 
式 中 dsc, 是 与 视界 全 在 点 (98, 站) 相连 的 2 维 盘 C; 的 度 规 : 
二 
ds =dz' + odr—ésn’Gd$) 《5. 19. 10) 
+ 


考 虚 (9, V) 固 定 的 度 规 (5.19. 10). 在 C, 上 引 人 角 坐标 XY 二 r 一 
asin*6$, 则 度 规 可 写 为 
ds 一 dz 十 生生 de 《5.19.112 
如 果 要 求 在 z*=0 处 无 奇异 性 , 则 需 把 点 X 和 (X+ 二 4zrx 6 扑 ) 看 成 
同一 个 点 ;为 了 使 其 不 依赖 于 视界 上 的 坐标 六 叉 必 须 抒 点 (Fr， 多 ) 
和 (r 十 2rp8i 一 2x2Bp) 等 同 , 式 中 2 一 /7 一) 是 复 角 速度 ， 
Br 一 ( 冯 一 we 十 全 二 全. 容易 看 出 ， 等同 的 点 有 相同 的 坐标 
此 ， 
通过 上 上 述 等 同 ， 我们 可 以 得 到 视界 二 附近 的 爽 氏 天 -N 几何 


的 图 像 . 和 视界 上 每 一 点 (98, %) 相 连 的 是 坐标 为 (z, xX) 的 2 维 胡 
563， 


C: 虽然 xX 不 是 4 维 空间 的 整体 坐标 , 在 每 一 点 (9, 加 ) 部 有 一 个 新 
的 x, 但 Cs 上 点 的 周期 性 等 同 却 是 普 适 的 ;而 且 独 立 于 视界 面 上 
的 任何 点 .整体 来 说 ,天 不 是 坐标 矢量 . 但 局 域 来 看 ,我 们 有 
开 一 贞 . 周期 性 在 矢量 天 方向 上 ,所 得 到 的 欧 氏 空间 五 是 规则 流 形 . 


§ 5.20 视界 的 外 几何 


对 于 欧 氏 度 规 (5. 19.5)， 可 以 定义 一 对 正 交 矢量 1ns 一 ns9,， 
=1]， 2}: 


n1 一 | (5. 20.1) 


点 
Pp 
一人) 一 
大 一 AD: : nt 二 Va C5. 20. 27 
其 协 变 分 量 为 


(5. 20. 3) 


ABA? 
多 ?2 一 一 fdsin’d. {5. 20. 二) 


矢量 n! 和 w? 外 直 于 视界 面 [由 7 二 r+，A(r 一 r+) 一 0 定义， 它 
是 一 个 2 维 面 ， 其 诱导 度 规 为 
Y=—gp— NR A. 
此 度 规 的 非 零 分 量 为 
yw 一 天， 一 一 6 
_aCr—a’)sn’o 
0 
1 C5. 20. 5) 
对 于 正 交 矢量 na 二 1， 2), 可 以 定义 面 的 外 曲率 
Ki 一 — YY nd: 


Yu 


和 


rp——r Al 


cp 
* SP4* 


1 rasinip IA 
Ki 一 


NF 
1 ar(r2 一 Q23)S1n28 13 
Tr 2 a 3 
2 yin2 
册 一 一 CS/ 和. (5. 20. 6) 
asindeosd | 点 
各 上 -一 四 Oe” 
~ =- 
必 一 atr mo 2 (5. 90. 7) 


也 可 以 得 到 外 曲率 的 迹 x 二 ,8”; 


“一 一 2 分， 上 一作， (C5. 2 人 0. 9) 


在 面 主 上 为 零 . 
二 次 纠 并 
2 
KR CO— st 
2a:cosHA 
全- 一 二 一 一 


Ki = ， (5. 20. 9) 
在 静态 人 aa 一 0 和 稳 态 (aa 天 0 情况 下 在 了 上 都 为 零 ， 故 在 视界 上 有 


下 
§ 5.21 项 角 麻 异 性 和 曲率 张 量 


现在 我 们 假设 , 以 任意 周期 2r8 闭合 Kuling 矢量 下 的 径 迹 . 
在 视 异 附近 , 这 表明 在 方程 (5.19.9) 和 (5.19. 10) 中 把 C: 上 的 点 
《Tr， 和 和 (rf 十 2 $$ 一 27028) 等 同 , 而 8 天 六 .这样 等 同 的 点 仍 有 
相同 的 坐标 芭 值 . 于 是 ， 角 坐标 % 的 周期 为 

2r8BC1 十 astn26)， 
引信 周期 为 2r 的 新 角 坐 标 
X=Bpi (ri —a) '%, 
" D063. 


C; 的 度 规 变 成 

dsE =dz’ To rd , 《5. 21. 1) 
这 正 是 角 亏 损 为 6 一 2r01 一 ata 一 上 pr) 的 2 维 国 锥 的 度 规 ， 因 
而 ,4 维度 规 55. 19. 5) 措 述 有 奇异 面 三 的 欧 氏 项 角 空 间 吾 . 

顶 角 奇 点 处 曲率 张 量 的 行为 ,在 平 直 2 维 圆锥 和 一 般 静 态度 
规 的 情况 下 已 精确 得 到 . 我 们 所 考虑 的 K-N 度 规 是 稳 态 的 而 不 
是 静态 的 . 因此 , 前 面相 应 的 公式 必须 重新 推导 . 

我 们 采用 在 静态 情况 下 已 获 成 功 的 方法 . 先 把 顶 角 奇异 性 规 
则 化 . 即 用 一 系列 由 参数 上 表示 的 规则 放 规 代替 项 角度 规 
5. 2].1): 

dse , ,=f (rs 万) 可 + ol rd, (5. 21. 2) 
式 中 f(x, 如是 某 个 光滑 的 规则 化 函数 ， 当 &->0 时 它 趋 于 1. 例 
如 ， 


二 
fr 6) :二 如? 


就 是 一 个 合适 的 规则 化 函数 . 在 极限 8 一 0 下 ,由 这 一 系列 度 规 
(5. 21.2) 可 以 得 到 曲率 的 类 5 贡献. 

为 了 将 此 方法 应 用 于 Kerr 度 规 , 考虑 视界 面 了 附近 的 情 宽 . 
对 于 PB 关 Bs， 度 规 可 写 为 


ds =ds$+p: dsz 。 《5. 21. 3) 
把 顶 角 度 规 用 dsi , 代 兰 ,可 以 得 到 一 系列 规则 度 规 ; 
ds ,二 d 结 十 ph ds ,- (5. 21. 4) 


为 了 计算 曲率 , 我们 定义 对 度 规 (5. 21. 4) 而 言 正 交 归 一 化 的 1- 形 
式 的 { 非 完全 ) 基 
ee =—pbor ff” (Cydys 


2 _ | Yl . 
by 十 4 十 9 dr dsin:Gd$), 


+ 
e:=p.d0, 
2 
Ute ng d¢ a < 各 dz + {59, 21, 5» 
PL (ra ) 


式 中 坐标 变换 为 
* 566。 


T=by, f(y)=(y ad/(y tt1)., 
洛 仑 兹 联络 1- 形 式 中 = 二 eke' 可 以 由 方程 
de* we Ae:=0. C5. 21. 6) 
我 们 感 兴趣 的 是 当 5 一 0 时, 党 仑 花 联 络 中 的 背 异 分 量 . 分 析 
《5. 21.5), 我 们 发 现 只 有 de? 含有 坷 异 项 : 


d= A tLe 证 CH. 21. 7) 


式 中 省 略 导 表示 6->0 时 的 有 限 项 . 由 上 式 可 知 , 党 合 兹 联络 的 疏 
一 奇异 分 量 为 
= [bypr Fy)] lett (5. 21. 8) 
曲率 的 2- 形 式 成 二 Rise Ae” 定义 为 
Ri= dst er MA. 
它 有 惟一 一 个 奇异 分 量 


二 2 — 1 A, 由 
Kid Fe Ae dt 
故 曲 率 张 量 的 惟一 奇异 分 量 汶 
1 。 交 ， 
230203 fi 
引入 一 对 矢量 [ 见 (5.20.1) 和 {5, 20.2)] n= 二 nf3., ea 一 1，2， 它们 
重 直 于 视界 荆 , 且 与 1- 形 式 e* 对 慢 ， 则 有 


R2121 一 十 *** C5. 21.9) 


] ， 
Rol -一 Rntninns, 


2 
六 了 证 明 当 5-x0 时 Raai 的 形 为 类 似 作 画 数 ,考虑 积分 


了 =| 民有 He Aer he Ae. (5.21.10) 
[a 


式 中 小 盘 D, 围绕 着 视 面 三 0 过 2z 委 "在 上 式 中 ，PKTry，e， 区 ?是 一 
个 试验 函数 , 在 矢量 天 的 轨迹 上 为 常数 . 可 以 把 它 展 开 ， 
tr 有， B=vod, PH, pr t= 
vd PTEv C0, Oy 
记 住 (89, 上) 是 视界 上 的 坐标 把 C5.21.5) 和 《5.21.9) 代 入 
(5. 21. 10), 得 到 
* S07?* 


et 产 | 
六 =| dy 2 Y 到 二 页 二 本 ar 一 
ansgdg) | 志 Co 十 wy 二 es A eit, 
| 


《21 ]1) 
上 上 式 中 , 我 们 先 在 正 交 于 (8, 省 固定 ) 的 子 空间 中 对 eAe? 积 


分 , 然后 再 在 视界 上 做 积 分 |e? 人 e+， 得 到 


站 
和 dr 一 asin’8d#) = 2 pp + . (5.21. 12) 
7 | 一 这 十 


式 中 积分 域 为 (8, 四 固定 时 Killing 矢量 天 的 闭合 积分 路 径 ， 
当 上 >*0 时 ，(5.21.11) 中 y 的 积分 上 限 “scoe， 故 


™ Af, py i—& 
| ay 这 各 = 一/ 0 上 2 一 二. (5. 21. 13) 


六 


由 《5.21.11 一 13)， 当 五 一 和 时， 考虑 到 Bp = (7 一 a:)/ 
vn 十 十 人 癌 ， 最 后 得 到 
了 一 2] 一 | vb， 的 Je Ne, £5. 2]. 1]4) 


由 于 此 式 对 于 任意 小 的 : 均 成 立 , 我 们 得 出 结论 , 在 极限 6->0 
下 ,有 Rao 的 行为 类 似 于 人 函数 注意 到 矢量 与 三 正 交 , 我 们 得 


到 
RR 名 二 RE 二 27 (1 一 a}[ Cnn) n'a) 一 《28 (nr) |:, 
Rr= R22x(]— oe) nn, dr, 
民 一 两 十 4r(1 一 ax， 《5.21, 15) 
式 中 65; 是 函数 


| se Ae A ea 内 时 一 | fe 天 如， 
2 
(CR) = bE 
a=1 
特别 是 , 由 55, 21. 15) 可 以 得 到 
| Re Ar Ae he = 
至 。 


* S08* 


«| Re Me he Ae drtl ~— oAs, (5,21,16) 


式 中 4; 一 | e 和 二 是 三 的 面积 对 于 K-N 度 规 ， 玉 一 0 显然 ， 
《5- 21.15~16) 和 青 态 情况 下 得 到 的 结果 相同 . 

为 了 应 用 , 还 需要 知道 曲率 的 二 次 缩 并 在 空间 到. 上 的 积分 . 
根据 (5. 21. 15) 式 , 忍 不 仅 会 有 民 项 , 还 会 有 (1 一 ass 的 页 献 . 
因此 ,; 可 以 得 到 一 个 上 臀 式 上 的 结果 

| 和 = 中 + 20 四 | R, 十 of 一 9)， 


《5. 21. 17) 
式 中 缀 , 表示 张 量 器 到 正 交 于 奇异 面 的 子 空间 上 的 投影 . 土 式 
定义 得 并 不 好 ， 因 为 受 : 中 会 有 [C1 一 a)6sJ* 项 .幸亏 它 是 (1 一 a) 
的 高 阶 项 , 我 们 把 它 放 到 了 最 后 一 项 中 ， 
文 [55] 曾 就 静态 情况 得 到 了 (5. 21. 17) 式 . 为 了 在 K-N 度 规 
下 证 明 这 一 点 ,我 们 必须 写 出 视界 互 附近 的 度 规 (5. 19. 5)， 并 包 
含 所 有 zx? 阶 的 项 . 考虑 到 前 面 引 和 的 规则 化 函数 ， 度 规 可 写 为 


2 
(dr—asin:8d#): 十 


ip 
dsk, ,=6yf (y)dy 十 一 


ria {ri —a:) 


toy dt 和 
| 《一 yy; 2 2 
1 一 + amzel as 二 二 人 dr] 
一 2 stn2g d% 十 一 jadz dr. (5. 21. 18) 
2 ra 
曲率 二 次 第 并 (用 咏 * 表示 )， 可 以 形 旭 地 号 为 
7 《5. 21. 19) 


R= A+TFiB 

式 中 函 数 4, B,C 不 依赖 纪 ， 生 不 全 有 规则 化 函数 了 f(y) 的 导数 ， 
由 于 三 附近 , 积分 的 测度 与 矿 成 正比 ,再 注意 到 f(y) 的 导 
数 行为 是 产 (y)~(1 一 a), 便 可 知道 (5.21.19) 中 第 二 ,三 项 积分 


后 在 极限 50 下 分 别 得 到 (5. 21.17) 中 的 第 二 ,三 项 ， 
» 569+ 


经 过 直接 和 抑 长 的 计算 ， 在 极限 50 下 ， 得 到 
| ReR, -al ReR, + 4r(l — a) x 


| 十 of 一 a)2), (5. 21. 20) 
| RR 一 a| RR 十 BT(l TT ai) 这 
E, 所 


| Rs ~ oC (1] 加 x ). (5, 21. 21) 
忒 中 RO—E,) Rnin, 


Ris = Es .1 sR ninint, 
在 计算 过 程 中 , 我 们 用 到 了 三 附 近 的 积分 测度 
Hs, ,= sp , ,1 
其 中 的 ”ps 二 0 一 22)sim8d9dy00 放 gp 所 27) 是 2 面 上 的 测度 , 而 
A ydydX(0 夺 X 守 227) 是 规则 化 圆锥 面 Cs ,上 的 测度 . 
对 于 R? 的 积分 , 我 们 得 到 
| _& 一 at 一 a)). 
由 于 K-N 度 规 满 足 KR 一 0， 上 式 与 期 望 的 结果 
| R: = «| KR: 十 Bx(l 一 “| R 十 offl CO— a):) 


(5. 21. 22) 
对 于 会 顶 角 奇异 性 的 稳 态 度 规 , 我 们 得 到 了 与 静态 情况 一 致 
的 结果 (5. 21. 20 一 227?， 
对 于 KK-N 度 规 . 在 视界 面 研 上 有 


工 让 一 pa 4 + Bmrr)— (og? +t 6mr Op 
2 p+ 
1 5 0 og 
BRR Ru 下. (5. 21. 23) 
在 三 上 积分 ,得 到 
A ~ ~ | - ~ 
| Rs = Bn (Cr? 十 9 | x + 一 | i], 
了 六 A Li |) 


旺 S700" 


2 宇 ;2 2 
| R, = dx 生 | 1 in| | | (5. 21. 24) 
三 大 二 2 7 下 |) 


将 这 些 式 子 解析 延 拓 ， 回 到 参量 a 和 和 g 的 实数 值 , 湛 要 做 代 换 


dg du rr 

rr ' ; | 
| [|= 之 tan "| 各 . 《5. 21. 25) 
让 F_—a: 人 和 


8$ 5.22 热 核 展开 和 炳 


人 们 对 温度 为 = (2rp8) :的 统计 性 场 系统 应 用 欧 氏 路 径 积 
分 方案 时 ， 虚 时 间 z 的 周期 为 2r8. 这 对 于 度 规 不 全 + 的 静态 场 
适用 ,只 要 把 Killmg 矢量 引 的 积分 盟 线 以 周期 2x8 闭合 就 行 了 ， 

在 旋转 黑洞 的 情况 下, 须 闭 侣 矢量 天 [ 见 (5.19.4)j 的 积分 曲 
线 . 结果 对 于 尾 意 的 有 得 到 项 角 空 间 已 . 这 一 几何 已 经 描述 过 了 ， 
于 是 配 分 现 数 为 

Z(8) = [CDeJexp[ — L(g, go)]) (5. 22. 1) 
式 中 物质 的 欧 氏 作用 量 Is 是 对 空间 5, 而 言 的 ,物质 场 ¥Y 加 上 了 
边界 条 件 ( 周 期 性 )， 其 凿 为 

S=— (pa — LnZ(A) ps (5. 22. 2) 
虽然 K-N 度 规 是 以 电磁 场 为 源 的 爱 因 斯 坦 场 方程 的 解 , 但 是 引 
为 作用 量 却 总 要 被 量子 修正 引起 的 高 阶 曲率 项 所 修正 . 这 样 的 R 
项 必须 一 开始 就 考虑 进来 ,其 裸 常数 (c，s， cy a， cs s)《 主 级 ) 用 
来 阴 收 间 图 无 穷 大 于 是 ， 主 级 引力 作用 重活 本 为 


有 = | Vg dir|— 6 Rc, 5 及” 十 
ce gh” tes, stl”™ 8)， (5. 22.3) 
相应 的 主 级 箭 可 以 在 引信 规则 化 顶 第 奇异 性 和 应 用 式 (5. 22. 1)、 


(5, 22.2) 之 后 做 为 作用 量 (5.22.37 的 复制 品 而 得 到 ,应 用 式 
(5.21.21~ 一 23), 我 们 得 到 


SCGn, £, 一 远 


Te :—|. CBAe, sR 十 4Ae» sR 十 


* Dri 


Sr。，r 民 《5. 22, 4) 
这 正 是 静态 情况 的 表达 式 **. 上 式 对 离 壳 情况 是 成 功 的 ,因为 我 
们 并 未 要 求 麻 规 满足 任何 场 方程 . 即 壳 时 ， 必 须 把 开 -N 度 规 满足 
的 场 方程 尺 二 0 代入 上 式 . 

在 单 图 水 平 上 ,物质 作用 量 为 

一 ,vp 

配 分 晒 数 为 
inZ09) 一 一 到 In det(Dz,), 


式 中 口 王 YY“ 是 预 角 空 间 五 . 的 拉 普 拉 斯 算 符 .在 Dewitt- 
Schwinger 回 有 时 间 表 和 锭 中 ， 


lndet(5 一 [二 一 | STrte)， {5, 22, 5) 
在 4 维 情况 下 有 渐 近 展开 式 
| 一 1 ~ HH 
TrieDy = Co (5. 22. 6) 


对 InZ 的 发 散 部 分 有 
L 
(lnZ Va, = | Be ae +2aln 后 ). (5.22.7) 


式 中 工 为 红外 截断 ， 众所周知， 对 于 有 项 角 奇异 性 的 流 形 ， 


(5. 22.6) 式 中 的 热 核 系数 是 标准 部 分 和 顶 角 部 分 之 和 : 
dn = AF a (5. 22. 8) 


标准 系数 ai 与 光滑 流 形 的 情况 相同 : 


S| R 
本 -一 和 下 二 R 
“0 | 本 2 BJe, : 


-| | RR — RR" — i a | 
人 | ;| L180 ea I8o tt"R” — 0HR + ja) ， 
5, 22, 9) 
而 来 自 奇 异 面 三 的 部 分 为 
dy a = VO; al,= 二 人 二 宅 | wydzpi (5.22.10) 


0 _ 号 
w Yd 如 180 a R,, 2 pt 十 


ee A KE 一 Dtr{g: x) TF a0. 


式 中 必 入 为 常数 ,wila 二 1， 2) 是 相对 于 x 的 面 芒 的 外 曲率 ， 


Ne 一 BIR tCK KY = > Kk, 
da 二 | 2 


把 (5. 22.2) 应 用 于 (5. 22, ?7), 并 考虑 到 ar 一 ay， 可 以 得 到 精 
的 发 散 量 子 夏 正 : 


、 1 
oa Tae 十 
1 [RR Lf 
、 ||.R 于 丰 并 去 | .CR DR pn) 十 
lll 
| [ex 一 Ptr 4 9] ln > [5. 22. 1] ) 


我 们 看 到 , 丧 的 发 散 部 分 既 依 赖 于 曲率 到 正 交 于 视 愉 面 的 子 空 

间 的 投影 Rs 和 Rsw, 也 依赖 于 的 外 曲率 的 二 次 继 并 . 静态 情 交 

下 ， 此 外 曲率 为 零 ， 上 式 变 成 主 级 炉 (5. 22. 4) 的 形式 . 这 一 点 使 

人 们 对 和 任意 静态 黑洞 证 明 , 篇 的 所 有 UY 发 散 均 被 主 级 引力 作用 

量 中 引力 常数 的 标准 重 整 化 所 吸收 *"， 要 同样 地 分 析 K-N 黑洞 ， 

财 需 研究 旋转 荷 电 黑洞 视界 面 的 外 几何 . 此 时 有 ( 见 § 5. 20) 
>， KK" 一 trfg ni = 0, 


一 1 2 


这 使 得 K-N 度 规 情况 下 系数 (5. 22. 10) 和 (5. 22. 11) 与 静态 的 相 
同 . 
因此 ，(5. 22,1]17 式 的 So 与 主 级 炉 的 形式 相同 , 重 整 化 对 稳 
态 黑 润 也 成 立 ， 在 某 种 意义 上 这 是 自然 的 , 固 为 静态 黑洞 和 稳 态 
黑洞 的 经 典 热 力学 表述 是 一 样 的 , 因而 可 以 预见 这 对 于 量子 情况 
也 成 立 . 
。573 。 


在 K-N 背景 下 考虑 (5. 22.11) 式 . 把 (5.21.25) 和 六 一 0 人 找 
信人， 并 做 解析 延 拓 (5. 21.26)， 最 后 得 到 K-N 黑洞 的 量子 痛 


(5. 22. 12) 
式 中 A;s 二 4x(7z4 十 a:) 是 视界 的 面积 . 在 极限 a->0 下 , 此 式 变 
成 R-N 黑 润 的 粮 ， 奇怪 的 是 , 在 无 荷 (g = 二 0) 的 情况 下 量 修 正 
(5. 22. 12) 不 依赖 于 转动 参量 a, 而 与 史 无 希 润 的 量子 炉 相 同 ， 为 
什么 会 这 样 ， 现在 还 不 清楚 . 

用 顶 角 奇异 性 的 欧 氏 方案 人 处理 黑洞 热力 学 对 静态 情况 是 很 合 
适 的 . 由 此 可 以 得 到 静态 黑洞 的 经 典 箭 和 量子 凡 . 我 们 已 指出 ， 
经 上 典 的 静态 和 稳 态 黑洞 热力 学 的 表述 是 相同 的 . 一 个 基本 假定 是 
顶 角 奇异 性 方法 也 适用 于 旋转 黑洞， 

本 节 中 我 们 按 此 思路 进行 了 计算 和 讨论 我 们 研究 了 KK-N 
度 规 的 欧 氏 几何 ;建立 了 视界 附近 的 项 角 奇 异性 ,并 得 到 了 曲率 
的 6 函数 行为 一 一 与 静态 黑洞 的 情况 非常 相似 . 

表述 静态 黑洞 童子 热力 学 的 主要 一 点 是 证 明 量 子 物 质 引 超 的 
黑洞 炊 的 UV 发 散 可 以 由 主 级 引力 作用 量 中 耦合 常数 的 标准 重 
整 化 消去 . 这 使 得 精 成 为 定义 得 很 好 的 量子 场 论 量 . 我 们 证 明 
了 ， 对 于 K-N 黑洞 , 由 几何 不 变量 表示 的 Sw 像 静态 情况 一 样 具 
有 与 主 级 箭 相同 的 形式 ,这 说 明 重 整 化 对 蔚 态 和 稳 态 黑洞 都 适 
用 , 只 要 对 量子 热力 党 的 处 理 正确 . 


§ 5. 23 Dirac 旋 量 场 的 炳 


本 节 根 据 离 壳 方法 中 的 砖 墙 模型 ( 见 8$ 5,5)， 讨论 Dirac 旋 量 

场 的 炉 ， 得 到 关于 史 瓦 希 缘 景 下 Dirac 场 的 自由 能 和 箭 的 表达 

式 '1 ;所 得 结果 和 de Alwas 等 人 采用 泛 函 积分 方法 得 到 的 结 
*" Drd" 


果 2 一 致 . 
旋 标 粱 形式 的 Dirac 方程 具有 形式 


(D+e—pF Ea Fm — p00, 


v2 
(A ta DP tA PT Gs 
(D+e’ —p' IG— (06tr eG = 
(5. 23. 1) 

(+t 7 G+ nt 
旋 系 数 与 堆 标 架 之 间 的 关系 为 

Un mm ), pl, 

B= 5 (nm mpm), i ， 

y= Fn mn), HK 一 一 mo 5.23.2) 

:一 Bn — mt) 一 

五 一 太 B， 让 一 PDB 全 一 站 2 ， 人 一 天 2 (5. 23. 3) 
史 瓦 希 度 规 对 应 的 等 标 架 选 为 

1 A, 0, 0), na —A, 0, 0), 

Pe ye 0, 1, arg) 

一 一 0, 0, 1, 一 二 5， 《5. 23, 4) 
其 中 4=- 一 一 24d47- 引 人 4 分量 旋 量 

Fe tem- f(r, 0), 

Pee ear, 0), (5. 23. 5) 


《7 —e epg (rs 9) 
G, —e tempy.— lg, Cr ， 他 》 ， 


站 Dr 


此 时 (5. 23.1) 可 写 为 


1 1 
La i f= ra, 
/A Va 


A fC— v2 Ea 一 一 Y 21AHS2。 

1 ] {5. 23. 6) 
Pop EB Fe 
ADiisB 十 Vv 2 opgs—= ~ 2 1prf, 


. 2 — hi 
其 中 名 一 全 机 
天 
了 


2 
-2 C5, 23,. 7) 


+ 二 台 十 1E 
2 二 十 ~ wnt, 


2 一 出 一 SnD 十 acotl 


(rs pO Oh， 

flrs P=R4.atr OB ,0), 《5. 23. 8) 
g(rs B= RT) (0), 

gatrs B= Rtr) etd), 

分 离 变 量 . 为 了 简单 , 令 po 一 0, 即 只 考 虚 旋 量 场 无 质量 的 情况 ， 
我 们 得 到 

A ZR eAR- 172 1 

TAT Rss =AR. le 

nt 0 

pa i 


心 


C5, 23. 9) 


即 A TH MD) 2 十 
臣 < ee ,=0, (5.23.10) 
A i 


3(r WA ti 
区 Eri(r—M 
蕊 


s+1—X Ra—0, 


* or7bs 


(5. 23. 11) 


pp 


| d d | 
| 5 0 ~- np tt 
sn Cose 1 加 
[二 ect 直人 ce — zg [O20—0. (5. 23. 12) 


全 向 方程 坷 以 用 WKB 近似 方法 求解 , 角 辐 方程 可 以 化 为 戎 
让 得 方程 ,Dirac 方程 的 角 向 解 可 写 为 形式 
er 全 【由 一 了 ， 的 ) 
因此 ，Dirac 场 的 4 分 量 波 函数 可 写 为 形式 
¢=EF,, Fs, Gr fe] ~ 
(rR, R_, RyriiR_ YP, pe se. 
《5, 23. 13) 
利用 炉 的 可 加 性 ， 先 求 出 每 一 分 量 对 应 的 米 , 然后 再 相 加 ， 
便 可 得 到 Dirac 场 的 箭 . 
对 于 三, 分 量 , 利用 砖 墙 法 , 设 波 闲 数 在 靠近 视界 庆 范 围 内 为 


零 : 

Fry=0(rrph)， (5, 23, 14) 
而 且 在 远离 视界 工 椒 也 为 零 : 

F(tr)=0(r LL). {5,. 23. 15) 


式 中 zy 二 2M， 为 非 负 小 量 的 紫外 截断 因子 , 工 为 红外 截断 因 
子 ， Lryp. 
下! 的 径 向 分 量 满足 方程 


dd 和 1 7 St 


站 十 Cr 一 MD 


[可 —21Er + |R-i=0. 3. 23, 18) 


设 解 为 RR. 172 一 后 4" 运用 WKB 近似 可 得 


AT 到 | [ 2 EE: 


t+ 1) 
| 1- 一 | 


《5. 23. 17) 
式 中 KK 二 51(7) 为 径 向 波 数 . 


假设 所 研究 的 Dirac 场 处 于 Hartle-Hawking 真空 态 t' 叶 ,此 
* OFF 


时 Dirac 场 的 温度 应 该 为 Hawking 温度 Tv 一 交 = 二 根据 正 


则 系 综 理 论 、 费 密 体 系 的 自由 能 可 表示 为 
Bf =— >，,lnfl 十 ee 下). (5. 23. 18) 


作为 半 经 典 处 理 , 视 能 态 为 连续 分 布 ,因而 求 和 改 为 积分 
> ~ JdEg(E). (5. 23, 19) 


式 中 g(E) 为 态 密度 ,8g(E) 一 “名 ,T(E) 为 微观 态 数目 ， 即 


T(E) = Dn(E, l,m) = D2 Da (E, 1) = 
三 1 


| + Dd LK.E, zydr， (5. 23.20) 
式 中 对 角 量 子 数 的 求 和 也 和 作 积 分 杜 理 ， 并 且 要 求 在 积分 时 必须 保 
持 天 ,(E, 站) 宇 0. 于是, 系统 的 自由 能 可 表示 为 
BP 一 一 | dEg, (En (Cl + e- 且 ) 一 


“ye TE 
一 中 aa 


-asl et 


Ke 上 内 十 17 1 FF? 1 一 琴 ] 侍 于 - 
r rr 

一 三 去 | | 一 2 | _E 

3 Tt dl r " ,dE gE 
(5, 23, 21) 

当 工 污 2 和 卢 之 2M 时 有 
了 元 》 onf 二 2 2 es 

及 心 一 3 | a — EL | dE = (5. 23. 22) 


式 中 右 端 第 二 项 为 系统 周围 远 距 离 真空 所 产生 的 作用 , 可 忽略 ， 
只 需 保留 第 一 项 , 这 是 视界 的 内 豪 贡 献 ， 当 h->0 时 线性 发 散 ， 故 
有 
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2 
六 一 于 有 | (5. 23, 23) 
进一步 可 算得 内 能 和 习 分 别 为 
ro 0 7 2r 2 
由 一 天 09) 一 有 TF| 可 | ， (5. 23. 24) 
or 了 了 8024 
S1=8(U.—f1)=3 ds2M| 和 | (5. 23. 25) 
同样 用 砖 墙 法 ,可 得 F, 分 量 满足 的 径 向 分 量 方程 
dR 122 dR | 1712 
A t+3(r MT 
4 i — 
这 HaEr 1 Riya—0. 
(5, 23. 26) 
经 过 与 上 面 类 似 的 讨论 , 采用 WKB 近似 , 得 到 
,FF rE 1 
Ki= [amt tl eas 《5.23.27) 
EK, aANo(r). 
从 而 得 到 FF; 对 应 的 自由 能 
= PCE) | 
f= 一 | dE _ = 


EE L I' 一 1 
_- | dE| dr| 1 一 2 | cz + Ddi x 
Tin 于 县 十 册 , Ci 


2M4 


LLC 十 1)7 一 1 、 
2 


(ese -一 1) 一 1! | 
| r [a 
7 Ti2M 2 | E 
2 gon| 8 or dE 下 二 1 
(5. 23, 28) 
右 端 第 二 项 可 和 忽略 ,得 到 
ro 2M 
f= fi 7 | 5 | ， 《5.23, 29) 
rr _7 了 2r 2 
一 人 一 有 TF | 8 | ， (5. 23. 30) 
_e_7 ST yl 2M) 
5 一 $1 一 局 15 oN 《5. 23. 31) 
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分 量 C; 和 Cs 对 应 的 炉 可 同样 计算 , 结果 表明 , 它们 对 应 的 


自由 能 和 燃 与 Fl 的 分 别 相等 . 这 样 ， 最 后 得 到 


7 2r 
pf 于) 
S—4S,= 2M| 3). 


知 紫 外 截断 因子 与 标量 场 的 情况 相同 ， 即 
1 


720rM’ 
再 代入 史 瓦 希 黑 洞 的 
pe 
可 把 糖 写 为 
7 ,了 An 
= FAM 一 了 于， 
此 结果 与 交 [921] 的 结果 一 致 . 


= 80* 


(5, 


《5， 


ov 


《5， 


(5, 


Dr 


23. 32) 


23, 33) 


23, 34) 


23. 35) 


23, 36) 


黑洞 的 量子 辐射 


$6.1 粒子 对 的 自发 产生 过 程 


Zeldovich(1972),， Starobinsky (1937) 和 和 Unruh C3974) 研 究 了 
稳 访 时 空中 粒子 对 的 产生 过 程 . 
棍 曲 时 空中 自 旋 为 堆 的 荷 电 粒 子 的 克 芋 因 - 高 登 方 程 有 形式 


E [| 去: 9 eA, jv 一 ee 上 | 二 一 cd] |$ C0) gr). 


/EL 
《6. 4.12 
考虑 稳 态 时 空 背 景 , 将 克 尔 -纽曼 度 规 代 入 ， 上 式 可 写 为 
A 
‘2 
astnba 十 0 3 十 asinla 本 
Petros 1 一 0. 【6. 1. 2) 
此 方程 可 分 离 变量 令 
2 一 7 内” (6, 1. 3) 
1 dd. d fm : 
得 到 | 一 二 stng 6+| np awsing | 十 
Ha’cos'd |X=KX, 《6. 1. 4) 
2 
$4=—Vy. C6. 1. 5) 
式 中 V=ACpr KR) [wtr:ta) —am— Qer]’, (6. 1. 6) 
dz = —dr/iA. (6,1. 7) 


由 (6.1.5) 知 了 0 是 禁区 ,我 们 有 <0,， 或 
[wtrital}—am—Qer]l— ACcer +R). C6. 1. 8) 
在 禁区 内 站 >0,， 可 把 有 效 势 VY 看 作 势 人 鸡 , 为 了 看 清 这 一 点 ， 可 引 
人 Tortose 举 标 
一 二 《6.1. 9) 
此 时 视界 为 
"二 —00, V3 (w— mn)’, 
空间 无 限 远 处 为 
rr 一 cp， 一 一 多， 
中 间 为 PF 六 >0. 所 以 V 为 具有 一 定 宽度 的 势 仅 . 
下 面 计算 自 真 空中 的 粒子 产生 率 . 利用 量子 场 论 中 人 射 态 和 
出 射 态 的 概念 , 设 外 场 局 限于 时 空 范围 人 内， 人 射 态 和 出 射 态 分 
别 为 如 的 过 去 无 限 大 和 将 来 无 限 大 的 态 . 分 别 以 
p" tz} 和 n(x CT) 
表示 入 射 正 能 态 和 负 能 态 , 则 它们 组 成 一 正 交 归 一 的 完备 集 
(pr pr)=O4= 二 (nr , pF), 


人 ne) 二 人心. ‘让. 1. 19) 
式 中 正 负 号 分 别 对 应 于 费 米 子 和 玻 色 了 于. 
任意 场 函 数 可 以 展开 为 
HA) = Earpr (r+ ar) n(x)], (C6. 1, 11) 
其 中 心 " 和 (e+ 分 别 是 人 射 正 能 粒子 的 潭 灭 算 符 和 产生 算 符 . 它 
们 满足 下 述 量子 条 件 
[a”, (e+ ] ， 一作， 《站 。 1 . 12) 
我 们 定义 人 射 真 空 态 11n0 ww 为 
a n=O Yi 6. 1. 13» 


由 尼 可 得 era lay 一 0 即 和 N77 linD)w 一 D0， YEN" 为 人 射 正 能 粒 
子 数 算 符 , 故 (6. 1. 13) 式 意味 着 入 射 真空 态 不 含 人 人 射 正 能 粒子 . 
完全 类 似 , 我 们 也 可 以 定义 
pr) mn Cr out re. 
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所 谓 真 空中 产生 粒子 ， 即 人 射 真 空 态 ji) 中 包含 出 射 粒子 ， 


或 Hwa a”) a ln? 0, C6, 1, 
其 中 代表 平均 粒子 数 . 
由 


P= [Lepr 十 Ce a"] = 
[ap + aw)+ naw) 
二 边 左 乘 以 Cp*“)” 并 利用 (6. 1. 10) 式 可 得 


a 一 DL pr”, pear + Cp nx) ay)” J (6.1. 


Ca)t= Lp™, pO Car)t Cp™, nyt ar]. 
器 


引信 re = Cp, pe), Bs (Cp, A#Y, (6. 1. 
上 二 式 便 简写 为 
a" = >) [oar 十 Ba |, 
证 
(an 一 [at ar} + Biar]. (6. 1， 
此 
这 就 是 Bogoliubov 变换 . 
不 难看 出 
pr = > [Lepr 十 Br |, 
下 
nn -一 >» [Bep™ 十 aun™ |. ‘6. l. 
式 中 户 ; 叫 正 人 负 频 混合 系数 . 
由 (6.1.17) 式 知 (6.1.14) 式 中 的 有 ,为 
好 ， 一 > 由 Bs 一 > |] 一 > | (Cp, ne}, 
点 此 证 
《6. 1， 


18) 


17》 


18) 


19) 


可 见 ， 自 真空 中 产生 粒子 , 或 入 射 真 空中 包含 出 射 粒子 的 关 


键 是 出 现 正 负 频 的 湛 合 . 


在 弯 明 时 空中 ,只 要 我 们 能 定义 正 负 频 解 ， 就 能 定义 产生 和 
削 灭 算 符 , 就 能 定义 真空 , 而 只 要 二 套 不 同 的 真空 出 现 正 负 频 混 
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合 , 就 可 以 自 真空 中 产生 粒子 . 
在 目前 所 考虑 的 Klein 机 制 中 , 正 负 频 混合 系数 为 


B= Cp, nr), 
正好 就 是 透射 率 幅 

T= (pp™, nr ). 《6. 1. 20) 
因此 在 Klein 机 制 中 , 强 静 电场 引起 正 负 能 级 的 交错 是 产生 正 负 
频 混 合 的 原因 ， 


《6. 1. 19? 式 中 上 | 一 1 有 与 自 真 空中 以 “标志 的 人 射 负 
能 态 nn? 产生 以 "标志 的 出 射 正 能 态 p 的 平均 粒子 数 成 正比 ， 
而 所 产生 的 平均 总 粒子 数 为 


N = >" ~ 2, [Ts | 《6. 1. 21) 
式 中 1”,，“ 站 "等 表示 一 组 完备 量 于 数 集合 . 
考虑 到 守恒 律 的 限制 ， 


了 一 了 人 一 了 了 (oo 一 区 站 在， 
其 中 心 表示 初 态 或 未 态 的 能 量 .a 表示 初 态 或 未 态 的 分 立 量子 数 ， 
则 
HH (Tl 一 [7, | 一 [Tom | {S00w, 本 os) 
= To — 0) 让 je = 
5 IT ld — 支 j4， 


dN ; 加 1 
放 dr 一 (2 5 a jae 并 


全 1 2 
et -一 pr 
对 于 克 尔 - 纽曼 时 空 ， 作 类 似 地 处 理 ,， 可 以 得 到 黑洞 外 粒子 
对 的 产生 率 : 
二 一 SIT. i (6. 1. 22) 


用 WKB 近似 法 ， 可 以 计算 
" Did * 


上 一 ?Yedz ， 


[了 :| 一 ee 6. 1. 23) 
式 中 积分 池 势 垄 . 引 人 人 局 部 正 交 标 架 w,: 
ar 一 ord.r', 
1i2 ' li2 
A 0 0 一 | asin?0 | 
0 忆 
a 
(at) = 25 
0 0 pp 0 
2 2 
— sing < 0 0 sing 一 
(C8,1. 24) 
此 时 克 泵 -纽曼 度 规 具 有 形式 
ds? 一 一 Qi 十 dr + dos + dews, 
A 
式 中 dar 一 od 一 asinigdg), 
dw! 一 Adr， 
de 一 ed 
dus = sing ， [Lr 十 dp — adt]. (6. 1. 25) 
由 于 & 一 peslinp. aa 一 | oz|， 
我 们 得 到 
”二 a Adlnl 
A 0 0 ~ 
Le2 
0 所 0 性 
(oy 一 ， .1 . 26) 
DQ 品 1 0 
p 
并 1 
AVip psing 
于 是 在 正 交 标 架 中 有 


85。 


站。 一 60 好 下 (C6, 1. 27) 


电场 和 磁场 的 分 量 分 别 为 
El = #0 dr 一 qcosd), 
Bl = ep ‘2areosd. (6,1. 28) 


E =E,~= EQ=~B,m—8,~—B,=0. 
此 式 表 明 , 电场 和 磁场 至 相 平 行 ， 这 是 引入 上 述 局 部 标 架 的 结 
果 . 

在 局 部 时 空 范围 内 , 我 们 采用 平 直 时 空 近似 和 均匀 电 磁场 近 
似 . 在 这 种 近似 条 件 下 , 海 森 伟 和 欧 勒 早 就 指出 , 被 水 数 可 以 由 
分 离 变量 法 求 得 ， 自 旋 为 172 的 解 具有 形式 


pe “pn, CeBY (CyB) Jy tz), (6.1. 29) 
式 中 2 为 # 阶 谐振 子 的 波 蚂 数 , 于 (x) 满足 方程 

dV ， 加 

d+ 一 4 到 一 站 CB. 1. 30) 

2,,/ ,1 B, 

ts—xp E+ 十 古寺 EE 《6, 1. 31) 
透射 率 

| 全 | 一 < (6. 1. 32) 
在 ”一 0, o 二 一 1/2 时 最 大 ， 

一 NE (ee)exp| 一 言 cee| ， 《6. 1, 33) 


n 二 0 时 ,对 应 谐振 子 的 基 帮 或 粒子 只 有 灌 wi 方向 的 运动 ， 
二 一方 表示 透射 的 费 米 于 流 是 极 化 的 ,分 支 比 


rm 
a 一 eXPT 一 2 有 37 五) 
17z 


自 旋 为 172 的 费 米 子 , 所 产生 的 总 粒子 对 数 为 


lierl?: awB/E, 四 
N=|Vadz 直 [所 | ihrB /EP. A :shy. 
€B. 1. 34) 
式 中 
g= psn’d. (6. 1. 35) 
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8$6.2 霍金 辐射 


霍金 (1974) 发 现 ,黑洞 像 一 个 黑体 一 样 ， 具有 温度 Ts= 妆 标 
志 的 热 辐射 ， 霍金 计算 的 是 一 颗 圳 缩 的 恒星 正在 形成 黑洞 时 的 量 
子 效应 . 后 来 人 们 进一步 的 研究 发 更， 完成 坦 缩 后 的 永久 暴 润 以 
及 任何 ~- 个 具有 未 来 世界 的 静态 或 稳 态 时 空 都 具有 完全 相同 的 震 


金 辐 射 . 
下 面 就 介绍 霍金 所 做 的 推导 . 


r= I 
| r 


图 4-21 
4-21ta) 所 示 为 一 已 完成 H 缩 的 史 丽 和 希 黑 湄 的 Penrose 图 ,， 零 
无 限 远 J* 和 .是 渐 近 闵可夫 斯 基 区 . 对 工区 来 说 ,可 以 选择 .六 
IUH- 为 Cauchy 面 . 图 4-21(b) 表 示 持 缩 中 的 黑洞 ( 虫 艳 希 
黑洞 )， 阴影 部 分 为 地 缩 星 体 占据 的 部 分 此 时 了 区 的 Cauchy 面 
是 三 Ur, 而 .六 和 .三 仍 为 渐 近 闵可夫 斯 基 区 . 
设 . 志 处 人 一 一 cr 一 十 co) 的 人 射 标量 波 的 正 ， 负 闫 解 为 
人 
任 一 标量 波 画 数 可 如 下 展开 


pz) = 5) [dolawm 十 oo (6. 2. 1) 
{ mm 


大 射 真空 | 0 的 定义 为 
» 587 。 


dum |D7 一 站 

开始， CB. 2. 2) 
在 :一 十 cc 时 的 出 射 标量 波 可 在 . 季 ( 一 十 ce rr 一 十 ce) 和 五 + 
一 十 ce, r 一 2pz) 二 处 出 现 , 喜 上 一 十 ce 时 的 正 ， 负 频 解 分 别 为 

(Cpums pn) 处 (on gdm 处 . 
任 一 标量 波 函 数 可 展开 为 


PT) 一 六 |dwtiunp 十 heim Pam 十 Cart it 十 Cn 由 on 上 
EE m 


C6. 2. 3) 
现在 我 们 感 兴趣 的 是 要 去 计算 正 负 频 混 合 系 数 
Bmwtn — (Cpa in) (6. 2. 4) 
及 入 射 丰 空中 所 全 出 射 粒子 数 


ON 0 > =<0|6tbun |0 > = juw 1 


(6. 2. 5) 
为 了 简单 ,我 们 讨论 无 质量 标量 粒子 的 产生 . 
十 缩 星 的 终 访 对 应 的 外 部 度 规 为 史 瓦 希 外 部 度 规 
ds = |1— 2 de + 1 一 经 ] dr + rdgz， 
(6. 2. 6) 
在 无 质量 标量 场 的 情况 下 , 可 以 用 分 离 变量 法 解 克 莱 因 - 高 登 方 
程 


VvV.v'p= 0. (6. 2.7) 
令 Fr, 已 ， Ps 站 人 人 六 有 Cr， De C8, 2. 8) 
则 得 到 径 同 方程 
d: ， - 
riRat (ew — [Lt Dr 


+ 2mr-"]| 1 一 2 |}R。 一 0， (6. 2. 9) 


3 C6.2.10) 


r ”三 > 十 2zln 


为 Teortotse 坐标 ， 
有 


; 
zz —1 


引 人 有 效 势 
Vd Dr :2mr [lm 2m 7], 


H wi:, 
则 (6. 2. 9 可 写 为 
了 
Rt (HV) Ra=0. C6. 2, 11) 
当 y 一 oo0(Cr* 一 00) 时 ,vw 一 0， 于 是 得 到 解 
pum 二 + lexp( 一 twa)Yw 出 射 波 ， 《6- 2. 12) 
也。 一 riexpb( 一 ro) 人 射 波 . 《6, 2. 13) 


式 中 下 一 站 一 站 人 一 二 六 

为 双 替 (类 光 ) 坐 标 , 在 这 一 坐标 系 中 ， 史 素 希 度 规 具 有 形式 
ds:—=(1—2mr duadv— rdf2. (6. 2. 14) 

从 .2 来 的 入 射 波 fi 沿 着 零 短程 线 v==const 传播 , 经 过 十 缩 星 

中 心 ， 然后“ 反射”， 沿 着 4 一 const 到 达 .2+， 变 成 出 射 波 pw (如 

图 4-22). 


Cal by 
图 4-22 
由 于 星体 的 塌 缩 将 引起 出 射 波 有 一 甚大 的 红 移 , 因此 人 射流 
fum 应 有 一 其 高 的 频率 ww， 这样 我 们 就 可 采用 几何 光学 近似 以 讨 


" Do" 


论 上 述 “ 反 射 " 过 程 . 
现在 我 们 希望 找 出 函数 关系 
型 一 到 《中 
令 vv 一 vo 是 投射 在 去 缩 星 上 而 变 为 豆 "“ 的 人 射线 路 征 ， 显 然 
所 有 了 晚 于 wotv>vo) 的 入 射线 都 不 可 能 被 “反射 * 出 来 ， 只 有 早 于 
velv 之 wo) 的 入 射线 才 可 能 被 "反射 "以 形成 出 射线 . 在 五 -基点 作 
一 指向 未 来 的 零 先 nn", 设 一 en*(e 是 一 小 正 数 ) 是 连接 此 点 与 一 大 
和 值 的 邻近 世界 线 的 矢量 , 刘 出 完整 的 Penrose 图 ,把 矢量 一 sz 
沿 五 :平行 移 位 到 五 与 五 -的 交点 处 ,此 时 矢量 一 sz 整个 在 


HE- 上 ，, 取 ) 一 一 cer*|c>o, kx 一 总 | 为 如 -上 的 母线 的 仿 射 参量 ， 


74 ) 
在 交点 引 人 该 点 的 局 部 惯性 系 ， 则 在 交点 , 4=0, dx’/dA 二 =n”， 
dizx” dar 
da da ~ 
这 表明 , 在 4=0 的 领域 . n* 是 一 个 常 矢 量 , 因而 可 -上 矢量 一 se 
的 长 麻 即 
4 dr 


一 ér1" 一 ， da 一 nA A 一 工人 


由 此 得 := ce ", 

现在 把 矢量 一 sn” 移 回 原 位 置 ， 然 后 把 它 平移 到 五 与 mm 的 
交点 再 沿 w 平移 到 极 早 时 的 大 > 处, 由 于 平移 时 矢量 与 短程 线 间 
的 角度 不 变 , 所 以 矢量 一 en* 将 如 图 所 示 把 wm 与 某 个 v 联结 起 来 ， 
即 


VV — En’. 
在 > 一 十 co, 时空 平 直 , 光线 的 切 和 ** 一 写 为 一 常数 思 ， 即 
vv = —ED=—cDe ". 
故 w=u(0) =— dmln| 5 | (6. 2. 15) 
可 把 出 射 波 
pan = No Vr lexp(l— twu)Y,, 


改写 为 
"SO0* 


Pun—= Nw Ir ‘exp | iameln| | | 
en 

N=2 Do 

MN 一 0 (CT, ) " 


出 Dm 一 |aw [aw md {rm 十 站 arm 
可 得 去 | _ dve™ "Do 一 Me lp UY ,Gop tn 9 


1 一 om _ | 加 
2 元 dye 人 1 一 ef Uap 1Y pn pmo Pri 
-i 


+ pe ti2 加 
故 Goin 一 去 | aol 可 | ee" “exp | Amoln 本 “| 
“6. 2. 16) 
Pumia tn 一 去 | dr “| oe-wrexp [14maln 下 “| 
cB. 2, 17) 
显然 
Pw 一 一 Yaw -ui 《6. 2. 18) 
成 立 ，& 。, 可 者 作 是 把 a 延 拓 到 负 w' 轴 上 的 结果， 但 
iw Mp vv 7 全 加 
ew 一 辫 | 儿 | | dve | 一 万 一 
1 eur Li vw 过 4 四 二 加 
冯 ( 蕊 | de 1 | 
] 1 U2 wy 二 | ; a 
去 | 狂 | I 十 2 i) er 一 :| 
cb. 2.19) 
注意 ,为 了 使 积分 收 敏 ,我 们 进行 了 伐 换 
Op 
“f= 0 是 一 个 奇 点 , 为 了 把 ww 从 正 -0 ,， 
值 解析 延 拓 到 负 值 , 我 们 必须 沿 下 YY 
半 复 w 平面 内 的 半 加 周延 拓 过 去 ， i 
即 


“8 


名 


故 Go = te Rg 一 Te (6. 2. 20) 
Bi Pes = e rat, ou- 
由 [pp = 1 
得 Jav [Lert ~ (8° PY] = 1 
即 (Num) = Jd Bl? = prt = ee. (6.2.21) 
ei 一 1 e 池 一 1 
x i hr 

此 即 著 名 的 笔 金 辐射 公式 . 

在 一 般 情 沉 下 可 以 证 明 , 任 一 具有 未 来 视界 的 静态 或 稳 态 时 
空 艾 具有 霍金 热 辆 射 . 


霍金 辑 射 的 发 更 ,不仅 解决 了 黑洞 热力 学 中 存在 的 矛盾 ， 而 
且 揭 示 了 引力 理论 、 热力 党 和 量子 理论 之 间 的 联系 . 

当 黑 洞 温度 总 比 周围 环境 的 温度 高 时 , 黑洞 将 不 断 向 外 辐 
射 , 失去 其 质量 , 最 后 可 能 爆炸", 消失. 下 面 我 们 就 来 讨论 壤 
洞 的 寿命 . 

由 于 替 金 公式 和 普 朗 克 公 式 相 亿 ,， 故 可 利用 斯 特 游 - 玻 尔 兹 
曼 公 式 优 算 黑 洞 的 放 能 率 和 寿命 . 

根据 斯 特 藩 定律， 我 们 有 


A = 16rG2ze ‘M:, 
由 此 得 到 放 能 率 
SE ~ 10%CM77) » Terg/s, (6. 2. 22) 
工 中 古 为 势 合 穿 透 率 , 可 近似 季 避 为 1. 
质量 为 M 的 黑洞. 其 寿命 为 
fr 10 Ms 一 10"| 客 -] (年 ). (6. 2. 23) 


乌 
车 设 M = 一 对 co, 了 全 10 ,才能 率 为 
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dE 加 
了 全 10 


寿命 为 rr 二 10% 年 . 

如 果 按 这 样 的 速度 减少 质量 , 这 样 的 恒星 在 宇宙 诞生 至 今 这 

么 长 时 间 里 夺 量 只 减少 10 :. 这 是 完全 可 以 忽略 不 计 的 . 

如 果 设 过 105gt 微 黑洞)， 比如 设 
M3 x log 之 30007.,， 
7 ~ 10"K, 

则 放 能 率 为 
qd 五 
dr 

寿命 rt 10 1s, 

对 于 邓 一 105g 的 所 谓 原初 小 黑洞 ， 有 
T ~ 10°K, 


~ 0"erg/s 一 10°W, 
= 10 年 ， (6. 2, 24) 
由 于 和 宇宙 极 早期 物质 密度 的 涨 落 ， 有 可 能 形成 原初 小 黑洞 和 
徽 黑 洞 . 如果 确 有 许多 这 类 小 黑洞 ， 由 (66.2, 24) 可 知 , 目前 应 能 


观测 到 它们 的 晚期 爆炸 (死亡 7). 


erg/s, 


~ 10erg/s = 10W, 
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第 Je 篇 广义 相对 


论 字 宙 学 


在 迄今 为 正人 们 所 郑 道 的 各 种 力 中 , 引力 是 众 一 不 可 屏 攻 的 
长 程 力 .对 于 分 布 于 大 范围 空 -时 中 的 大 和 量 物质 和 和 空 -时 本 身 ， 引 
力 应 是 起 次 定 作 用 的 力 . 因此 ,引力 决定 末 宙 动力 党， 从 而 决定 
宇宙 的 演化 ;任何 定量 的 宇 窗 学 理论 必须 以 引力 理论 为 基础 . 

每 种 引力 理论 都 有 相应 的 模型 ,如 标量 引力 理论 ，FSG 理论 
等 等 . 本 篇 只 研究 建立 在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 上 的 宇宙 模型 . 
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1 宇宙 学 原理 和 了 及 obertson-Walker 度 规 


宇宙 学 是 论述 整个 宇宙 的 ,而 人 类 对 宇宙 的 观测 只 涉及 到 宇 
宙 的 一 小 部 分 . 对 这 一 小 部 分 的 观测 又 只 有 很 短 的 历史 ， 对 行星 
系 的 观测 有 几 干 年 , 对 其 他 星系 的 观测 只 有 100 年 ， 尽管 如 此 ， 
人 们 以 观测 资料 为 基础 , 根据 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 , 已 物 成 一 幅 
宇 密 演 化 的 图 像 . 可 以 证 明 , 这 一 图 像 是 自治 的 , 与 至 今 为 十 的 
观测 资料 相符 合 , 按照 下 面 要 介绍 的 衬 宙 学 原理 ， 人 们 没有 必要 
知道 尚未 观测 到 的 空间 区 域 的 任何 情况 . 


§ 1.1 宇宙 学 原理 


按照 现代 的 观测 技术 , 可 观测 区 域 已 扩展 到 3X10" 光 年 ,为 
了 以 这 一 观测 区 域 的 信息 为 基础 来 研究 宇宙 的 总 体 结构 , 需要 有 
一 些 假设 . 在 可 观测 到 的 区 域内 发 现 , 在 宇 观 尺度 上 , 星系 分 布 、 
射电 源 数 目 和 微波 背景 辐射 等 等 基本 上 都 是 均匀 的 .各 向 同性 的 ， 
人 们 假设 :在 宇 观 尺 度 上 , 任何 时 刻 三 维 宇宙 空间 是 均匀 的 和 各 
向 同性 的 . 这 就 是 宇宙 学 原理 . 根据 这 一 原理 , 衬 审 中 一 切 位 置 
都 是 等 同 的 . 这 样 一 来 , 在 宇宙 中 没有 优越 的 位 置 和 优越 的 方 
向 ， 当 然 也 就 没有 必要 知道 尚未 观测 到 的 区 域 的 情况 . 宇宙 中 每 
一 个 星系 或 者 星系 团 都 是 构成 宇宙 的 平等 元 素 . 根据 宇宙 学 原 
理 , 字 宙 中 任 一 点 和 任 一 方向 都 不 可 能 用 任 一 物理 量 的 不 同 来 区 
分 . 但 是 同一 点 的 物理 量 在 不 局 时 刻 却 可 以 有 不 同 的 值 . 所 以 宇 
宙 学 原理 允许 宇宙 随时 间 变 化 . 为 了 研究 宇宙 随时 间 的 变化 ,不 
同位 置 的 观察 者 之 间 要 能 够 比较 他 们 的 观测 结果 ,于 是 就 必须 有 

* B90. 


一 共同 的 时 间 标 准 , 这 -- 时 间 称 为 宇宙 时 . 宇宙 时 的 存在 也 是 字 
宙 学 原理 成 立 的 前 提 . 


§1.2 Robertson-Walker 度 规 


宇宙 学 原理 用 几何 术语 表述 为 ;三维 空间 应 是 具有 最 大 对 称 
性 的 空间 ,， 即 一 个 只有 党 曲率 但 曲率 可 以 随时 间 变 化 的 空间 ， 根 
据 [36)] 中 第 二 篇 的 讨论 , 满足 上 述 要 求 的 四 维 空 -时 一 定 是 
Robertson-Walker 度 规 ; 


dd RO Ttr dr tsin’Gdg) | C1. 2. 1) 
因此 ,这 个 均 名 宇 尖 模型 的 度 规 实 际 上 已 经 由 对 称 性 要 求 所 确 
定 . 式 中 RR) 是 时 间 的 未 知 阻 数 , 是 一 个 常数 , 适当 选择 r 的 
单位 , 可 以 使 Xx 取 值 十 1, 0 或 一 1. 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 则 作为 
字 窗 动力 学 方程 ， 确定 宇宙 的 时 间 行 为 (宇宙 的 演化 ), 即 确 定 孙 
数 中 二 RC(1), 并 确定 局 部 空间 性 质 即 & 的 值 . 这 些 问题 将 在 第 二 
章 中 讨论 . 

引入 变换 , 令 

r=7|1+hr| ， (1.2. 2) 
可 将 (1, 2,1) 改 写 为 

ds -一 dz 一 std rtd +sn0de) |]. 

C1. 2. 3) 

再 作 一 次 变换 , 令 

天 CD 一 RD| 1 十 二 好? ， 
dr 


Rey 《1， 2。 4) 


di 一 
《1. 2. 3) 化 为 
ds’: = Ri di — dr i—ritdF+sndde) |= 
R(t Yds:. {1. 2.5)» 
本 B00 中 


式 中 dd 二 d 六 一 d 六 一 rr(d 产 十 sin8dg) 为 平 直 空 -时 度 规 ， 由 此 可 
知 , 及 -太空 -时 和 闵可夫 斯 基 空 -时 是 共 形 的 , 即 R-W 空 -时 是 共 
形 平 直 的 . 

如 果 引 入 记号 


SINX, 当 二 十 1; 
mr 当 k=0; (1. 2.6) 


shX， 当 下 一 一 1. 
则 R- 殉 度 规 (1.2.1? 可 改写 为 
ds:—di:— RC Ld FO dE Tsnddg) ]. 《1.2.7) 
式 忆 .2.7)、C1. 2.3} 和 .2. 1) 是 R-W 度 规 的 三 种 不 同形 式 ， 
在 (1. ?2.1) 中 , 呈 (f) 称 为 宇宙 半径 (或 宇宙 标 度 因子 ), 上 标志 
空 - 时 曲率 .二 十 1 0, 一 1; 分 别 对 应 于 于 空间 闻 的 曲率 天 全 0， 


并 一 0, 天 < 一 0。 在 (1.2.1) 中 作 一 代 换 ， 令 Er 一 r( 当 天 >0) ,得 


ds =dt — | tsin’Gd#) |. (1.2.8) 
空间 部 分 可 表示 为 

ds — 人 A | ‘0dg?) | 01. 2. 9) 
由 此 可 得 KC—R/RI (ED). {1].2,.10) 

三 维 平 直 空间 dc: 二 订 ， 

a “OO OO O 
dx 一 去 一 民 了 就 是 一 
率 为 上 的 此 曲率 空间 ， 本 a 


5-1 是 三 种 情 疯 的 示意 图 . 
曲 罕 为 下 的 三 维 常 曲率 空间 可 以 着 作 包 容 于 四 维 平 直 空 间 
的 子 空 间 MM， 
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$1.3 空间 距离 和 曲率 


1. 固有 空间 上 距离 
对 于 尺 - 殉 度 规 (1.2.1)， 由 坐标 时 与 标准 时 的 关系 dr 二 


V gudt, 可 得 
dr=di. (‘1.3.1) 
所 以 在 及 - 殉 空 -时 中 ,坐标 时 即 标准 时 , 也 就 是 本 章 开 头 提 到 的 
宇宙 时 . 按照 所 选用 的 单位 , c= 右 =1, 我 们 有 ds=dr==dt. 
考虑 任意 二 恒星 4 和 BB, 选择 坐标 轴 的 方向 , 使 ~ 轴 通 过 
AB, 则 A4 和 B 的 空间 距离 为 


号 HB + 
t 一 | di = | Yrdrdz’ 一 | yO— gudr 一 
|] 总 ra 


RO| "A (1. 3. 2) 
如 果 rs 和 zs 固 连 , 则 于 式 表 明 ,， 当 只好 ?是 时 间 上 的 增 困 数 时 ， 任 
意 二 恒星 间 的 空间 距离 都 随时 间 增 大 ， 即 宇宙 是 膨胀 的 ; 当 RCE) 
是 时 间 : 的 减 函 数 时 , 任意 二 恒星 的 空间 距离 都 随时 间 减 小 ， 宇 
窗 是 收缩 的 ; 当 尺 (1) 为 常数 时 ,宇宙 是 静态 的 . 

2. 空间 的 曲率 

我 们 讨论 &>0, 不 ==0 和 上 过 0 的 三 种 宇宙 空间 . 

(1) 0 的 宇宙 空间 . 在 * 汪 0 的 情况 下 ,积分 (1. 3, 2) 缮 出 


/= eresm( w Rri)—arcsn(w kra))]. 《1. 3. 3 


上 武 表明 ，v 下 二 1、v 下 ri 扫 1， /< 即 任意 时 刻 ,任意 


两 颗 恒 星 ( 空 间 任 意 两 点 ) 间 的 距离 都 是 有 限 的 . 也 就 是 说 , 在 任 
和 何 给 定 的 时 刻 , 宇宙 空间 中 不 存在 相好 无 限 远 的 两 个 点 . 


设 ra 二 人 0, 由 Cp) in = 


" 02° 


] 可 党 
VY 一 |* 一 gd’x = | YC gridr| snpdg| dw 一 
六 站 已 
1 
| A = MR 3 (C1.3.4) 
0 一 Rr 


任何 时 刻 宇 宙 空 间 的 体积 都 是 有 限 的 . 所 以 , &>0 的 宇宙 空间 是 
有 限 的 . 
《2) <0 的 宇宙 空间 . 此 时 积分 01.3.2) 给 出 
RO Y 一 Ara 十 VY1 一 如 生 
vgRrat+ Vv 1— Rr 
上 式 表 明 , 任 一 时 刻 48 间 的 距离 没有 上 限 ， 所 以 <0 的 宇宙 空 
间 是 无 限 的 ， 
(3) 让 二 0 的 宇宙 空间 .此 时 ,积分 人. 3, 2) 给 出 
【一 是 人 六 《1]1. 3.6) 
显然 , & 一 0 的 宇宙 空间 也 是 无 限 的 . 


(1}. 3.52 


§ 1.4 粒子 和 光子 的 行为 


现在 我 们 讨论 粒子 (质点 ) 和 光子 在 R-W 空 -时 中 的 运动 , 采 
用 (1.2.7). 在 (1.2.7) 的 坐标 系 中 ,一 个 静止 的 便 星 相对 于 原点 
的 固有 { 纯 空间 ) 位 移 五 由 式 


D=V -gut=ROYX 《1.4.1) 
确定 ， 如 果 字 宙 半 径 R 随时 间 变 化 ， 则 恒星 之 间 以 及 星系 之 间 的 
距离 也 将 随时 间 变 化 ;好 像 球 面 上 两 个 固定 点 之 疗 的 距离 ( 沿 球面 
上 的 短程 线 ) 随 着 球 半 径 的 变化 而 变化 一 样 . 由 此 产生 的 速度 DD 
和 位 称 万 成 正比 : 


一 一 二 上 D， C1. 4. 2) 
适当 选择 坐标 轴 的 方向 , 使 一 个 自由 运动 的 试验 粒子 沿 一 条 
径 向 轨道 [Y=X(s) ,0 二 常数 ,9 二 常数 ) 运 动 ， 这 时 粒子 的 世界 线 


是 度 规 
* 603 。 


ds =di — RIC) dx C1. 4. 3) 
的 沽 程 线 .由 短程 线 方 程 可 以 得 到 和 鲜 恒 定律 : 


NS Rr dx _ 
R (一 下 dt —const. ©] .44. 4} 
| 了 
AH 1 一 呈 | 


设 粒子 的 静止 质量 为 wm, 用， 表示 速度 尺 蛇 , 用 p 表示 动量 m。 


二 mov/ v1 一 ， 则 守恒 定律 .4.4) 在 三 维 空间 具有 形式 
PR=const. ‘1. 4. 5) 

上 式 表 明 , 对 于 自由 运动 的 粒子 ,其 动量 和 宇宙 半径 的 瑟 积 等 于 
常数 . 

对 于 光子 ， 人们 期 望 得 到 一 个 类 似 的 结果 ， 即 光子 的 波长 或 
频率 和 宇宙 半径 的 关系 ， 

和 导出 (51 3.2) 的 情 饮 一 样 , 设 AB 两 点 沿 坐 标 7 的 方向 . 有 4 
点 有 一 光源 ,于 t 二 ts 时 刻 发 出 一 波 面 ,传播 到 B 点 的 时 刻 为 ts. 


将 ds 二 d8 二 dqg 一 0 代 人 度 规 (1. 2. 1) 得 
dr 
de — R'E 0; (1. 4, 6a) 


分 离 变 J 得 到 


i gy -| 天 二 二 《二 6b) 


另 一 波 面 于 (44+ AtW) 时 刻 自 4 点 发 出 ,于 (te 十 As) 时 刻 到 达 8B 
点 . 同 理 可 得 
rb; r 
[Wy RG) 上 VT kr 人 
假设 在 上 述 过 程 中 x 和 rs 都 保持 不 变 ， 两 式 相 减 ,得 到 


[i dt fd _, 

| 和 .RR() 
ss dr i 

由 有 RO + RCOS) 


上 一 起 dr + dr i 
| RG) ,we, RES) = 0， 


» BO4* 


全 dt 和 dr 


RE J ROY 
根据 积分 中 值 定 理 ， 有 
了 A p 


RO Res) (1. 4. 二】 
式 中 fa 1p 和 taf 二 Ars, 考虑 无 限 近 的 两 个 波 面 ， 
即 4 一 0，Ata 一 00， 我们 有 
Ata 5 
RO Ram A 0, Ats—*0). 
Ats _ pi hn Klis) 


四 此 得 Bh Ra) 人 
或 vR=const. 1. 4. 9b) 
由 (1. 4. 9a) 可 以 得 到 红 称 z 的 表达 式 ; 
5 一 


《1.4。 9c) 


> A ~ R(t) 
当 民 (Ga) >RG4)( 宇 宙 脱 胀 ) 时 ,x 守 0( 红 物 ); 当 民 (5) 之 RR(44)( 字 
军 收 第 } 时 ,< 二 0( 紫 称 }); 当 R(i8) 二 RR(11) (宇宙 为 静态 } 时 , z= 二 0 
(无 频 移 ). 
如 果 在 比较 短 的 时 间作 一 42) 内 RR(7) 的 变 北 比较 小 , 可 将 
RR 展开 为 性 一 t4) 的 泰勒 级 数 并 取 其 前 几 项 . 展开 式 为 


R=ROGDTREIG t+ RED G1) + 


中 


RGD 1 二 Ge 一 2 一 读 oFPG 一 ea | (1.4.10) 


式 中 HG =RG /RG ) (1,.4.11) 
称 为 有 蛤 堵 (Hubble}) 常 数 ， 
RGNVR(E) 
F(ta2 RE) ， C1. 4.12) 
称 为 减速 因子 . 


焰 人 .4.10) 代 人 (上 14.9.c)， 得 到 红 移 = 和光 的 传播 时 间 的 


s =H t+ | 1+ | HG ts) + C1. 4. 13) 


和 DS * 


通常 ， 用 红 移 与 光源 距离 的 关系 来 检验 R-W 度 规 用 于 宇宙 模型 
的 正确 性 . 在 一 级 近似 下 , 将 (1.4.107) 代 人 (1.4,3)(ds= 二 0), 积 
分 得 

ty df ta— ta 百人 一 下 


1) RO ~ Rs) DR 


二 


(01.4. 14) 
应 用 (1.4.1) 和 (1.4.2), 得 到 
z=HD+5 (g++ HD+ D+ D+DD) + 
(1. 4.15) 
上 式 表 明 , 在 一 级 近似 下 红 移 正比 于 光源 与 观察 者 的 固有 距离 ， 
或 正比 于 光源 速度 方 与 光速 (ec 王 1 的 比值 ,这 就 是 哈 劲 定律 ， 这 
一 定律 是 哈 勃 1929)? 在 总 结 大 量 观 测 资料 的 基础 上 发 现 的 , 它 表 
明 宇 密 中 任何 两 颗 恒 星 ( 或 星系 ) 都 在 相互 退行 , 即 字 宙 在 膨胀 . 


站 六 


己 宇宙 动力 学 


要 确定 宇宙 的 演化 ,就 必须 确定 R-W 度 规 中 的 宇宙 半径 的 
卫 数 形式 民 = 只 (和 标志 曲率 的 参量 上， 宇宙 动力 学 的 任务 是 根 
据 宇宙 物质 的 性 质 和 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 计算 这 两 个 量 . 


$2.1 爱 因 斯 坦 场 方程 


理想 流体 的 爱 因 斯 坦 场 方程 具有 形式 


R 一 六 gr 及 十 BuX 一 Bri os 


T= top uu,— pa 《2 1.1》 
在 随 动 系 中 , ws= 癌 ， 对 于 均匀 宇宙 ,Pp 和 户 只 是 时 间 t 的 是 数 ， 
由 R-W 度 规 可 得 


Bmw—=1, gn: 名 一 一 全 人 5， 

gao—= rR), ga = —rR (sand:; (2.1.2) 
Rw=~—3 R/R, Ro—0, 

R,,= {RR+2 Ri 2k) gg/R!. (2,1, 3) 


注意 到 HW = 人 Os, 我 们 有 
Sp=T, 雪 goT (Pp) gt (p+ pu 


Sw= 广 (p+ 3p)， Sm=0， 


Su = 二 pp) gs (2. 1. 4) 
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于 是 便 可 组 成 爱 因 斯 坦 场 上 方程 R= BA p.. 它 的 ot 分 莉 为 一 恒 等 
式 , oo 分量 和 zi 分 量 分 别 为 


R 
= 一 4x(p+3p)， (2. 1. 5) 
RR+2R: 4 2k=4r(p— pOR’, (2, 1. 6) 

消去 R， 得 到 
FR: Ek BA 
Ri Ri aP: "9, 1 7 了) 


间 时 ,将 (2.1. 0 和 如一 襄 代 人 T%=0 得 守恒 方程 具体 形式 : 
PR'—$ [RC0+p)], 


即 (PR')= — 3pR’. (2. 1. 8) 
《2,1.5) 一 (2.1.8) 中 只 有 两 个 方程 是 独立 的 . 当 给 定 物 态 方程 p 
二 pt0) 时 ,由 上 式 可 以 确定 函数 4 一 pCR), 从 而 由 2.1,.7) 积 分 
定 出 站 =R(2). 所 以 ,宇宙 动力 学 的 基本 方程 是 爱 因 斯 坦 方 程 
(2. 1. 7) .能 量 守 恒 方 程 (2.1.87 和 物 态 方程 p 二 p(p). 

以 R-W 度 规 为 基础 . 按 上 述 程 序 确定 R(z) 的 宇宙 模型 称 为 
弗 里 德 曙 (Fredmann 模型， 或 称 标 准 宇 宙 模 型 . 


$2.2 弗 里 德 曼 宇宙 模型 
在 不 知 物 态 方程 p= 二 p(tP) 情 况 下 , 分 析 场 方程 和 和 守恒 方程 ， 


也 可 得 到 许多 关于 弗 里 德 曼 字 宙 现 在 .过 去 和 将 来 的 膨胀 情况 . 


由 方程 (2. 1. 5) 可 知 ， 只 要 p 十 3p>>0， 就 有 家 <0. 根据 现在 


的 观测 事实 ， 及 /R 半 0( 观 测 到 红 移 )， R 汪 0. 由 此 可 画 出 函数 
二 R(t) 的 曲线 (如 图 ). 设 曲线 与 上 轴 的 交点 为 上 一 0， 即 


R(O)=0, 《2. 2. 1) 
此 时 容易 证 明 ， 于 
iR:| 一 RD Es R(tR) | 一 co {2,2.2) 


Re RS 


OS: 


此 式 表明 宇宙 必然 在 过 去 的 菜 一 时 刻 为 ”git) /A 
一 奇 点 ， 从 那 时 开始 “ 爆 灶 ” 开 来 ,膨胀 到 
今天 方 有 这 么 大 的 宇宙 半径 RR(&)， 从 宇 
宙 为 青 品 到 现在 所 经 万 的 时 间 太 目 然 被 


称 为 宇宙 年 龄 . 
如 果 
RI)=0 当 Ot 
则 Ri) = A=eonst, RGY)=AL. 


根据 哈 提 常数 定 交 (1. 4,11):H, 二 RCO0)) 
R(t,},， 由 上 式 得 到 


“= 疗 - (R=0, 0<1<1,). (2. 2. 3) 


根据 观测 得 到 的 陪 勃 带 数 值 ,= 二 50km/s * Mpc (lMpce= 二 3,08x 
1I0#ctmy ， 可 知 五 Ts2X100 年 . 
训 果 Rit<0( 当 Oct 则 有 


1 
nH C2, 2， 41} 


宇宙 年 龄 的 计算 将 在 2.4 中 给 出 . 
顺便 提 一 下 ， 上面 讨 论 的 是 e+ 32>0 的 情况 ,如 果 在 宇 审 
早期 有 p 十 38=0,， 则 宇宙 不 存在 初始 奇 点 ， 宇宙 早期 以 辐射 为 


主 , 因而 有 态 方程 二 小 p, 此 式 与 p 十 3p 一 0 一 起 , 导致 p 一 /一 


0， 此 时 由 (2.1. 5 和 (2.1.6) 得 到 民 一 0， 庆 一 一 上 RD0)， 从 而 有 
RRR, 二 0. 即 宇宙 空 -时 是 Rieei 平 直 的 . 此 时 |R*1,. ,二 有 限 值 ， 因 
此 3 十 p 一 0 的 宇宙 模型 没有 初始 疝 成 . 

Friedmann 宇宙 的 未 来 是 无 限 膨 张 还 是 收缩 决定 于 空间 曲率 
上 的 符 导 .由 (2,1.8) 可 知 ,， 只 要 pp 全 90; 则 doR 7dR<s0, 2 随 玉 
增 大 而 减 小 的 速率 至 少 等 于 尺 所 以 2R 一 0 至 少 正 比 于 
R-'), 代入 (2.1.7) 有 

Ri: +k—0. 
如 果 上 = 一 1, 由 于 RR 半 0， 所 以 中) 必然 继续 增 大 . 由 上 式 可 知 
«609* 


六 :一 一 Rt， 因此、 如 果 此 二 一 1, 宇宙 将 无 限 膨胀 , 若 有 一 0， 
则 及 一 0 旦 民 2 0， 所 以 丸 ( 昌 继续 增 大 ， 只 是 比 上 + 增 大 得 慢 ， 因 
此 ,天 一 嫩 宇 宙 也 将 无 限 脱 胀 . 对 于 名 二 十 1 ，[2, 1.7) 可 改写 为 

RoR kpR—1. (2. 2. 5) 
当 pR: 减 至 1 时 尼 : 一 0. 由 于 届 ( 人 天 0， 图 线 向 下 栖 , 所 以 此 后 
R() 减 小 ， 最 后 宇宙 必然 在 将 来 的 一 段 有 限时 间 内 再 次 缩 至 奇 点 
(R=0). 

文 约 在 弗 里 德 紧 模型 所 出 ? 
年 以 后 , E. P. Hubble 于 1929 年 
发 更 了 宇 定 红 移 现象 . 这 是 对 广 
义 相 对 论 宇宙 学 的 重要 验证 之 一 . 
宇宙 红 移 的 发 现 不 仅 证 明了 广 尽 
相对 论 宇宙 学 特别 是 宇宙 膨胀 概 
念 的 正确 , 而 且 可 以 通过 对 红 移 5-3 
的 严 稳 计算 确定 均匀、 各 向 同性 宇宙 模型 中 哪 一 个 更 适合 于 描述 
真实 的 宇宙 . 原则 上 可 以 由 红 移 [作为 距离 的 函数 ， 见 (1. 4. 15)] 
确定 哈 勃 常数 互 和 减速 因子 9， 从 而 确定 宇宙 的 演化 ， 


RG) 


§ 2. 3 宇宙 物质 的 密度 和 压强 


将 险 台 党 数 厅 二 共和 减速 因 于 4 一 一 全 代入 场 方程 (2.1. 5) 
和 (2, 1. 6)， 得 到 


3 ,| 
m 一 新 | 让 + 3)， (2, 3.1) 
k 
pr 一 一 趟 | 危 +HiGQ 一 240) | (2. 3. 2) 
式 中 下 标 0 表示 取现 在 的 值 . 令 
3 


《2. 3.3) 


[6 ST " 
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由 (2. 3.1) 可 知 

Pk 0, 

Do 0 

op. (2. 3. 4) 
了 肥 瑟 ,二 50kmjs. Mpec， 可 得 6. 一 5X1I0 ”gem 3 根据 观测 ， 可 认 
为 宇宙 现在 的 物质 形式 主要 是 非 相 对 论 人 性 的 ， 且 满足 于 件 

po op. (2.3.5) 
此 时 由 (2. 3.2) 和 (2. 3. 1) 得 到 

k= Rit2qgo— 1) Hi, 

pop 一 290， (2. 3. 6) 
从 而 有 


dh = 六 一 人 (2.3.7) 


宇宙 是 闭合 的 还 是 开放 的 , 按照 (2. 3, 4) 闫 定 于 p,. po 所 2. 宇宙 是 
开放 的 ,Pp, 记 Ap. 宇宙 是 闭合 的 . 或 者 按照 (2. 3.7) 决 定 于 减速 因子 


qo. 和 世子 宇宙 是 开 破 的 , go 之 记 宇 窗 是 闭合 的 .ps 可 以 通过 测量 
星系 质量 (由 测量 光度 得 到 ) 来 确定 ,结果 为 


P220. 010~0. 028. (2. 3. 8) 
qo 可以 由 红 移 - 疮 度 关系 的 观测 确定 ， 结果 为 
ri 4 D2. C2. 3. 9 


根据 (2. 3. 8). 宇宙 是 开放 的 :根据 (2. 3. 9)， 宇 宙 是 闭合 的 ， 为 了 
解决 这 一 矛 持 ， 可 以 假设 gos*1 是 正确 的 , 再 设法 寻找 普通 星系 
之 外 的 质量 , 这 一 至 今 还 未 找到 的 质量 的 平均 密度 应 为 2X10 
gcm ?经 过 几 干 年 的 努力 ,在 这 方面 有 了 一 定 的 进展 . 比如 , 黑 
酒 , 暗物质 ， 中 微 子 的 静 质 量 …… 如 果 存 在 的 话 , 都 会 有 助 于 这 
一 问题 的 解决 . 

* 611* 


8 2.4 宇宙 年 龄 的 计算 


由 32.2 中 的 讨论 可 知 , 宇宙 物质 静 质 量 的 能 量 密度 2 一 
R-;, 而 辐射 的 能 量 密 度 a 一 只 -+ 因此 , 可 以 认为 在 现在 的 宇宙 
中 , 已 知 形式 的 辐射 能 量 密度 小 于 静 质 量 的 能 量 密度 宇宙 物质 
主要 由 非 相 对 论 的 松散 物质 (尘埃) 构成 . 在 这 个 时 期 , 宇宙 动力 
学 方程 ( 爱 因 斯坦 方程 ?为 (2. 1. ?7): 


Re tk= FpR:. 《2. 4,. 1) 

由 于 2 一 丸 ， 故 有 
上 一 ( 坟 | . (2.4. 2) 

则 [pa 


由 (2. 3.6) 可 得 


二 一 C29 一 DH p= 29H. 
代入 (2,4.1) 和 (2.4.2), 得 到 
' Ri 2 Re, 
元 | = 下 | 1 一 2 十 oo| 妥 | | 《2. 4. 3) 
1 RAR 2g0 一 1 
:一 去 | (1 2o。 十 | dz， 《2. 4. 4) 
代 人 R= 二 R,, 得 到 宇宙 现在 的 年 瞧 
1 1 ， 加 290 一 1 2 
ts 一 去 | 1 一 289。 十 过 dr, (2. 4,5) 


只 要 go>0, 此 有 和 二 五 5 本， 即 (2. 2.4) 式 , 上 式 给 出 的 函数 关系 如 
图 5-3 所 示 . _ 
当 “go 六 不 = 十 1， po 之 p)， 
积分 得 
5 一 莽 C2g 一 D [eos | 疡 一 1 一 
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1 四 上 2 
Den 1) | (2, 4.6) 
代入 onesl1， 百 rs2X102 年 ,得 到 
cas | 所 一 1| 五 Tixs1.1X1002 年 . (2.4.7) 
由 (2, 4, 53? 还 可 以 求 出 两 次 R 一 0 之 间 的 时 间 间 隔 ， 即 宇 册 的“ 寿 
命 ”， 
rz13X10" 年 . (2. 4. 8) 
当 go= 了 (k=0， 0 二 Pp) ,积分 (2.4.4) 给 出 


RO _ 31) 
| 人 | 


此 式 表明 RC) 无 限 增 大 . 代入 HF! 和 2X10" 年 , 得 到 
6 一 号 Else1. 3X10" 年 ， (2.4. 10) 
这 一 模型 称 为 Einstein-de Sitter 宇宙 模型 . 
当 0<go<< 万 一 一 1， 0 过 p.), 积分 (2. 4. 5) 给 出 


(2. 4. 9) 


1 = 二 (1-20) gl 2g0) Meh x 

一 | (2.4. 11) 
如 果 了 到 pp。 为 星系 内 的 质量 密度 ,go=0.014， 万 ss2Xx10" 年 ， 则 
有 


ty 二 0. 96H7' 寺 1. 9 X10 年 . 
根据 同位 素 喜 变 的 方法 和 天 文学 其 他 方法 测 得 地 球 的 年 龄 大 
级 为 4.5x10s* 年 , 太阳 系 的 年 龄 大 约 为 5X10 年 , 银河 系 的 年 
龄 大 约 为 1.1X108 年 . 


$2.5 粒子 视界 和 事件 视界 
光速 是 所 有 信号 传播 速度 的 上 限 . 设 在 x, 处 于 时 刻 发 出 


的 光 在 时 刻 : 到 达 > 一 0. 则 7 二 0 处 的 观察 者 在 时 刻 上 只 能 观测 到 
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来 自 区 域 r=) 的 信号, 即 只 能 看 到 这 个 区 域内 的 粒子 (星系 ). 
全 和 人 生生 入 4. 6} 


RC - ' 
如 果 当 六 一 0 时 左 句 积分 发 散 , r= 二 0 处 观察 者 能 够 观测 到 宇宙 中 
任何 随 动 粒子 5 星系) 在 足 各 早 时 发 出 的 信号 . 如果 当 为 一 总 时 左 
症 的 积分 站 侣 ， 则 由 拷 式 可 以 确定 天， 部 存在 一 个 有 限 的 区 域 ，> 
一 0 外 观察 者 在 时 刻 上 只 能 看 到 这 区 域内 的 随 动 粒子 5 星系?， 这 
一 区 域 的 边界 称 为 粒子 视界 .， 岂 rs (tj) 表示 粒子 视界 的 径 坐 标 ， 
则 相 庶 的 男 青 空间 焉 离 为 
re 加 restty dr 
Due) = 上 | Vgudr = Ro i- 
RO| 起 Re (2. 5. 2) 
由 (2.4.3) 将 di 解 出 ， 代 大 上 式 右 端 铃 积 式 中 ,积分 得 到 


当 go> 志 导 一 十 DD 时 
RI) 


(2,5.1) 


_ _ 《220 一 ] 天公 
7 ”~ -~ 
Hz —1) cos '|1 FR. | 


Dna(i) 一 名 


01 


2 TR TY 
有 。 
Re 四 /2 二 人 — 29 R(t) 
Dn) = 2 eh 1+ 人 | (2. 5. 3) 


对 于 一 些 字 窗 模型， 在 宇宙 的 全 部 演化 过 程 (R=0-* Rowx 习 
0) ,空间 一 点 (r= 二 0) 的 观察 者 所 能 看 到 的 全 部 事件 也 只 能 在 有 限 
范围 内 , 这 一 范围 的 边界 叫做 事件 视界 . 

在 积分 (2.5.1) 中 ， 当 太 ~5( 宇 宙 寿 命 ) 或 上 < 时， 各 左 端 积 
分 发 散 , 则 不 存在 事件 视界 , 位 于 r=0 的 观察 者 只 要 等 等 有 限 长 
时 间 就 能 观测 到 宇宙 中 任 一 事件 ;车 C2. 5. 了 0) 左 端 积 分 收 合 ， 则 存 
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代 人 (2.1.7)， 得 到 
处 一 上 十 和 Ra A=FR A ,上 ) C 
RR 3 一 一 # . r 2. 6. 5) 


上 式 称 为 弗 里 德 野 彩 胀 方程 . 由 这 一 方程 可 知 , 如 果 ea 是 一 个 
解 ， 则 将 : 换 为 1 二 ( 土 : 十 const) 之 后 对 应 的 a(n) 仍 是 一 个 解 . 
因此 , 可 以 任意 选择 时 间 坐 标 起 点 1 二 0. 又 因为 民 一 0 为 亲 点 , 通 
过 此 点 时 民 不 应 改变 ， 所 以 R() 不 变 号 . 现在 尺 >0, 于 是 始 经 
有 RR(#) 宇 0. 作为 例 - 闫 . 下面 讨论 爱 因 斯 坦 宇 宙 和 de Sitter 宇宙 . 

1， 爱 因 斯 坦 宇 宙 

爱 因 斯 坦 在 建立 场 方程 后 不 久 ,， 就 试图 用 于 宇宙 学 . 当时 还 
没有 发 现 险 过 定 律 , 爱 因 斯 坦 致 力 于 建立 一 个 静态 的 宇 尖 模型 ， 
后 来 称 为 爱 困 斯 坦 宇 宙 ,， 在 上 面 两 个 方程 中 令 所 有 的 时 间 导 数 等 
于 零 ,并 令 4 二 0( 爱 因 斯 坦 开始 建立 的 场 方 程 ), 得 到 


瑞 BA 器 

Ri 3 天 一 Sr 
观测 结果 是 pc>0, px<0; 上 式 无 法 与 观测 结果 一 致 . 因此 , 爱 因 
斯 坦 在 塌方 程 中 人 为 地 引入 了 字 宙 项 8。. 引入 字 窗 项 后 的 静态 
场 方程 为 


k A_8r kL 
R: 3 3*' R’ 


代入 pv0, 得 到 训 一 4 二 4xp， 由 于 p>0, 所 以 有 A>0, = 十 1 
因此 ,静态 的 爱 因 斯 坦 宇宙 是 一 个 具有 正 的 常 曲率 的 闭合 字 窗 . 


此 时 度 规 (1. 2. 7) 具 有 形式 
ds*:=dr:— Ri[dzx:+sinr(dF +sniddy)], R=const. 
(C2.6.6) 


A 二 — Bxrp. 


2， de Sitter 宇宙 
这 是 一 个 假想 的 既 无 物质 叉 无 辐射 的 宇宙 模型 由 含 宇宙 项 
的 场 方程 可 知 , 没有 物质 (TT, 一 0 的 空间 也 是 弯曲 的 ). 将 p= 二 p= 二 
8 代 人 (2.6.1) 和 (2.6.2)， 得 到 
RR: 


3 2 一 2 二 一 — 
A— (Rk) RR=R: 二 k= 
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积分 上 式 , 对 于 >0, 得 到 
1 


R 一 元 


Chetit 娄 一 十 1 a 


R 一 于 shait £ 二 一 ]， 
R=Ces k=0. (2. 6,7) 
式 中 A 二 (4/3)!， 
对 于 24<0, 得 到 


R= jcosAs, 二 一 1]. (2. 6.8) 
式 中 As 寺 (一 A/3)'; 
对 于 4 二 0, 得 到 
R=const, 上 二 0. {£2.68.9) 
由 (2. 6. 7) ~ (2. 6. 9) 确 定 的 宇宙 称 为 de Sitter 宇宙 .该 宇宙 
对 应 的 空间 是 具有 最 大 对 称 性 的 四 维 常 曲率 空间 . 为 简单 起 见 ， 
设 RQ) 二 e'， 此 时 Killing 方程 具有 形式 
EE dE 


Br 0 Be ta 0 (2. 6. 100) 
3 9 , 
2 十 二 20 {2.6. 10b) 
这 一 方程 组 的 解 含 有 14 个 参量 (A* 和 B”)， 
=A Be, 
=A 一 请 Aix 一 了 Bre "一 了 Bax 十 
I6aB ‘ir Br. (2. 6. 11) 


由 (2. 6.10b) 可 知 号" 中 只 有 6 个 独立 分 量 , 所 以 实际 上 有 10 个 
独立 的 killing 矢量 .因为 n 维 空间 最 多 存在 n(n 十 1) /2 个 killing 
矢量 , 所 以 de Sitter 空间 是 具有 最 大 对 称 性 的 空间 ， 这 就 是 说 ， 
四 维 最 大 对 称 空间 有 Minkowskl 空间 和 de Sitter 空间 . 在 这 样 
的 空间 中 既 不 存在 任何 优越 的 空间 方向 ,也 不 存在 任何 优越 的 时 
间 方 向 . 
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de Sitter 空间 的 10 个 参量 等 度量 变换 群 正 是 五 维 “ 转 动 " 群 ， 
它 保 持 元 素 为 十 1 十 1 十 1 二 1 一 1 的 对 角 皇 阵 不 变 ， 这 个 群 常 称 为 
de Sitter 群 . de Sitter 宇宙 虽然 因为 没有 物质 又 没有 辐射 而 不 能 
作为 真实 的 字 害 模型 , 但 是 任何 4 汪 0 的 宇宙 当 + 一 2 时 都 这 滤 到 
de Sitter 宇宙 ， 

3，Lemaitre 宇宙 

Lemaitre 于 1927 年 提出 一 个 比 爱 内 斯 坦 宇 宙 具 有 更 多 物质 
的 宇宙 模型 . 膨胀 方程 (2.6.5) 中 的 常数 己 人 0, 二 一 十 1 由 
(2. 6. 5 确定 的 及 汪 曲 线 可 知 标 度 因子 尺 ( 门 自 盖 0 开始 增 大 ， 宇 
省 膨胀 ， 随后 膨胀 变 慢 ， 在 R 等 于 某 一 常数 R. 时 膨胀 速率 达 极 
小 值 ， 此 后 及 胀 久 加快, 最 后 趋 于 de Sitter 宇宙 解 (2. 6. 7)， 这 一 
模型 的 特点 是 持续 膨胀 , 但 中 何 一 段 膨 胀 曲线 有 和 揭 点 . 这 是 一 种 
自 初始 奇 点 怀 (0)==0 出 发 无 限 脱 胀 的 模型 . 


§ 2.7 宇 审 早 期 结构 和 背景 辐射 


厌 则 上 讲 ， 直接 观测 遥远 的 恒星 可 以 得 到 宇宙 过 去 的 信息 ， 
但 是 宇宙 起 源 于 类 空 奇 点 , 对 应 于 无 限 大 的 红 移 . 在 宇宙 诞生 后 
的 一 段 时 间 里 仍然 有 很 大 的 红 称 ,因此 实际 上 看 不 到 晃 还 的 天 
体 . 于 是 ， 大 们 只 能 观测 离 地 球 较 近 的 星 , 根据 它们 现在 的 情况 
和 局 部 演化 规律 来 推断 宇宙 早期 的 状态 ， 

所 有 的 观测 和 计算 都 表明 ,早期 宇宙 (大 约 10 "年 以 前 ) 和 今 
天 的 宇宙 很 不 相同 . 早期 宇宙 物质 处 于 高 密 状 态 , 基本 粒子 的 相 
互 作 轩 起 决定 性 作用 、 这 时 时 和 间 尺 度 也 要 有 所 改变 人们 注意 
到 ,时 间 概 念 本 身 是 没有 绝对 意义 的 :时间 的 测量 总 要 和 物质 的 
性 质 联 系 在 一 起 ， 弗 里 德 曼 的 坐标 时 间 ( 世 界 时 )t 是 宇宙 大 量 元 
素 的 固有 时 间 . 从 现在 的 宇宙 来 看 , 一 个 星系 就 是 一 个 很 好 的 
钟 , 但 在 宇 害 早期 只 有 基本 粒子 和 它们 的 相互 作用 起 决定 作用 ， 
所 以 只 能 以 它们 的 相互 作用 和 转化 作为 钟 . 用 这 样 的 相继 发 生 的 
一 系列 物理 过 程 测量 时 间 ,， 即使 是 宇 窗 早 期 距 R=0 也 是 无 限 
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遥远 的 . 因此 人 们 又 分 出 一 个 “宇宙 极 早 期 ”. 

1. 宇宙 演化 简 史 

现在 宇宙 物质 的 能 - 动 张 量 , 其 主要 部 分 由 星系 物质 构成 ， 
辐射 部 分 是 极其 微小 的 人们 推断 宇 害 早 期 是 以 辐射 为 主 的 .这 
样 的 物 态 方程 可 写 为 

p= 30， C2.7.1) 

其 能 - 动 张 量 可 形式 地 用 理想 流体 的 能 - 动 张 量 (2.1.1) 表 示 ， 将 
这 一 物 态 方程 代入 (2. 6.1) 一 (2.6.2) 的 相 容 条 件 


2 3 

pp RR a (2. 了 。 2) 
积分 得 到 pR* 二 A=const. C2,7.3) 
而 将 零 压 人 尘 斤 的 能 - 动 张 量 了 .一 pras 代 人 (2.7.2). 积分 得 

Ri = M=eonst., C2.7. 4) 


比较 (2.7.3) 和 (2.7.4) 可 以 看 出 ， 当 宇宙 半径 尺 减 小 时 , 辐射 能 
有 基 密 度 比 尘埃 能 量 密度 增 大 得 更 快 ， 当 然 , 辐射 温度 也 会 升 高 ， 
量子 辐射 将 转变 为 高 能 辐射 , 粒子 对 将 大 量 产 生 ， 由 此 可 以 推断 
早期 宇宙 的 演化 模型 . 

字 宙 早期 ,物质 开始 处 于 一 种 商 温 ( 约 10*K) 高 密 状态 .所 
有 基本 粒子 (包括 它们 的 反 和 粒子) 都 被 东 缚 于 热力 学 平衡 态 ， 随 着 
宝 宙 的 迅速 膨胀 ,温度 降低 , 平衡 同 有 利于 稳 态 粒子 产生 的 方向 
移动 , 电子 .质子 、 较 轻 的 库 子 核 . 中 微 子 和 光子 从 束缚 态 释 放出 
来 . 随 着 宇宙 的 炙 续 膨胀 和 冷却 ,光子 发 生 退 烛 : 兴 子 不 冉 有 中 
够 的 能 量 形成 正 反 梯 子 对 ， 也 不 再 把 能 量 给 予 别 的 粒子 ;同时 ， 
光子 气 的 能 其 密度 比 其 他 物质 的 能 量 密度 减 小 得 更 快 , 它们 不 再 
影响 以 后 的 膨胀 ， 当 温度 大 约 为 10'K 时， 中 子 和 质子 聚变 成 较 
重 的 核 , 剩 下 由 和 氨 和 Het 以 及 其 他 元 素 组 成 的 电离 气体 ; 按 和 质量 
计 太 约 合 有 27% 的 所 .此 后 光子 、 中 袜子 和 上 反 中 微 子 气 继续 自由 
膨胀 , 一 直到 荆 且 4000K 时 和 毛 的 复合 为 止 . 在 10K 和 10K 之 亲 
的 某 一 温度 ,光子 .中 微 子 和 反 中 微 子 的 能 量 密度 开始 小 于 氢 和 
氮 的 静 质 量 密度 , 宇宙 进入 物质 为 主 的 时 期 . 
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近年 来 , 建立 在 太 统 一 理论 基础 上 的 暴 胀 宇宙 学 已 经 涉及 到 
ts10 3 秒 的 极 早 期 (< 方 励 之 ，Soto，Ruffim， 1984)， 那 时 宇宙 已 
开始 出 现 正 反 粒 子 数 的 不 对 称 ，. 

2. 微波 背景 辐射 

从 光子 和 物质 退 厅 寺 开始 ,光子 气 单独 满足 守恒 方程 了 光一 
0. 代 入 (2.7.2), 得 到 


of R!= A. {2.7.5) 
与 (2.7.3) 不 同 ,， px 不 支配 RRC) 的 变化 ， 由 普 朗 克 辐 射 定律 有 
pr ~ (2.7. 6) 


所 以 ， 随 着 半径 RQ) 的 增 大 宇宙 温度 工 按 规律 

T~R-1() (2.7.7) 
降低 . 

1965 年 ,内 ,和 ,Penzlas 和 及, W. Wilson 完成 了 对 了 (现在 的 
字 宙 背景 温度 ) 的 测量 , 发 表 了 题 为 “在 4080MHz 处 剩余 天 线 温 
度 的 测量 ”的 论文 , 公布 了 测量 结果 : 

T, 一 3. 5K 土 1K. (2.7. 8) 
观测 结果 和 理论 预言 相符 侣 . 这 一 发 班 是 自从 哈 勃 定律 以 来 广义 
相对 论 宇 官 学 获得 的 最 大 成 功 . 此 后 认 有 重复 观测 , 均 得 到 一 致 
的 结果 ,宇宙 演化 到 现在 , 残留 的 辐射 是 各 向 同性 的 ， 其 频谱 对 
应 于 温度 To 二 2. 7K 的 黑体 辐射 

宇宙 温度 约 为 4000K 时 光子 和 其 他 物质 已 经 进而. 由 
《2.7,8)，(2.7.7) 和 (1.4.9c7? 可 以 得 到 那 时 的 红 移 : 

,4000 

2.7 

因此 , 宇 窗 背 景 辐射 使 我 们 能 够 追 湖 到 更 日 期 的 宇宙 历史 ， 

比 瑰 测 瑰 远 天 体 所 涉及 的 时 间 早 得 多 , 蕉 至 可 以 追溯 到 宇宙 诞生 

后 的 所 秒 钟 .观测 到 的 这 种 辐射 的 高 度 各 向 同性 表明 , 直到 现 

在 , 宇宙 还 是 类 弗 里 德 曼 的 ,地球 相对 于 宇宙 物质 整体 的 静止 系 

以 极 小 的 速度 运动 . 


一 1==]1480. 《2. 7. 9) 
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局” 其 他 宇宙 模型 


除 前 一 章 讨论 的 几 种 宇宙 模型 外 ,还 有 一 些 不 同 的 宇宙 模型 . 
实际 上 ,宇宙 模型 就 是 能 够 正确 描述 观测 到 的 宇宙 性 质 的 引力 场 
方程 的 严格 解 . 虽然 只 有 一 个 真实 的 宇宙 ,但 由 于 观测 到 的 数据 是 
有 限 的 ,而 且 有 些 观 测 结果 还 很 不 确定 (如 减速 因子 的 数值 ), 故 只 
要 能 够 和 现 阶段 观测 结果 相符 ,那些 在 宇宙 奇 点 附近 不 同 的 模型 
都 应 该 是 同等 有 效 的 .有 些 已 知 的 宇 窗 解 在 1 一 0 附近 是 高 度 不 均 
匀 的 和 各 向 异性 的 . 然后 逐渐 趋 于 弗 里 德 曼 宇宙 ,所 以 仍然 和 现 
在 的 观测 结果 一 致 ， 换 言 之, 所 有 能 够 导致 观测 到 的 红 移 和 微波 
背景 辐射 的 模型 都 不 会 被 淘汰 甚至 有 些 宇 宙 解 不 能 解释 现在 观 
测 到 的 宇宙 现象 ， 人 们 也 要 去 研究 .这 是 因为 任何 一 个 模型 都 是 
对 真实 的 宇宙 作 了 大 量 的 简化 才 得 到 的 , 只 有 通过 大 量 模型 的 斌 
究 才能 确定 哪些 简化 是 允许 的 , 哪些 假定 是 必需 的 . 


8$3.1 Bianchi-I 型 宇宙 


按照 混沌 字 宣 模型 4Misner,1968),， 宇 密 里 期 可 能 是 各 疝 腊 
性 的 . 本 节 讨 论 的 就 是 比 均匀 各 向 同性 空间 的 对 称 性 差 一 些 的 空 
间 一 一 均匀 各 向 异性 空间 . 在 这 类 空间 中 只 有 与 平移 变 搞 相对 应 
的 3 个 Kiling 矢量 总 4 一 1，2，3). 假设 总 后 一 人 避 ， 以 空间 度 规 

df? 二 Y, ,dridx’, 
Y= Eg, C3.1.1) 
表示 的 三 维 空间 的 Killing 方程 为 
0. (3. 1. 2) 
* B21 +* 


考察 天 于 的 一 阶 微分 方程 组 

一 0, {3.1.3) 
可 知 这 一 方程 组 有 三 个 解 5 ， 利 用 这 些 矢量 可 以 证 明 ，(3. 1.2) 
的 解 具 有 形式 

Yl rh Fr’), (3.1.4) 
式 中 好 基 一 各 .可 以 证 明 , 场 方程 共有 9 种 独立 类 型 的 解 . 这 样 ， 
按照 空间 的 3 参数 运动 群 可 将 空间 分 为 3 类, 分 别称 为 Bianchi 
1 一 下 型 . 其 中 最 简单 的 是 Bianchl I 型 , 即 放 二 Yr. 总 可 以 选择 
适当 的 坐标 系 , 使 这 3 个 Killing 矢量 具有 形式 

站 一 (0 1 O00, = 00,0, 1 0), 二 0, 0,0, 12. 

{3.1.5) 

此 时 诬 规 只 依赖 于 时 间 誉 标 x* 二 1. 作 灾 换 x 一 x Cr}, X= 
二 让 (x')， 六 

ds: =dri— gC dridr’. (3. 1. 6) 
可 以 看 出 , 1 二 const 的 三 维 空 间 是 平 直 的 . 


由 (3,1.6) 可 将 场 方程 Rs 一 子 Rg 一 toust, 写 为 


让 十 再 | 入 | 一 <p， (3.1.7.) 
R;,— 30R— 2 V 一 ES Em) —50p=0; 
(3.1.8) 
守恒 定律 具有 形式 i 二 0. 由 此 可 知 , 场 方 程 的 可 积 条 件 可 写 为 
koOv —g—M=const. (3. 1. 9) 
将 (3. 1.8) 缩 并 ,得 到 
F(A TE) = YM C3. 1. 10) 
积分 得 v 一 & 一 CRMt 十 AD)， (3. 1.11) 
式 中 A 为 常数 ， 应 用 (9.1 9)、 对 《3.1.8) 作 一 次 积分 , 得 到 
4 8 十 一 一 号 (3.1.12) 


g, = Bm 
YY Y 总 
2 


式 中 a” 为 常数 . 在 空间 中 任 选 一 点 , 建立 直角 坐标 ,使 常数 矩阵 
an 是 对 第 的 . 由 (3.1.12}) 可 知 , 度 规 在 任何 时 刻 都 保持 是 对 角 
的 ， 由 (3.1.11} 和 (3. 1.12) 得 


,| 4M 2 ,1 
Bue | 二 二 | 太公 一 可 41， ‘3. 1 . 13) 
式 中 Pi 为 常数 ， 积分 上 式 ， 得 刘 
1 2P] 
gn=B(Mt+ A | 了 于 | £3.1.14) 


滤 中 | 为 常数 . 类 位 地 可 以 得 到 gz 和 可 33。 于 是 得 到 所 求 的 度 规 
ds:=drt:—gidr’ — gdy  — gd2’, 
， am; - 志 


ss mTA) 


' 2 一 2 


oa 下 
gu—(— 8) | NTA + 
ft 1 站 3 一 


gs 一 (一 8) | 韦 秆 £3.1.15) 
由 场 方程 43.1.7) 和 (3.1.8) 可 知 ， 常数 P, 必须 满足 条 件 


P+P;+n=1: Pi+Pi+Pi=1. 《3.1. 16) 
由 场 源 流体 的 四 维 速 度 迪 一 (0，0,， 0, 1) 可 得 

w= (3.1.17) 

因此 , 场 源 是 沿 短程 线 运 动 的 无 转动 流体 (全 埃 ), 其 膨胀 速度 为 
四 

= A 《3. 1, 18) 

前 切 速度 0 一 一 和 (3P, 一 1) (对 1 不 取 和 ). C3. 1. 19) 
dv—g 


可 见 常 数 4 是 切 速度 的 量度 ，P, 表征 切 速度 的 方 回 . 
度 规 c3.1.15) 描 述 一 个 均匀 ,各 向 异性 的 膨胀 (或 收 瘦 ) 的 宇 
宙 . 由 (3.1.16) 可 知 , 不 可 能 有 P= 二 =P; 二 Pa， 所 以 在 随 动 系 中 尘 
埃 粒 子 间距 离 的 变化 和 方向 有 关 . 总 可 以 选择 时 间 轴 的 方向 , 使 
帮主 0; 从 1 六 0 一 t 一 0 时 度 规 变 为 奇异 的 . 
在 一 般 情 况 下 有 P; 二 0. 由 式 
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gs M1/3+ 2PA 
ga Mi A) C3, 1. 20) 


可 知 , :很 小 时 = 方向 的 距离 变化 是 负 的 , 即 宇宙 沿 z 方向 收缩 . 
这 种 收缩 直至 t= 一 3P;4/2MM 时 停止 并 转 为 膨胀 ， 宇宙 在 + 和 
方向 是 持续 膨胀 的 ， 如果 宇 窗 在 时 刻 1(t 半 0) 为 一 球 ， 则 随 着 i 的 
增 大 将 变 成 一 个 沿 z 方向 拉 长 了 的 桶 球 ; 当 t 一 十 0 时 成 为 一 条 直 
线 , 具有 圆 简 状 的 奇异 面 . 
Bianch1 I 型 宇宙 一 特点 ， 即 质量 Mi 不 影响 1 一 0 时 宇宙 的 
演化 行为 . 度 规 (3.1.15) 可 议 近 似 地 用 真空 解 代 和 鞍 : 
ds =dr i — (drt dy 二 +t de:), 
Pj 二 +P; 二 P; 二 1, Pi 二 Pi 二 +Pi=1,， C3.1.21) 
这 正 是 Kasner 度 规 ( 见 第 2 篇 人 1.5)， 
在 已 =1，P;: 一 忆 ;= 一 0 的 特 帕 情况 下 ,我 们 有 


gu 4Mi/3+2A Be _ ge 4 (3.1.22) 
gl OM A) Bo Br 3 二 4) ~ 
当 t 王 十 0 时 只 在 zx 方向 出 现 亲 异 性 . 一 个 itt 守 0) 时 刻 的 球 将 变 


成 一 个 桶 球 , 最 后 出 现 圆 板 形 奇 异 面 . 
§ 3.2 五 维 Bianchi-V 型 宇宙 


近年 来 不 少 人 讨论 了 高 维 宇宙 模型 (Randjbar-Daeml， 
Sabdev 等 ). Ishihava 给 出 了 五 维 R-W 宇宙 解 . 本 节 讨 论 五 维 
Bianchi-V 型 宇宙 解 , 这 一 解 描述 早期 宇宙 ， 当 时间 赵 于 无 限 大 
时 该 模型 趋 于 均匀 .各 向 同性 的 膨胀 宇 窗 . 
五 维 Bianchi-V 型 度 规 其 有 形式 
ds:=di:— A Cdr— Bil)e “dy —C (te “de 
Di Ve “de. 3,2, 1) 
宇宙 早期 ， 设 态 方 程 为 p=4p. 选取 Cartan 正 交 标 架 o' (yj 二 0， 
1, 2, 3, 5): 
四 一 由 r=Attdr, oC—~Bu)e "dy, 
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m=OCtie "de, go = Ditye "dt. C3, 2.2) 
取 引 力 常数 有 上 一 1,， 由 外 微分 方法 , 可 以 将 场 方程 写 为 
AAT!'+BB +cCC + DD =—p, 


AA Ad (BB ICC I'DD D)—34 = 六， 


BET1+BB- (CAAT TCC- HDD- DY) 34-:— ip, 


4 
CC-: 十 CCC44 HBB- +DD')—347 :=p 
DD ‘+PD- AA +BB +CC)— 3A =p, 
BB-7'+ECC +DD !—3AA !=0. {3.2.3) 
守恒 方程 了 2 一 0 给 出 
p= 0 (ABCD) "*, pe—const. (3. 2. 4) 
令 dy 一 di A, 得 到 场 方 程 的 解 : 
A’=ash37+ beh3y— pogo [3.2.5 
B= BoAexp[a|4 “dx ， (C3, 2,67 
”一 CoAexp[gs| A-id], C3. 2.7) 
Dp-= DoAexp[Lgs| A-idy]. (3. 2. 8) 
式 中 Jo" "d+ Bo Ch) Do HH 和 5 均 为 常数 ， 且 潢 足 关 系 
Ga —6)+ (gigst gqt gig) + 00. (3.2.9) 
引信 哈 寺 常数 五 ,人 一 1， 2 37 
A B ，C 
二? 2 二 育 ? Hi= (C3. 2. 10) 
当 7 一 ce 时 有 
H,—H, H,—H, 
0, 0. (3.2.11) 


所 以 随 着 时 间 的 增长 度 规 将 趋 于 各 回 同性 . 
车 5 一 十 pogo， 由 (3.2.5) 可 知 4 一 0 为 奇 点 ， 
2 


由 (3. 2.5) 和 (3. 2. 5) 可 得 


3 RIA a3 | 
B=BiA | 1+ 包 cth > ， (3. 2. 12) 
类 伏地 得 到 
(3 一 CIA 1+ Ecth 到 ?| “， (3. 2.13) 
a 
P=D3A’| 1+ $cth 9| . (3.2.14) 


如 果 a=6 二 南 pogo, 则 A: 二 ake” 一 1), 代 入 dt 二 449, 积分 得 
:二 jaa7 = a |(e” 一 1)'dn 一 
a {Ce _. 13123 一 [lnCe” _ ] 3173 十 1] _ 


FInL Ce” — 1 Y2:3 _ CE _ 1 3123 十 1] 十 


3 生 2 [cn -Di 一 二 ]| 
了 3 Arttan 声 |e 1) 2 | {3,2,15) 


令 4 二 6(a’ 一 世 ) 十 六 /5， 由 (3.2.9) 可 将 解 的 奇异 性 用 下 表 给 


出 . 
于 5 
二 站 
加 1 
回电 商厦 证 a 
0 > 
总 站 心 [| 
< | | 0 
人 之 科 < 
oo oo Ee DD) 
0 150 0 0 | o | “| 
So ols 60 | “ | |: 
< 50 | 0 | ee Ts 
30 | < To | | 
二 | 0 
< ol wm | 0 | ~“ | 
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8 3.3 Godel 宇宙 


Codel(1949) 提 出 一 个 均匀 .各 阿 异 性 的 宇宙 模型 . 这 一 四 维 
空间 度 规 具有 形式 
de 一 C| (dz 十 ecdy) 一 az 十 二 esda2 十 dz | (3. 3. 1) 


式 中 己 为 常数 . 该 空间 有 5 个 Killing 矢量 ， 可 分 别 写 为 
27 一 (0， 0, 1,， 0), 如 一 (0， DD, 0, 1)，, t=(l1,， D0. 0, 性) 。 


ECO, 1 ， Ys 0},， FE De *, ms ce 一 人 人 ). 


(3. 3. 2) 

设 场 源 为 满足 条 件 

p=1/8, A=— 1/2C° (3. 3. 3) 
的 尘埃 ， 则 能 ~ 动 张 量具 有 形式 

ml 

T*= G8" + Ee (3, 3.4) 
采用 随 动 系 有 

=| 去 ， 0, 0, 0|. 《3. 3.5] 


由 旋 速 度 的 定 文 [ 第 2 篇 (3. 311. 25 可 知 ， 二 wa/2 一 5 一 
4rp. 设 试验 粒子 初速 度 沿 x! 方向 ,在 上 六 1 的 情况 下 ,运动 方程 
具有 形式 

Zor 


Ea cr， 


1 总 1 
xd4| CDS < 一 1| 。 C3, 3,6) 


式 中 4 为 常数 . 在 随 动 系 中 观测 自由 运动 成 了 转动 ， 如 上 时 惯性 
系 定 义 为 自由 运动 为 直线 运动 的 坐标 系 , 则 惯性 系 以 角速度 外相 
对 于 史 动 系 转 动 . 这 表明 ， 如 果 以 一 局 部 惯性 系 为 准 , 则 遥远 的 
恒星 系 在 转动 . 
Godel 宇宙 模型 与 弗 里 德 曼 宇宙 模型 不 同 , 它 含 有 转动 物 
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质 ;还 有 闭合 的 类 时 世界 线 , 即 一 个 观察 者 可 以 影响 他 自己 的 过 

在 我 们 已 经 讨论 过 的 各 种 宇宙 模型 中 , 物理 鞋 合理 的 模型 是 
弗 里 德 曼 模 型 和 Bianchi 型 宇宙 模型 . 它们 的 演化 有 一 个 共同 特 
点 :在 过 去 某 一 时 刻 存在 一 类 空 奇 点 ， 即 宇宙 有 一 个 起 点 或 者 说 
有 一 个 原始 "大 爆炸 ”".、 那些 物理 上 不 合理 的 模型 ( 爱 因 斯 坦 宇 宙 ， 
de Sitter 宇宙 和 Godel 字 宣 ?都 不 具有 上 述 奇 点 (它们 都 含有 宇宙 
项 )， 这 些 模 型 或 者 物 态 方 程 不 合理 , 不 能 给 出 已 观测 到 的 红 移 ， 
或 者 违背 因果 人 律 . 


对 作用 量 
1 = Rv 一 5dez 
应 用 变 分 原理 ， 便 得 到 6 维 引 力 理 论 的 真空 场 方程 : 
MG RI—OR/2=0. (3.4.1) 
式 中 Ri 是 Riccl 张 量 , RR 为 标 曲 率 , 它们 都 由 6 维 宇宙 的 度 规 张 
量 gw 构成 ,gw 是 x*， x! ，…'，X' 的 妙 数 . 下 面 我 们 约定 ,拉丁 指 
标 代 表 90, 1，-…，6; 希腊 指标 代表 0，1, 2, 3; "G3 是 混合 爱 因 
斯 坦 张 量 . 
03 可 分 为 三 个 耳 数 :中 G3， 和 卫 ， 它们 分 别 对 应 于 时 
空 ， 质 量 和 电荷 . 即 
0 一 000 十 五? 十 了 
起 中 几何 其 召 3 和 疙 将 揭示 4 维 宇 宙 的 物理 性质, 我们 把 一 五 
看 作 宏 观 物体 的 能 - 动 张 量 T5( 或 写 为 8rG™T$/e), 把 一 丰 看 
作 电 磁场 的 能 - 动 张 量 “”…T3{ 或 写 为 8xG"™T$/c*}， 这 里 我 们 不 
把 它们 看 成 新 增 维 度 的 能 - 动 张 量 , 因为 此 概念 还 没有 建立 起 来 ; 
a=5 或 5 宇 5) 仪 当 解 方程 人 Gi=0 时 才 考 虚 . 4 维 宇宙 的 场 
方程 可 写 为 
。638 。 


“Oe He fo TT C3. 4. 2) 
这 里 划分 爱 因 斯 坦 张 量 的 过 程 实际 上 是 4 维 引 力 理论 和 5 维 
引力 理论 中 划分 爱 因 斯 坦 张 量 过 程 的 推广 , 且 这 种 划分 方法 是 惟 
一 的 ， 因 为 过 程 一 开始 并 没有 涉及 物理 内 容 ， 只 是 数学 上 的 做 
法 .我 们 还 设 有 给 产 和 = 以 物理 意 艾 一 一 质量 和 电荷 . 实际 上 ， 
在 6 维 宇 宙 中 , x 和 和 x' 都 是 纯 数学 量 , 其 至 我 们 开始 把 它们 看 
作 是 两 个 独立 的 坐标 . 但 如 果 从 物理 上 来 分 析 , 它们 又 可 以 与 物 
理 量 相 符合 . 这 和 我 们 由 牛顿 近似 分 析 爱 因 斯 过 方程 得 出 数学 量 
gm 为 引力 势 的 过 程 是 一 样 的 . 经 过 这 样 的 分 析 , 我 们 又 把 x 和 
zx' 与 质量 和 电荷 联系 起 来 了 . 
按照 上 面 的 观点 ， 我 们 可 以 从 两 个 方面 来 分 析 . 一 是 考察 物 
理 莉 (如 质量 和 电 菏 ) 的 来 源 ， 二 是 分 析 自 然 现 象 如 状态 方程 . 电 
磁场 的 起 源 ， 后 面 我 们 将 这 些 分 析 应 用 于 早期 宇宙 .6 维 宇宙 的 
度 规 可 写 为 
d5 一 edre — ei(dz’ dz 十 dr) 十 endzs 十 erdzs ， 
(3. 和 4. 3) 
式 中 ;A 07 是 让 ， x， I 的 畏 数 . 
将 (3.4.3) 代 入 真空 场 方程 (3. 4.1), 得 到 
G00=— 3AAT pt D/A p94— 
er ?[34 十 34? 十 7 十 29 /2 十 3X (一 所 十 六 /2 一 


un/2 /2 ea" +3 je/2+ 

3ji0u 一 办 /2 一 1/2372 一 0， 《3, 4. 4) 
0 = = 

v3a 二 /4— p(X}=0, (3. 4. 5) 
‘MGs BA /2+ Wi /2+ 3 A+ a 4— 

v3 二 p73 /4=0， (3.4.6) 
二 G3 二 一 ex [A 十 3 汶 /4 十 

i2 二 /4 二 712 十 六 /十 

A 一 vy 十 十) /2 十 上 (一 Uy 十 97 /4 一 

。629 。 


式 中 (，) 
前 暂 不 能 
真空 宇宙 


wf 十 er*[y/2 十 WY/4 十 术 十 

2 4 十 名 /2 十 学 34 十 下 人 一 严 十 学 )72 十 

7 一 下 十 六 7 4 一 帮 有 4] 十 

er 2 十 这 /和 4 十 完 十 3 让 /4 十 站 /2 十 

大/4 十 Ap 十 请 一 们 /2 二 CR 一 人 /4 一 

po/4]=0, (3. 4. 7) 
Gs 二 一 er 一 [3 计 /2 十 3 相 /2 十 思 /2 十 访 /4 十 

3A( 一 vy 二 7) /4 一 vy/4j 一 

32/4 3X CT Av] 一 


er /0/4 二 3 A /2 二 3 让 /2 十 


340 一 777/4 一 由/ 4] 一 0， (3, 4. 8) 
Ga 一 六 /2 二 3/2 十 wd 十 31A74 一 
pO 十 314774 一 六 (十 3 和 /4 一 0， 《3. 4. 9) 


Gs 二 一 [3 有 Cz 十 有 A 十 十 v2]/4 一 

ey"[3 十 3 证 十 六 十 712 十 34 

{(—y 二 /2 vu/2 /2—er "Ly 十 

v2 二 3A 二 3A2 十 3XW Cy 一) /2 一 

—yp /2]/2=0. C3. 4. 10) 
， (和 (x) 分 别 表 示 对 x*,， x? 和 xi 取 偏 导数 . 我 们 目 
推断 出 6 维 宇宙 的 物理 状态 或 能 - 动 张 量 , 仅 考 虑 6 维 
. 这 样 做 的 目的 是 看 看 第 5 维和 第 6 维 对 4 维 宇宙 有 什 


么 样 的 几何 效应 . 
我 们 得 到 一 个 简单 的 真空 解 : 
e=C Lr I FF re rh) + Ko" ， 


《3. 4. 11) 


eT fr) er) + ) 二 Kt 人， (3, 4. 12) 
er 一 局 :Le Cr Fr gr) th r+ RT ， 


a HHIO* 


(3. 4. 1]3) 


e? 一 CeLRCz [PCzo er ) +h tr ) KK | . 
(3.4.142 
式 中 的 fx),，g(T 各 有 Cx) 分 别 是 zz， x? 和 x 的 任意 胃 数 ， 
Cr es Cs 和 下 ,者 是 常数 . 在 g' (Cx) 一 Atri) 一 0 的 条 件 下 ,6 维 
宇宙 退化 为 4 维 宇宙 ,这 时 第 5 维和 第 6 维 坐 标 无 需 存 在 ,如果 
上 述 条 忻 严 格 满 是 ; 则 量 Gm/e? 和 eg 将 是 常数 :如果 上 述 
条 件 只 是 近似 地 满足 ， 即 第 5 维和 第 6 维 收 缩 到 只 是 目前 不 能 观 
测 至 的 程度 ， 则 这 两 个 量 不 再 是 稼 数 ( 尽 管 它们 的 榜 庆 可 能 很 
小 站 
弛 [进军 宙 时 , 度 规 的 时 间 部 分 可 变 为 下 面 的 形式 : 
ee tt OAS, (39, 4. 15) 
这 个 解 的 指数 中 取 ( 十 ) 号 代表 一 个 正在 膨胀 的 4 维 宇 害 , 取 ( 一 ) 
号 表示 正在 收缩 的 宇宙 . 这 个 解 与 辐射 宇宙 的 解 有 一 个 微小 的 姜 
异 , 这 是 第 6 维度 影响 的 结果 . 因为 当 第 5 维度 收缩 后 , 5 维 宇宙 
的 解 可 以 严格 地 退化 为 4 维 辐射 宇宙 解 . 
6 维 宇 宙 中 试验 粒子 的 时 和 迹 可 以 用 5 维 短程 线 来 描述 短程 


线 方程 具有 形式 
dz made de/_0 
qs: "ds ds 
{r,s 上 = 1 "67. C3,4.16) 


当下 二 1， 2，3 时 ， 我 们 有 
a -ne |= 
[4 | ds 一 0 


ds 

- dx 于 有 7 

或 二 二 友和 ; (3. 4. 17) 
a :ne |= 
ds [a ds 0 

或 OAT (3, 4. 18) 
d + | 
ds [4 ds * 

或 AT TS (3.4.19) 


* p31: 


式 中 EE 
rs 下 fi 二 CONSt. 
当下 二 0 时，(3.4.16) 式 变 为 
i 应 
5 [了 +CGTVE) 黄 |[ 竺 | 十 


g dr dz hdrdrs 
pe +(2 二 VY 6 ) 志 二 de 


VE A Toc | | | +| 宁 | 十 | 党 -| ]- 


于 


i 1 
(ZT 6 DC /2CofAl 字 | 一 


让 呈 和 % 
(FV GC /CofA| 年 | 一 总 (3. 4. 20a) 


式 中 fs 上 ' 上 分 别 是 f(x")， ECX 3， CX 的 缩写 . 
当 此 = 二 5，6 时, 方程 (3. 4.16) 可 写 为 


d*xr” 
ds 


dz oF EC R/C,g 4| 室 | 十 


(2 二 6 ) 广 /4 宁 军 二 


vOA Tt" /60 g' 
[等] -| 富 ) + 车} + 
[s+CFv Se/24 || 党 十 


dx:dri 
(2 干 6 Ya/A pi 


dr 2 

Fv 6 CR IC 4g' | 等 | 一 0， 《3.4.21) 
口 : 熙 dx 站 下 于 
于 dx (2 干 v OF /2Cs 4i| 室 | 十 

(2 干 6 ) 产 /4 学 TE 十 

I 了 
和 dr: _ 
/6 A- 3 /cei | | 十 | 下 | +| 宇 | | 


* 632* 


(2FV 6)Csg' /2C6AA| 党- -| + 


学 drr 


(2 干 6 gy' /A = 二 


5 dz (3.4. 22] 
广 


| 


由 (3. 4.21)，(3. 和 4. 2 4. 207 可 以 得 到 


Cop ' 字 二 一 Cs FT ad +t" C3. 4. 23) 
, 
an EE 下 -十 84- ?+v“6 ， (3, 4. 24) 


2， 肛 一 const. 


考虑 到 方程 (3. 4. 3)， 我 们 进一步 得 到 
全 
f= (BC Ha) A 
(Cots TCoCs 二 CCe) +tR. (3.4. 25) 


一 2 — 2 42 
式 中 R-Fr rcey 
[BY CC PO CCA | 
COCs 十 CC 十 CC 7 
式 中 在 一 在 十 绊 十 在 ， 
把 C3. 4.25) 代 人 (3.4. 237 和 (3, 4. 24), 得 到 
sd [a PC taC lA- CR 


Bd COFCOCHCC -EC,' (3. 4. 26) 
da _ [BC thCs] A | CR 
“ ds COC; Co CC 土 人 《3, 4. 27) 


由 (3. 4.26)，(《3.4.277 和 (3.4.25)， 可 以 得 到 坐标 xs 和 x’ 对 时 
间 的 变化 率 "””, 这 里 虽然 不 能 得 出 函数 gCz ) 和 rz ) 的 具体 形 
式 , 但 可 以 预测 到 ，g (xz5 和 卢 (z5 一 定 有 棚 值 ， 
当 第 5 维和 第 6 维 收缩 到 阅 一 好 和 妆 一 让 时 , 即 当 和 x 
分 别 取 确定 值 ci 和 z’， 时 , 可 得 yy (x) 二 0, PCzs 一 0 此 时 6 维 
宇宙 也 就 变 为 5 维 , 表 变 为 4 维 宇 宙 了 .这 时 (3. 4. 20a) 变 为 
。 633* 


dz” 
ds | 
tv tA "T3060,f=0. (3. 4. 20b) 
式 中 A=7 retr)h(r TR,. 
方程 (3.4.17) 一 (3.4.19) 和 3.4.20b) 即 为 4 维 宇宙 的 运动 方程 
{其 中 4A=.A,). 
当 注 意 到 第 5 和 第 6 维度 分 别 表示 质量 和 电荷 时 ,上面 的 运 
动 方 程 可 能 导致 经 典 束 克 斯 志方 程 ， 因为 方程 中 含有 包括 定 值 
Gmie: 和 efe? 的 常数 AA.. 
我 们 将 看 到 ， 所 得 到 的 6 维 衬 宙 真 空 解 可 以 用 来 研究 4 维 宇 
宙 i 物 理性 质 的 起 源 . 下 面 我 们 从 几 个 方面 来 讨论 ， 
1. 早期 宇宙 
(1) 度 规 
前 面 我 们 已 给 出 6 维 宇 窗 的 一 个 简单 的 真空 解 : 
eC—C FA TS , ee 一 .4+ 3 
ex 一 人 gl ee? 一 人 42 
A pr) hr +E,, 
Caos Ces Cs—const, 
当 g' 二 上 二 0 时 ,我 们 得 到 了 4 维 宇 尖 . 这 表明 4 维 宇宙 被 幅 
在 6 维 宇宙 的 某 个 地 方 ; 在 那里 , g(x 和 (x ) 取 极 值 , 变量 x 
二 Gm/e 和 一 eye 不 再 变化 (成 为 常数 xz 和 和 xz), 这 就 是 4 
维 宇宙 的 诞生 . 
(2) 宕 观 物体 的 能 - 动 张 量 
宏观 物体 的 能 - 动 张 量 由 第 5 维度 的 几何 量 决 定 ; 
mT 3e-"Ap/de:3e "(A 十 放 一 /2)/2 一 
《一 3 士 6 )72Cu44 5 十 
(5 于 2 6 ?72C544T 5 . (3. 4. 28) 
T= T= Te Ct A v2 2 二 
er 二 /2 十 2 十 3 让 /2 十 VA 一 Ap 一 yp/2)/2= 


dx TF a 
jr 十 | 于 + 2(2Tv 6 )14. | 


* G34. 


《一 TI2 士 5 6)/60,.A"™* 十 


[一 3 十 677A6C A . (3.4. 29) 
能 - 动 张 量 的 一 般 形 式 为 
一 ( 户 十 Eapg 一 人 为 ， (二 30) 


出 (3. 4. 292 可 得 能 量 密 麻 <s 和 压强 pp: 
E 一 (一 3 士 6 )720C944T75 十 


《5 干 2 6 /2Ce A 。 (3. 4. 31) 
p= (12 干 5v 6 7A6C4457 十 
《3 于 6 ]7A6C 44T75 [3. 4, 32) 


e 和 都 是 x*， 二 和 的 函数 . 早期 4 维 宇宙 的 状态 方程 为 
Pp, (2 于 5Y6D)C 十 (3 于 6D)C， 
e 3f 一 3 十 v6)C (5 二 2w6C] 
我 们 在 得 到 宏观 物体 的 状态 方程 的 过 程 中 , 并 没有 增加 与 压 
强 和 能 量 密度 有 关 的 其 他 方程 . 这 就 是 说 , 第 5 维度 的 几何 量 在 
4 维 宇宙 的 诞生 和 自然 现象 的 和 起源 问题 上 都 起 着 重要 作用 ， 
(3) 电磁 场 的 能 - 动 张 量 
电磁 场 的 能 - 动 张 量 和 第 6 维度 的 几何 量 有 关 : 
mye =e (At pm) /de te CY /2 二 347/2— 
p22) /2 二 e- 叶 3 十 3 想 十 六 十 p21/2 十 
3ACp—n) /2— pnp/2) /2= (2F 6 /2CoA TS 
十 { 一 5 士 2w 6 )72Cs44T 
T= To Te (二 /2 二 二 0/2 一 
yn/2) 7202 十 e 了 (入 十 六 /2 十 稻 十 史 /2 一 
2) 72+e -yy 十 下 /2 十 2 十 34272 十 到 十 
1 十 iv 十 4 一 他 十 CA 一 外 72 一 py]2Jj72 一 
《3 二 6 )76C444 5 十 (3 二 6 )/ 
6C .At™® ， 《3. 4. 34 ) 
。635。 


《3. 4. 33) 


值得 注意 的 是 方程 63.4.297 和 (3.4.34)7 只 含有 常数 Cn 和 
Cs， 不 售 Ci 这 表明 第 5 维度 的 物理 意义 比 第 6 维度 更 普遍 ， 既 
然 大 们 认为 引力 是 4 种 相互 作用 中 最 早 诞 生 的 , 那么 我 们 就 有 理 
由 把 第 5 维度 看 作 是 有 物理 意义 的 一 一 代表 质量 , 而 给 第 6 维度 
以 电荷 的 意义 由 “7 可 得 C= (2 干 Y 6 )C;/2,， 因此 这 个 场 是 
各 向 同性 辐射 场 ， 宇宙 中 充满 了 电磁 辐射 . 

电磁 场 的 能 - 动 张 量 还 可 以 用 电磁 场 张 量 表示 : 


em Ts = 二 pop oF, /A). (3.4. 35) 


由 5《3.4. 34) 还 不 能 解 出 53.4. 35), 即使 电磁 场 张 量 由 4 维 势 A 定 
义 为 下 ws 二 Aas 一 人 A。 由 现在 的 度 规 也 不 可 能 得 到 它 的 解 . 
不 难 发 现 ， 
Ts 二 TS 二 Th 
满足 守恒 条 件 
了 T3, .= 0, 
由 Cs 和 Cs 的 鞠 系 式 ,， 可 以 把 状态 方程 写 为 
(9TF2V 8). C3. 4. 36) 
在 4 维 宇宙 中 ,我 们 选择 一 个 适当 的 时 间 t+, 标 度 因子 e 可 以 写 为 
e:={[(—2 二 2v 6 /Cs 
(4 6 (rR tn 1s. 


常数 天 包含 zt; 和 zi， 由 于 我 们 的 宇宙 正在 膨胀 , 所 以 e 表达 式 
中 应 均 有 上 面 的 符号 . 状态 方程 为 


PP_ lo py 
ToC9 2 6 0.2, 


这 表明 宇 币 充 满 了 热气 体 "”. 由 此 我 们 得 出 结论 , 电磁 辐射 和 热 
气体 是 早期 宇宙 的 两 个 主要 成 分 . 
宇宙 标 度 因 子 还 显示 Cs 应 取 负 号 , 因此 第 5 维 坐 标 是 类 空 
的 ， 
2. 球 对 称 引 力 场 
为 了 说 明 自 然 现 象 的 起 源 , 我 们 把 上 述 观 点 运用 于 球 对 称 引 
* 让 号 让。 


力 场 ， 


(1) 度 规 
度 规 的 一 般 形式 为 
ds 一 erdze -etidi 一 天 (d 人 十 sm 好 ) 一 erdzs 一 erdxe 


(3.4. 37? 

式 中 vv 4,3 是 x x 人 (二 7) ,x 和 x 的 畏 数 ，xzx!:， 和 x 分别 次 六 和 
多 由 前 面 的 讨论 可 知 , 第 5 维 . 第 6 维 应 是 类 空 的 , 不 为 零 的 爱 
因 斯 坦 张 量 有 12 个 ,它们 是 G3 CC 
GI 二 0 GG" G8. 目前 还 没有 找到 真空 场 
方程 中 G4 二 0 的 解 ， 下面 的 讨论 将 给 出 这 个 可 能 解 必须 满足 的 一 
些 条 件 . 

(2) 宏观 物体 的 能 - 动 张 量 

宏观 物体 的 能 - 动 张 量 在 5 维 引力 中 的 形式 已 在 文 [13] 中 讨 
论 过 . 6 维 引力 理论 中 所 有 张 量 方程 都 与 5 维 的 不 同 , 这 是 只 给 
出 球 对 称 引 为 场 的 状态 方程 : 


.了 
p= — ore (3. 4, 38a) 


《3) 电磁 场 的 能 - 动 张 量 
电磁 场 能 - 动 张 量 的 不 为 入 分 量 为 


了 四 启 1 一 3 - i Fr 1 r 
' To te —e "| 3 十 于? 十 
1 1 


"rr ?了 1 | 1 2 
下 (CA y+ 志 Y | Fe | 学 十 去 字 十 


诗人 一 各 一 和 2 十 并 十 训 (从 二 后) 十 


二 [aw 一 ?CA 二 AO]|， 
Corny no] | 1 ，_ 1], ] 
T= se 7 十 也 交 2 7 
= 下 六 十 击 字 一 六 一 109| 一 [ 讲 信 十 1) 十 
2c 2 2 4 
Tp a li li ls | 
Ly |e 一 于 | 笋 十 训 闻 十 主人 一 的 |e 


* B37* 


1 lr lm Ti 1, 


i 一 一 
2 3 


1 nr va 1 ，， 1,, 上 了 】 让 
| 7 十字 tau? + Xt 一 


Tl 

| 字 十 部 刘 十 却 熏 十 二 已 | 

1 1 

FY 十 下 二 二 十 误 旬 十 形 十 天 ) 十 训 YCA 一 有 十 


1 1 _ 
Ap D+ 了 Fp) le 7 (3. 4. 39) 


由 方程 (3. 4. 35) 可 以 得 到 
Fu 二 他， 下 2 一口 FEF,, = — FF,,, 
Froe— FSP, Fs — FF 三 0， 


‘To eT = 二 (一 FFa FiF,,), 


Te CPF EF" Fs), 
"Tio=0, 《3. 4. 40a; 


一 个 可 能 的 球 对称 解 应 该 满足 (3. 4. 40). 
从 推广 的 麦克 斯 韦 方 程 可 以 得 到 4 维 矢量 7 它 满足 连续 性 
方程 


J 一 站 
它 的 各 分 量 为 
Fy costF se nn COSEF ,Ee 
rising “ risind 
re os CA—y) Fe 
” Arr Dor 
e “8 Av Fe 
zl Zr 


3 [i dF CA—r)F ae 
Crsmndy: or oe {trandy: 
1 aF,s CA Fe 
{Craing)? Ar! 2trsing) 
当 我 们 取 Fos= FO=0 时 , 方程 (3. 4. 407 变 为 
a 3 * 


C3.4. 41) 


Fi = drrie’ '™ TY, 
Fis = drrier "Th, 
[ee 了. (3.4.40b) 
由 于 4，p, 7 了 都 只 是 zx x? 和 的 汕 数 ,与 x+* 和 x 无 美 ， 
所 于 能 - 动 张 量 出 只 是 澡 , zx， 和 zi 的 也 数 . 于 是 这 个 场 一 
定 是 球 对 称 的 . 方程 (3.4. 40b) 通 过 “7T3 也 代表 了 一 个 围绕 球 对 
称 物 质 的 电磁 场 . 
由 能 量 动量 守恒 定律 还 可 以 得 到 一 些 关 系 式 - 由 7%, .= 一 0 得 


到 
到 1 rr 站 
J 3 
“+ 
由 77, ,二 0 得 到 
a 1 、 3 fy 20), 
了 Te 21720. C3, 4. 42) 
2 Fa 
3. 结论 
上 面 的 讨论 说 明 , 第 5. 第 6 维度 的 数学 量 可 以 解释 4 维 宇 宙 
中 的 物理 性 质 , 


第 1 段 讨 论 使 我 们 有 可 能 研究 一 些 物理 量 的 起 源 ; 第 2 上段 讨 
论 使 我 们 能 够 研究 自然 现象 的 起 源 . 我 们 把 “GG 分 为 "Gi 于 i 
十 瑟 ， 把 个 G4 分 为 “Gi 十 HI 十 得 由 “Gi 一 0， 得 到 关系 式 
‘= ‘二 = 2 C8 ， 


H:=— Hit+3Hi. 《3. 4. 43) 
文献 [17] 已 指出 , 式 (3. 4. 43) 可 导致 和 《3.4.38a) 一 致 的 状 
态 方 程 ， ~ 
e— 3p= Hi— 3H. (3, 4. 38b) 
对 “Gi 和 "Gs 有 约 东 关系 
5—31s, 《3. 4, 38c» 


志 p39" 


此 式 导 致电 磁场 能 - 动 张 量 是 零 迹 的 ， 即 
一 站 

关系 式 (3.4.38a~c) 也 许 能 在 4 维 宇宙 的 物理 性 质 和 引力 -电磁 
场 的 状态 方程 中 得 到 体现 .在 特殊 情况 下 , e” 二 e' 二 1,v( 二 一 仙 
二 v( 一 一 四 二 0, 度 规 (3.4.37) 是 静态 的 , 此 时 4 维 史 瓦 希 解 的 6 
维 模拟 解 满足 方程 “GG?=0. 在 同样 情况 下 , 4 维 R-N 解 的 6 维 模 
氢 解 满足 中 GY 二 04 守 5，5 宇 5) ,但 不 满足 G4 二 0， 

为 了 研究 引力 和 电磁 力 ,我 们 引入 了 第 5 维和 第 6 维 坐 标 时 
带 了 CG 和 e，, 就 像 爱 央 斯 坦 引 人 第 4 维 时 间 坐 标 时 带 了 常数 * 一 
样 ， 


§ 3.5 Einstein-Kartan 字 宙 


本 节 讨 论 在 Einstein-Kartan 理论 中 的 Frdman 宇宙 模型 ， 
讨论 这 一 模型 相对 于 宇宙 常数 和 空间 曲率 变化 的 结构 稳定 性 ， 
研究 保守 系 和 非 保 守 系 (考虑 精 灌 性 ) 的 情况 . 

R-W 度 规 为 

dy’ =dii—a (Cr) [tr dtsm’0dy) | (3.5.1) 
设 引 力 场 源 是 有 旋 理 想 流 体 ， 则 有 


8 一 下 二 一 郁 十 二 十 一 ， {3.5.2) 
a a a 
-44 22 4 E24 (3. 5. 3) 
全 六 并 六 这 


式 中 a 是 体 粘 灌 系 数 ( 滑 动 粘 沸 系数 不 考虑 ， 因 为 宇宙 是 各 问 同 
性 的 )，A4 二 Si/4， So 和 ae 是 现在 宇宙 的 参量 . 采用 单位 系 
8 


一 |， kK 二 1 


利用 态 方程 p 二 Ye, 0 所 7Y 扎 1, 则 上 面 二 式 可 化 为 振动 方程 
Tar—DAr/3t+ DD— kr “CO— 
D3— DAxr! /3=0. (3.5.4) 
* Bd0* 


式 中 工 一 ci ， 甩 二 31 一 7 72. 
方程 3. 5. 4}) 在 相 空 间 (x, xz) 中 构成 动力 学 方程 组 ， 


= 
y= DAr/3+ay— DD 2 2 十 
Di3—D}Ax! “3. (3.5.5) 

对 于 我 们 所 研究 的 特 弥 情况 (辐射 也 = 二 2 和 尘埃 D=3/2) 上 述 方 
程 组 分 别 具 有 形式 
辐射 DD 二 2;z 二 yy， 

yd4Ar/3teav—2 二 ?Ar /3: (3.5.6) 
圭 埃 五 一 372:7r 一 YY， 

y=3Ar/4-r oy— kr 4 十 34r 74， (3,5.7) 


我 们 借助 于 定性 分 析 动 方 学 系统 的 方法 ,来 研究 43,.5.67) 和 和 
《3. 5. 7) 相 对 于 有 丰 项 和 空间 曲率 的 结构 稳定 性 . 假定 所 研究 的 微 
分 方程 组 中 的 参量 有 一 -个 微小 的 扰动 ,并 要 求 相 的 几何 形状 的 拓 
扑 不 变性 . 
az 一 0 时 , (3.5.5? 具 有 哈 米 顿 
Hlxry vy}—=— vy/2+ DAr /6— Dikr: MP/2— 
I Ar “PB6. 
这 个 哈 米 顿 和 的 相 曲 线 吾 (z， ww) = 二 const 对 应 于 (3.5.5)(a 一 0) 的 
第 一 积分 : 
WA 十 (一 DAz2A6 十 站 Ex no Ar: PY /6=C. 
我 们 在 相 平 面 上 描述 平 直 宇宙 心 一 0 中 系统 的 解 ， 对 于 4 
0( 见 图 5-4 中 的 (a)); 
工 一 下 
3 一 站 :2473 十 五 (3 一 万 )4z “3; 
D=2: yi/2=C+2Ar /3—2Ar 173， 
D=3/2: yi/2=C-t3/Ar /8— 3Ar /8. 
对 于 4 一 0( 见 图 5-4 中 的 (b》)， 
I 二 YY， 
y=D{3— DYAr! "7/3; 
» Bdl: 


[ay 《by 《人 


图 5-4 
下 一 了 | y=C—2Ar 73， 


D=3/2, y/2=C—3Ar /8. 

对 于 4<0( 见 图 5-4 中 的 (0)); 
六 二 YY， 
y=—Di|lA|lz/3+ Dt(3—D) Ar! ®t/3; 
D=2: yi/2=C—2|A|lzr/3—2Ar /3, 
D=3/2: y:/2=C—3|Alzx' /8— 3Ar /8. 

由 图 5-4 中 可 以 看 到 ,在 平 直 宇宙 的 情况 下 ;宇宙 常数 的 变化 
引起 相 平 面 结构 的 本 质变 化 . 值 4=0 是 参量 的 相 值 ,我 们 得 到 结 
论 , 在 4 的 零 值 附近 宇宙 模型 相对 于 小 的 变化 具有 缩 构 不 稳 是 
性 . 

现在 讨论 弯曲 效应. 当 A 关 0, 很 容易 证 明 ， 相 的 形象 与 平 直 
模型 没有 区 别 . 对 于 闭合 宇 害 迟 二 十 1); 当 4A=0( 见 图 5-5 中 的 
Co): 


了 闻 了 下 
(Cay 《by Coc) dy 


图 5-5 


* BA2+* 


圭一 yy， 
3=— DD— Dr ?+D— DAr! “3; 
D=—2,.y /2=C— 2r—2Axr -173， 
D=3/2,.y /2—C— 9 ~ 3Ar /8. 
对 于 开放 的 宇 窗 (二 一 1), 当 有 AA 二 0( 风 图 5-5 中 的 (b)) : 
X= 二 y+ 
y= DD— Ir ?TD DAr "Ta; 
D=2:y /2=C+2r—2Ar /3, 
D=3/2,y /2=C+9r /8— 3Ar 278. 
因此 , 当 4=0 时, 栖 曲 效应 改变 了 和 相 平 面 的 结构 ， 换言之 ， 
平 直 模 型 相对 于 空间 曲率 的 变化 是 结构 不 稳定 的 ， 
现在 讨论 考虑 恒 粘 滞 系 数 的 宇宙 系统 的 一 些 解 .方程 组 
(3. 5. 5) 是 非 线性 的 ， 具 有 复杂 的 奇 点 、 对 于 闭合 宇宙 (以 一 十 1)， 
在 4 一 0 的 情况 下 , 容许 应 用 线性 化 程序 . 
对 于 辐射 (DD=22: 
Xx 二 yy， 
3 一 ty 一 2 十 24z /3. 
在 具有 物理 意义 的 区 域 + 守 0， 育 点 是 
Xo—=v A. 
线性 化 方程 
一 gg 十 43 vv 47373 一 0 
有 解 x 一 Ce 二 Cae, 
一 人 Ke 十 人 see at 
式 中 心 入 是 特征 方程 
Jait4v3/A=0 
的 根 ，x, 和 g; 是 “分 布 系 数 ” 方 程 
Kartdv /A=0 
的 根 . 
对 于 相 平 面 上 的 解 , 可 以 考虑 下 面 的 情况 : 
" bl3* 


1. A 和 2: 是 实 的 , 且 同 号 
No=Catt [a lov 3/Al ?YY2, 
a 满足 4 证 A 二 768/a!， 这 时 有 久 六 可 记 0， 且 存 在 新 的 变量 (2， 
四 ,使 闺 =4， 时 一 49, 9=C*， a 二 /A. 初始 坐标 是 不 稳定 节 
点 类 型 的 坷 点 . 
方程 组 的 通 解 ( 见 图 5-5 中 的 a) 为 
TU) =xot Ce Coer. 
2. 根 妈 和 是 复兴 瑟 的 
当 0< 4< 4 A 二 768/a! 时 出 现 这 种 情况 ,此 时 有 
.一 广 (at[ 一 二 16 V3 AT*) =a+1b. 
奇 点 (0, 0) 是 不 稳定 的 焦点 . 由 于 当 王 , y 是 实 的 时 和» 是 复 共 
轻 ， 故 可 引 人 中 间 变 换 
A =a1 十 10， A =a41 一 1 ， 
t=#tiv Y=#—1v， 
在 极 举 标 系 中 我 们 得 到 对 数 螺 线 繁 


dr_ a a | 
dp bp”? r=Cexp| $9 . 


当 过 渡 到 相 平 面 ( 字 ，y2 时 ， 螺 线 变形 ( 见 图 5-5 中 的 b). 通 解 为 
X=r Ce rsnibtt ey) 
dal= ReA, b=lmaAa. 
3. 当 有 4 二 AAs 二 768/ex，, 临界 点 是 不 稳定 的 节点 
通 解 为 zx) 二 ,二 exp at/2) CE 十 三 3。 
在 尘埃 的 情况 下 , 冀 点 zo 二 A 线性 化 方程 为 
元 一 af 十 2 Y174 一 0 
特征 方程 
XA—ait+2v1/A=0 
的 根 为 


A ;一世 [a 填 (a — 8 VI7AY, 
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相 的 形象 类 似 于 辐射 的 情况 (4。 一 64/e). 
现在 讨论 当 t*c= 时 系统 的 渐 近 行为 .正如 由 相 的 形象 看 到 
的 , 当 A 过 0, a 二 0, 在 闭合 宇宙 的 情况 下 系统 是 周期 性 的 ,不 具有 
渐 近 行为 . 当 too 时 上 共有 A>0,8 一 志 二 0 的 动力 学 系统 由 方程 
5 一 De4z/3 一 0 
描述 ,而 淅 近 由 下 式 表 述 、: 
r= Cexptv DIA73) 4 Cexp(—v DA3). 
相应 地 ， 当 A 二 0, a 一 二 0， 系 
统 由 方程 
dr 
dr 
找 述 , 渐 近 为 
X=; 
当 A 二 x 二 0, 不 = 二 一 1， 由 方程 
Qi: 
上 图 5-6 
描述 ， 渐 近 为 
T= fo}, 
现在 , 对 于 恒定 体 粘 滞 系 数 一 const, 我 们 建立 奇 点 的 相 图 . 
半 平 面 (4, e) 上 任 一 点 对 应 一 个 宇宙 模型 ， 式 中 
1 一 768(D 一 1 
《3 一 Dead “ 
区 域 ce>0 对 应 于 不 稳定 的 节点 {曲线 1 的 上 方 ) 和 焦点 (曲线 1 和 
轴 OA 之 间 )，a<0 的 区 域 对 应 于 稳定 的 节点 (曲线 2 下方 ;和 焦 
点 (曲线 2 和 轴 O4 之 间 ). 奇 点 的 种 类 由 系统 的 线性 化 矩阵 的 本 
征 值 确定 . 如 果 体 帖 滞 系 数 是 某 个 参量 8( 比 如 态 方 程 中 的 六 的 
函数 , 则 的 变化 引 直线 性 化 矩阵 行列 式 的 变化 ， 由 图 可 见 ， 当 
参量 8 取 某 些 值 ( 相 图 的 大小) 时， 曲线 由 一 种 类 型 奇 点 的 区 域 过 
凄 到 另 一 种 类 型 奇 点 的 区 域 . 出 图 可 见 , 结构 稳定 性 的 要 求 导致 
研究 非 零 粘 滞 系数 的 必要 性 . 因此 , 在 这 类 解 中 , 粘 浇 系数 是 稳 
站 和 


0 


定性 的 要 素 . 

对 本 节 的 讨论 作 一 小 结 : 

(1) 所 讨论 的 模型 对 于 宇宙 项 的 变化 (在 4=0, «一 0) 是 结 攀 
不 稳定 的 . 

(2) 具有 二 A 二 0 的 模型 对 于 空间 曲率 的 变化 (在 a 二 0) 是 
结构 不 稳定 的 . 

(3) 宇宙 常数 是 相 图 参量 ,这 说 明 即 使 宇 密 项 很 小 ,对 于 比 
较 不 同 的 理论 模型 和 真实 宇宙 也 起 着 重要 作用 . 因此 , 在 研究 真 
实 宇宙 时 , 必须 考 虚 非 零 的 宇宙 项 . 


§ 3.6 Dirac 假设 


把 自然 界 中 的 常数 作 一 些 组 合 , 按 数 量 级 有 如 下 关系 : 

| ~10. (3. 6. 1) 
式 中 民 和 和 MM 分 别 为 现在 的 宇宙 举 径 和 相应 的 宇宙 总 质量 ,Dirac 
认为 这 些 数 值 关 系 不 是 便 然 的 , 是 宇 观 量 和 微观 量 之 间 存 在 某 种 
联系 的 结果 ， 这 实际 上 可 认为 是 马赫 原理 的 推广 ， 就 是 把 以 局 部 
物理 规律 为 基础 的 惯性 系 作 为 宇宙 普通 参考 系 . 

比如 脱 胀 宇 害 ，R 随时 间 变 化 . 由 53. 6, 1) 第 一 式 可 知 ， 如 果 
设 微观 常数 不 变 , 则 引力 常数 G 就 要 随时 间 变 化 :CG 一 尺 如 果 
候 设 C 不 变 , 则 e~R'*. 若 e 随 时间 变 化 , 则 宇宙 过 去 的 原子 光 
谱 的 精细 结构 就 会 改变 . 由 于 铀 等 重 原 子 核 的 静电 能 及 a 衰变 几 
率 不 向 ,所 以 原子 核 的 衰变 方式 和 寿命 也 会 改变 . 这 样 , 用 放射 
性 元 素 综合 确定 宇宙 年 龄 的 方法 就 会 与 用 其 他 方法 测 得 的 结果 不 
一 致 . 如果 G 随时 间 变 化 , 则 对 恒星 年 龄 有 一 定 影响 . 现在 还 设 
有 足够 证 据 来 否定 这 些 可 能 的 变化 . 


$3.7 育 点 定理 


在 $3.3 中 已 措 出 , 物理 上 合理 的 宝 册 模型 ( 弗 里 德 曼 宇 守 
”人 4。 


和 上 毕 安 基 型 宇宙 ) 都 人 存在 类 空 奇 点 . 通常 人 们 是 不 喜欢 有 亲 点 的 

模型 的 ,因此 总 要 设法 避免 奇 点 . 那 和 六, 是 否 可 以 通过 与 高 度 对 

称 性 的 偏离 或 其 他 途径 吕 免 奇 点 呢 ? 了 解 下 面 的 定理 是 有 益 的 ， 
根据 第 二 篇 3, 11. 24)， 


a ,ston Og) at 3.7.1) 
将 上 式 代 大 恒等式 

tp pr ep TO Ruan, (3.7.2) 
并 利用 场 方程 , 我们 得 到 

本 

on kpHO To tu (3.7.3) 
假设 pt+3p20 (3. 7. 4) 
则 当 旋 速 并 和 加 速度 等 于 零 持 由 (3.7.3) 可 得 

df1]>l Ga 


由 眶 可知, 车 扣 >0， 则 术 ! 在 过 去 的 基 一 时 刻 为 等 ; 若 #80， 则 
°°! 在 将 来 的 某 一 有 时刻 为 零 ， 由 于 脱 上 胀 速度 8 是 栖 积 相对 变化 的 
量度 ,因此 我 们 得 镜 定 理 ; 在场 源 物质 无 旋 、 无 加 速生 满足 
(3.7,4) 的 模型 中 一 古 存 在 奇 点 ,在 上 弗 里 德 曼 模型 中 0= 3R/R， 
这 一 奇 点 恰 与 忍 =0 对 应 ， 

如 果 物 质 本 身 有 旋 , 但 宇宙 空间 中 存在 无 旋 的 类 时 短程 线 
筷 , 仍 能 得 色 类 似 的 结论 . 我 们 熟知， 两 个 指向 未 来 的 类 时 单位 
矢 wr 和 ww*， 总 江 足 ww, 忆 1， 由 此 根据 场 方 程 得 到 

Rv kp 3p) /2. (3,7. 6) 

根据 满足 这 些 条 件 的 短程 线 , 同样 得 到 不 等 式 (3, 7,5)， 物 理 上 
试验 粒子 行为 的 奇异 性 对 应 于 数学 上 空间 的 奇异 性 . 

作为 上 述 定 理 的 推广 ,可 以 证 明 ， 如 果 字 宙 在 基 段 时 间 内 是 
均 名 的 (具有 一 个 空间 运动 群 ), 对 应 和 的 初 值 问题 在 初始 曲面 上 有 
惟一 解 ， 且 所 有 类 时 (或 堆 ) 矢 量 wv 都 满足 条 件 Rv*v 6， 则 宇 
宙 一 定 存在 一 奇 点 . 


* BAdF* 


宇宙 的 短 胀 


$4.1 大 爆炸 宇宙 模型 的 成 就 和 困难 


大 爆炸 宇宙 模型 成 功 地 解释 了 自 :=10 “s( 轻 核 形 成 ) 至 :== 
10* 年 (现在 ) 宇 宙 演 化 阶段 的 观测 事实 .其 中 包括 元 素 的 起 源 ( 毛 
丰 度 测量 ), 星系 光谱 的 宇宙 学 红 移 ，3"K 微波 背景 辐射 ， 星系 计 
数 , 宇宙 大 尺度 的 均匀 各 向 同性 等 . 因此 , 大 爆炸 宇 害 模 型 是 普 
遍 被 人 们 所 接受 的 . 与 其 他 宇宙 模型 相 比 , 它 是 最 成 功 的 宇宙 模 
型 ， 所 以 人 们 称 之 为 标准 宇宙 模型 . 

然而 ,大 爆炸 宇宙 模型 也 有 它 的 困难 . 就 是 在 :二 0( 大 爆炸 
奇 点 ) 到 + 二 10 25%s 这 一 极 早 期 演化 阶段 中 的 四 个 问题 ;在 点 问题 ， 
视界 问题 , 平 直 性 问题 ， 磁 单 极 问题 . 

第 一 个 问题 是 奇 点 问题 . 正如 上 一 章 最 后 一 节 所 论证 的 ， 根 
据 爱 因 斯 坦 引力 理论 和 宇 尖 学 原理 , 以 及 险 寺 定律 和 强 能 量 条 件 
{p 十 3p) 实 0, 必然 导致 一 个 结论 :宇宙 必 然 存 在 一 个 内 睦 的 过 去 
类 守 亲 点 (二 0,， R= 二 0). 在 奇 点 处 , 温度 .能 量 和 物质 密度 都 等 于 
无 限 大 , 这 是 没有 物理 意义 的 ,是 物理 学 家 最 讨厌 的 . 这 一 问题 
(宇宙 的 创 生 ) 我 们 留 在 下 一 章 ( 量 子 宇宙 学 ) 详 细 讨 论 . 

后 面 三 个 问题 {视界 问题 , 平 直 性 问题 , 磁 单 极 问 题 ) 都 可 以 由 
字 宙 暴 胀 nflation) 的 引 人 人 而 得 到 解决 . 

为 了 说 明 这 三 个 问题 的 内 容 , 我 们 首先 对 极 早期 宇宙 作 一 简 
单 的 讨论 . 

我 们 考虑 10-"s 半 ft 半 t 一 10 3s 这 一 宇宙 演化 的 极 早 期 ， 这 
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时 对 应 的 宇 密 温度 为 了 ,一 1035 攻 全 了 T 盖 105K ， 相 应 的 能 标 为 ma 一 
10"Gev 六 E>10"Gev。 这 时 宇宙 处 于 辐射 为 主 的 时 期 ， 与 极 映 相 
对 论 粒子 的 情况 相同 , 都 有 


2 一 与， po~ RG] 4 (44.1.1) 
由 此 可 得 p~[RE) 1 p[ RO 1 二 4 二 const, {44.1.2) 
由 于 TRO) 二 const， 可 若 
p~—71", (4. 1. 3) 
考虑 到 极端 相对 论 粒 子 的 静止 质量 为 零 , 由 量子 统计 得 到 
A: i 
p=0N COT. C4, 1. 4) 


式 中 NT 一 NM 十 二 Nr，Ns 和 NN; 分 别 为 玻 色 子 和 费 米 子 的 手 征 
态 数目 . 炉 密 度 为 


4 ,2 : 

5 一 本 PT 一 人 TD)T”， (4.1,5) 
粒子 数 密 度 为 

n= N+ N/T. (4. 1. 6) 


式 中 (3) 为 Riemam-Zeta 了 精 数 . 由 (2. 6.5) 和 (4.1.1) 得 到 
Rif) ,SX BT 入 


RH 3 RO™ 3 RG)’ ‘(4.1.7) 
i 1 
积分 得 R=| 2 | 8 ， (4. 1. 8) 
考虑 到 (4.1.3), 将 (4.1.4) 代 入 (2.6.5),， 得 到 
了 了 _。 4 ， 
FteATIT = NTIT,, 
EE ,2 NOT) 1 

eT ts) ， 9) 
类 似 于 得 至 (4.1.8)， 由 (4.1.9) 得 到 

一 9 

T= | Van p12 C4. 1. 10) 


下 面 我 们 说 明 标 准 宇 宙 模 型 在 宇宙 极 早期 存在 的 三 个 问题 . 
1. 视界 问题 
" #849 * 


站 有 和 1~1017s' 现在 ) 


1 三 站 (过 去 再 点 ) 


我 们 现在 (图 5-7 中 的 口 点 ) 所 接收 到 的 宇宙 中 过 去 的 疹 息 ， 
都 只 能 来 自我 们 的 过 去 光 锥 之 内 . 如 图 所 示 ， 我 们 接收 到 的 来 自 
相反 方向 的 两 个 辐射 信号 只 能 发 自 图 中 的 MM 和 N 两 个 时 空 点 ， 
这 两 点 的 过 去 光 锥 并 不 相交 .由 于 信息 有 一 个 最 大 传播 速度 ( 真 
空 光速 c}， 所 以 在 大 悍 炸 起 源 的 宇宙 内 , 在 时 刻 i, 任意 两 点 (如 
二 星系 ) 间 的 距离 太 于 万 二 2ct。 这 两 点 在 小 于 t 的 时 间 内 从 末 发 
生 过 因果 联系 . 
万 一 2ct (4.1.11) 
叫 收 视界 距离 .由 于 视界 距离 DD 正比 于 时 间 t, 而 字 宙 半径 及 正 
比 于 #， 故 在 定 宙 极 早期 (1)y 有 局 二 R. 即 视 界 距离 小 于 宇宙 
半径 . 例如 ， 当 :一 10-* 秒 时 有 


下 20 
万 10°. 4.1.12)» 


这 就 是 说 ， 当 +~10-“ 秒 时 , 宇宙 中 至 少 存在 10 个 无 加 条 联系 
的 区 域 . 

考虑 方向 相反 的 两 个 微波 天 线 , 接收 到 了 发 自 :~10" 秘 时 的 
两 个 辐射 源 的 微波 依 号 ， 由 于 宇宙 大 斥 度 的 均匀 各 向 同性 , 这 两 
个 辐射 源 之 间 的 距离 应 为 视界 距离 的 90 倍 . 这 当然 是 不 可 能 的 ， 
所 以 , 在 宇宙 极 早期 ， 宇宙 大 尺度 的 均匀 各 向 同性 是 和 视界 的 存 
在 不 相 容 的 . 这 就 是 大 爆炸 字 宙 模型 的 第 二 个 国难 ~ 一 视界 回 
题 . 

* HU 


2. 平 直 性 问题 { 焕 疑 难 ) 
引信 参量 0 二 2q,，, 根据 $ 2, 3 的 计算 , 有 


orp, ATNTITS 

1 一 到 一 了 1 (4. 1.13) 

Am 为 现在 的 宇宙 物质 密度 ， ee 
在 级 早期 ， 宇宙 物质 的 炉 主 要 来 源 于 光 于 和 三 :种 中 微 子 ， 利 


用 炉 守 伍 ,和 总 粮 


2 NCT,) 


3 一 SR UN) RR ft 了， 了 Re 7 ， 
可 以 得 到 目前 宇宙 的 总 精 
S10". (4. 1, 15) 
及 由 54. 1. 13》 可 得 
pe_ 45 1 中 
SR (4.1. 16) 
考虑 到 tsst 时 宇宙 的 物质 状态 情况 ,，N(T) 一 10:, 利用 式 
上 or N CT) 2 
RIT | 等 访 | + ‘4. 1 ， 17) 
可 以 得 到 普 衣 克 时 期 宇宙 物质 密度 p 满足 
Le 全 Um aa (4. 1. 18) 


这 表明 pp.， 即 宇宙 极 早 期 已 非常 平 直 ,事实 上 ,由 于 有 了 式 
(4.1.15), 才 有 式 (4. 1. 18)， 即 极 早 期 宇宙 非常 平 直 决定 于 现在 
的 宇宙 有 一 极 大 的 炉 . 那么 ， 为 什么 字 宙 在 级 早期 就 已 经 非常 平 
直 了 呢 ? 或 者 说 , 为 什么 现在 的 宇宙 有 这 人 么 大 的 粹 呢 ? 大 爆炸 宇宙 
模型 给 不 出 任何 理由 ,这 就 是 所 谓 平 直 性 问题 , 也 称 为 粹 疑难 . 

3. 磁 单 极 问题 

特 哈 夫 特 和 玻 利 亚 科 夫 (tHocft-Poivakov)y 曾 证 明 , 任何 一 
个 单 群 [例如 SUC5)] 自 发 破 缺 到 SU C3)XSU(2)XxU(1) 时 一 定 
要 出 现 磁 单 极 ( 非 阿 贝 尔 磁 单 极 )， 可 以 证 明 , 磁 荷 


ke 
rm =2g: 


» 65， 


m10 "Gev 1 2， 
式 中 gi 和 ge。 分别 表 示 非 阿 贝 尔 磁 单 极 和 阿 贝尔 蔗 单 极 的 磁 荷 . 
磁 单 极 是 联结 不 同 西 格 斯 Fitggs) 场 真空 平均 值 的 拓扑 结 ( 折 
扑 扳 子 ) 这 表示 真空 简 并 或 出 现 栈 状 真 空 ( 真 空 泡 ) 时 ， 在 不 同 
真空 泡 的 交接 处 要 出 现 磁 单 极 . 
等 个 真空 泡 ( 畴 ) 的 线 度 !， 应 该 不 大 于 因果 关联 区 的 长 度 也 : 


iD~= 2ct. (4.1.19) 
由 此 可 知 , 磁 音 极 密 典 x 应 满足 

nm C4. 1. 20) 
现在 , + 二 tf,， 代 人 上 土 式 得 到 

10 5， 六 一 4X107cms， 


下 10-yyem 一 


于 是 得 到 磁 单 极 的 质量 密度 
Da = Hm 10 /em ， 


10", (4. 1. 21) 
但 是 实际 观测 的 结果 是 
2X10-™, (4. 1. 22) 
r 
而 上 日 0. 1< 人 4. C4. 1. 23) 


理论 与 实测 不 一 致 , 这 就 是 大 爆炸 字 宙 模型 的 第 四 个 困难 问题 
一 一 磁 单 极 问题 . 


8 4.2 宇宙 的 暴 胀 


1. 大 统一 相 变 
1980 年 ， 麻 逢 理工 学 院 的 古 什 (Alan HGuth) 提 出 了 一 个 
暴 服 宇宙 模型 , 1982 年 , 林 德 (Linde) 等 人 又 作 了 改进 . 暴 胀 字 审 
» F522* 


模型 解决 了 上 节 所 讲 的 大 爆炸 宇宙 模型 的 三 个 困难 问题 . 这 一 模 
型 和 大 江 炸 模型 的 区 别 在 于 , 它 认 为 宇宙 极 早 期 经 历 了 一 个 非常 
短暂 而 又 非常 迅速 的 膨胀 阶段 . 这 一 暴 胀 阶段 只 持续 了 大 的 
10- ss, 在 这 段 时 间 里 宇宙 增 太 了 107 倍 ， 为 什么 会 出 现 这 样 的 暴 
胀 呢 ? 由 于 暴 胀 宇宙 是 对 原 有 的 大 爆炸 宇宙 模型 的 改进 ， 所 以 我 
们 还 是 从 大 爆炸 模型 说 起 . 

按 太 爆炸 宇宙 模型 ,在 宇宙 的 极 早期 (10 2s 一 10 ”s)}, 宇宙 
外 于 超 高 能 状态 (10" 一 10'Gev), 粒子 物理 学 中 的 三 种 基本 相互 
作用 ( 强 . 电 磁 、 纶 ) 应 统一 为 一 个 只 含 一 个 看 合 常数 的 基本 相互 作 
用 ,这 就 是 大 统一 理论 (GUT)， 当 能 标 为 10 ~10'sGev 时 ， SU 
(5 大 统一 理论 成 立 ; 当 能 标 一 105Gev 时 (1~~10 和 s, 了 ~10*K)， 
Sut5) 对 称 性 破 缺 为 SU(3)X SU(C2)XU(1). 至 于 对 称 性 破 缺 的 
原因 ,规范 场 理 论 认为 关键 在 于 真空 . 场 方程 的 对 称 性 总 是 保持 
的 , 真空 的 对 称 性 破 缺 (真空 简 并 , 不 惟一 ， 出现 畴 状 真 空 ) 引 起 


不 可 观测 到 的 物理 规律 的 对 称 性 破 缺 . 
理论 上 , 用 一 个 标量 了 9) 
场 p(Higgs 场 ? 的 基态 来 
措 述 真空 . 考虑 到 真空 涨 
落 ( 单 圈 ) 和 温度 效应 后 ， 
宇宙 的 有 效 势 ( 西 格 斯 有 
效 势 ?如 贸 5-8 所 示 ， 
暴 胀 宇宙 模型 的 主要 
思想 是 ,宇宙 在 大 统一 时 图 5-8 " 


间 导 一 10-s 附近 发 生 的 
对 称 性 破 缺 相 变 是 一 级 相 变 。 如 图 所 示 , 在 地温 (了 一 0 时 ，98 一 
cy TY 多 有 一 个 整体 极 小 , 这 是 一 个 对 称 真空 
在 ， 非 零 温 (T>*2.7K7,， 宇宙 这 一 标量 场 围绕 真 真空 值 有 一 微小 
的 涨 落 (过 10-3Gev)， 有 效 势 了 和 宇宙 常数 4 之 间 存 在 关系 式 
A= BnV Cg), 《4. 2.1) 
由 于 现在 4 很 小 , 所 以 可 设 Vto)=0， 另外 ,本 二 0 的 有 效 势 还 有 
。 653° 


一 个 局 部 极 小 V1,_,， 这 是 一 个 假 真 空 . 

设 发 生 一 级 相 变 的 温度 为 T,, 即 当 了 之 了 . 时, VY(g) 有 一 整 
体 极 小 ; 当 了 一 了 7, 时, 在 9#0 处 出 现 一 个 极 小 , 其 有 效 势 的 值 与 
假 真空 的 相近 , 在 T= 了 TT, 时 这 两 个 极 小 是 简 并 的 . 在 TT, 的 情 
况 下 ,自发 对 称 破 殷 (g 二 a) 的 极 小 为 有 效 势 的 整体 极 小 ，SU (5) 
大 统一 理论 的 有 效 势 恰好 上 其 有 上 述 性 质 , 这 就 是 说 ， 当 工 污 TT, 
时 , pg 一 0 为 有 效 势 的 整体 极 小 ; 温度 继续 降低 , 一 直到 本 之 了 T, 之 
前 ， 宇 宙 一 直 处 于 g 二 0 的 假 真空 态 , 并 按 大 爆炸 模型 (R 一 z+) 演 
化 . 当 了 < 了 . 时 , 对 称 破 缺 的 真 真空 态 对 应 的 极 小 (p= 二 a) 远 小 于 
假 真 空 态 对 应 的 极 小 (yg 二 0)， 真空 能 量 密度 远大 于 辐射 能 量 密 
度 ， 于 是 宇宙 处 于 假 真 空 过 冷 状态 ( 亚 稳 态 )， 最 后 因 低 温 破 缺 态 
的 泡 的 自发 形成 而 衰变 , 借助 于 量子 隧道 效应 , 贯穿 势 全 ,宇宙 
由 假 真 空 态 妈 迁 到 真 真空 态 ， 放 出 潜能 po, 实现 一 级 相 变 . 当 TT, 
<T<T( 式 中 了 rr 一 再 [28 是 Hawking 辐射 温度 ) 时 ,可 证 明 真 
空 能 密度 p, 远大 于 辐射 能 密度 六, 宇宙 物质 密度 p 王 p, 十 pr=p. 
一 const， 此 常数 值 即 了 0)7， 由 大 统一 理论 确定 . 略 去 曲率 项 , 旨 
里 得 友 方 程 为 


和 一 (8xGpe/3)'， (4. 2. 2) 
积分 得 只 ( 旨 一 ef 

H=(8rGp./3), (4. 2. 3) 
即 当 处 于 亚 稳 态 的 假 真空 时 , 宇宙 按 指数 规律 暴 胀 ( 过 冷 的 暴 胀 
阶段 》. 

由 连续 性 方程 

P=—3(p+ pH (4. 2, 4) 
代 人 p 守 p, 二 0， 得 到 

p=— pp,=0. (4. 2.5) 


将 上 式 代 人 (2.1.5), 可 知 R 守 0. 正 是 由 于 负 压 强 的 贵 献 超过 了 

正 能 密度 的 贡献 {引力 起 了 斥 力 的 作用 ), 使 得 膨胀 速度 R 随时 间 

增 大 . 这 和 大 爆炸 模型 的 情 滴 相反 ,那里 的 Pp 和 pp 都 是 正 的 ， 引 
。654 。 


为 使 脱 胀 速 竣 随时 间 没 小 . 

2. 慢 滚 动 相 

尝 了 7 了 pp 时 ,. 宇宙 由 假 
真空 向 真 真空 发 生 量子 既 迁 ， 
继续 以 指数 形式 暴 胀 ， 唉 迁 
后 {处 于 真 真空 ) 的 宇宙 线 度 
民 一 10- ?cm ,经 过 滚动 相 阶段 
Cr 10 2s) 后 ，R 半 10*cm， 
即 达 到 目前 可 观测 的 宇宙 半 0 
径 ， 这 就 是 说 ,只 需要 要 求 滚 
动 相 时 空 r 半 10 Ys， 真 空 泡 图 5-9 
的 半径 就 大 于 目前 可 观测 宇宙 的 半径 , 即 目前 我 们 的 可 观测 宇宙 
位 于 一 个 真空 泡 ( 畴 内 ),， 这 样 , 磁 单 极 问题 就 得 到 了 解决 . 

在 滚动 相 后 , 西 格 斯 场 在 对 称 性 破 缺 的 稳定 真 真空 p=o 处 
发 生 振 划 , 出 现下 列 转 化 : 

西 格 斯 粒子 一 规范 粒子 , 重子 , 重子 数 不 守 恒 ,， 7y 汽 子 

真空 能 一 物质 能 (辐射 为 主 》 

指数 暴 胀 (R~e 玉 ) 一 标准 膨胀 CR~21) 

随 着 真空 能 转化 为 物质 能 ,宇宙 被 重新 加 热 ( 潜 热 释 放 )， 字 
宙 漫 度 由 了 T... 升 至 了 .= 一 Teur， 以 后 宇宙 以 辐射 为 主 , 按 标 准 模型 
(天 爆炸 模型 演化. 

3， 宇宙 蚁 

由 前 面 的 讨论 可 知 , 暴 胀 前 和 暴 胀 后 ( 赴 重 新 加 热 ) 的 温 亩 差 
不 多 都 接近 于 了 ., 因此 暴 胀 前 后 字 宣 的 糖 密度 之 间 存 在 关系 


人 
( 真 真空 ) 


SN, td. 2. 6. 
由 于 RezhR, » 总 炳 Ss=RS, 所 以 有 
Ss— ZS,. C4. 2.7) 


这 样 ,如果 假 设 暴 张 之 前 总 稍 3S, 一 1, 那么 只 要 2Z 空 10”( 实 际 上 
没有 上 限 ), 就 可 知 现在 宇宙 总 精 59, 满足 
SIS10". (Cd. 2. 8) 
9 FOS 


这 就 成 功 地 解释 了 现在 观测 到 的 宇宙 总 箭 比 10 "还 大 这 一 事实 . 
也 就 是 说 , 宇宙 总 炉 几 乎 全 部 来 源 于 由 假 真空 态 向 真 真 空 态 姥 计 
直到 和 恒 新 加 热 的 非 绝 热 过 程 . 

设 上 一 10 ”种 (宇宙 极 早期 ), 可 得 

| 二 | 10-%2:~10: ， (4. 2. 9) 

即 视界 距离 大 于 宇宙 半径 , 成 功 地 解决 了 视界 问题 ; 整个 宇宙 内 
各 部 分 之 间 都 可 以 存在 因 尼 联系 . 

设 t=t, 二 10 "st 暴 上 胀 前 ), 可 得 


| A 10 38721077, (4. 2. 10) 


可 见 宇 宕 在 极 早期 以 二 #,) 并 不 平 直 ,只 是 经 过 权 胀 阶段 ( 炉 又 增 ) 
后 宇宙 才 变 得 很 平 直 ,于 是 平 直 性 困难 得 到 解决. 


$4.3 关于 宇宙 暴 采 的 补充 讨论 


上 一 节 我 们 讨论 了 暴 胀 宇宙 模型 的 整体 图 像 ， 本 节 将 对 这 一 
图 橡 的 一 些 细 节 和 一些 相 关 问 题 司 一 补充 讨论 . 
(1) 关于 ‘tHooft-Polyakov 磁 单 极 
设 背 景 时 空 为 十 口 ) 维 Minkowskl 时 空 
ds 一 dzro —mdx'dxt, (4.3.1) 
1 ,k=1, 2, *…D. 
当 五 天 3 时 , 对 于 Higgs 场 ( 标 量 场 ) 旬 (zxz) 和 Yang-Mnlls 场 
Astx) 相 互 作 用 , 拉 格 朗 日 具有 形式 
L——l1FePptig gm 人 | gg} ‘4. 3. 2) 
式 中 Fw= A A nt eessc dmd 
p=, Ew 
由 于 mr>0， 所 以 SU 或 3063) 的 对 称 性 是 目 发 破 缺 的 . 与 上 
式 对 应 的 场 方 程 为 
Fi ~— eem (Fmd, A 
* 656: 


外 和 一 2 的 A mp AA. (4. 3. 3) 
方程 C4. 3.3) 的 拓扑 孤子 解 ， 称 为 '+Hooft-Polyakov 磁 单 极 解 ， 此 
解 可 写 为 球 对 称 形式 : 


rT, 
ep Er 


“= 人 0， eA =en4[1 hr)]. Cd. 3. 4) 
将 (4. 3.4) 代 人 场 方程 (4. 3. 3)， 得 到 微分 方程 
mig, ,~—gr 2 rr) — mr ye (rr) /ee’], 
rh = A 1+te rr)]. (4. 3.5) 
(4, 3,5) 的 严格 解 至 今 尚未 找到 ，Actor(1979) 经 分 析 指 出 , 当 > 
一 oo 时 ,此 方程 组 的 解 应 满足 边界 条 件 


_ | En 1 li2 
hl AGm, 4, ere-®, B=| 全 ; C4. 3. 6a) 
一 一 je PIE | -YE mr 
ger) [全 |+pom， As ee ; (4.3. 7a) 
Arre ds, 【4. 3. Say 
er 
rf iDl | 
名 | 二 +{ 二 |j 坟 e ， (4. 3. 9a) 
当 > 一 0 时 有 
hiry—r leBln, A er 《4.3. Sb} 
glr)—>eCtm, A eyr: (C4. 3. 7b) 
一 En A e): (4, 3. Bb} 
pC A, er C4. 3. 9b)} 


式 中 有 ,B,C, 品 均 为 常数 . 
Arafune (1975) 指 出 ,与 规范 势 4: 的 无 质量 分 量 C, 对 应 的 
Maxwell 张 量 为 


下 一 只 本 一 全 sr,, ,一 二 eR 和 (4. 中。 10) 
式 中 G, 二 A%， 名 一 部， PF— (RR . (4. 3.11} 


硬 bor * 


由 《4. 3. 4) 得 到 


Gs=0, =r,s (4. 3.12) 
代 人 (4.3.10)， 得 到 Maxwell 张 量 的 冲 分 量 和 磁场 强度 ; 
Fan= 0 Cd. 3.13) 
本 一 一 二 sr , 1 (C4. 3. 14) 
| | 1 2 
而 [一 了 0 一 二 rz 
加 一 二 6。 zx + 
ri,; rr r 
' 有 1 ra 
所 FE ‘ 生 . 3 15) 
由 (4.3.14~15) 得 到 
B= 和 7. (4. 3. 16) 


这 正 是 磁 荷 g 一 二 的 静止 磁 单 极 在 处 产生 的 磁场 强度 . 与 狄 拉 
克 (Dnrac，1931) 磁 单 骸 的 磁 荷 
BD™ 《二 ,3 17) 


比较 可 知 ，'tEooft-Polyakov 磁 单 极 的 最 小 磁 荷 ge 为 Dirac 磁 单 
极 磁 蓓 的 2 悦 . 


引入 位 流 J ，: 

J (C4. 3.18) 
式 中 天 ”为 Fe 的 对 偶 张 量 则 显然 有 

一 9， (4. 3.19) 
邑 存 在 积分 守恒 量 ( 磁 机); 

gm 一 二 和 -sl "4, (4. 3. 20) 
式 中 ”为 积分 路 径 环 绕 * 一 0 的 * 轿 数 ”. 这 一 守恒 量子 数 叫 做 绕 
数 或 拓扑 荷 . 


假设 n 关 0 的 闭合 面 连续 变 小 , 如 上 捍 面 内 一 直 没 有 拓扑 奇 点 ， 
则 了 闭合 面 将 缩 为 一 点 ， 这 显然 是 不 可 能 的 . 可 见 't+Hooft- 
* BoB* 


Polyakov 和 磁 单 极 位 于 所 扑 奇 点 或 拓扑 缺陷 处 ,实际 上 这 就 是 不 同 
SUC2)[ 或 SO(3)] 真 空 之 间 的 拓 扩 结 . 

2. 关于 SU (5S) 大 统一 理论 和 有 效 势 

20 世纪 六 七 十 年 代 , 理论 物理 学 家 提出 了 一 类 统一 理论 ,把 
弱 相 五 作用 , 电磁 相互 作用 和 强 相 互 作用 纳 人 了 一 个 统一 的 理论 
框架 ,这 类 理论 称 为 大 统一 理论 (GUT). 

按照 规范 场 理论 , 一 切 现 有 的 相互 作用 都 基 规 范 相互 作用 . 
即 用 一 个 单 群 来 描述 一 个 场 论 的 内 部 对 称 性 , 它们 在 规范 变换 下 
具有 不 变性 ， 如果 群 参 数 与 时 空 有 关 ( 把 规范 变换 局 域 化 )， 要 使 
场 论 保 持原 有 对 称 性 ， 就 必须 引 人 与 群 的 生成 元 个 数 相 同 的 规范 
场 ， 这 些 规范 场 就 是 传递 对 应 相互 作用 的 中 辐 玻 色 子 场 . 在 投 氏 
量 中 规范 场 不 能 含 质量 项 (为 了 保持 规范 不 变性 )， 所 以 在 这 类 理 
论 中 还 必须 引入 一 类 Higgs 场 ， 以 使 规范 对 称 性 破 缺 ， 从 而 与 我 
们 观察 到 的 物理 现象 相符 . 

与 电磁 相互 作用 ， 弱 相互 作用 利 强 相互 作用 相对 应 的 对 称 群 
分 别 是 Fl17，SI(27 和 SC3)、 弱 、 电 蓄 统 一 理论 是 通过 规范 群 


SU(C2)Y XU() 《4. 3. 21) 
实现 的 . 60 年 代 末 ， 人 们 把 强 相 互 作 用 纳入 了 SC43) 规 范 场 理 
论 , 通过 规范 群 

SUC3) XSU(2) KU) (4. 3. 22) 
建立 子粒 子 物理 中 的 标准 模型 理论 ， 


70 年 代 ，Georgl 等 人 提出 将 单 群 SU (5) 作为 规范 群 的 大 统 
一 理论 ,由 于 SU(5) 群 的 秩 是 4, 怡 好 等 于 群 (4. 3. 22) 的 秩 ， 所 
以 可 将 (4. 3. 22) 式 的 规范 群 嵌 入 SU(5) 中 ; 或 者 说 在 一 定 能 量 标 
度 时 ， SU (C5) 的 对 称 性 可 以 破 馈 到 (4. 3. 22) 的 对 称 性 . 

在 规范 场 论 中 , 由 于 对 称 性 自发 破 缺 所 出 现 的 不 对 称 真空 的 
势能 要 低 于 对 称 真 空 的 热能， 这 时 将 导致 相 变 . 下 面 将 指出 ， 这 
是 一 种 一 级 相 变 , 在 相 变 过 程 中 将 放出 潜 热 . 为 了 讨论 在 早期 宇 
宙 中 芍 应 用 , 我 们 首先 引 人 有 效劳 的 概念 . 

以 标量 场 为 例 , 生成 泛 函 为 

+ 659 。 


ZT) = [Digye, (4. 3. 23) 


§ = sp, 1) 一 jez 十 Cry8 


由 半点 格林 函数 
本 _ 
必 人 f1， a n) = Cy RA 
‘OfTolr)- gr) 10) {4. 3. 24) 


可 知 2D = 5) drirT a) eG (rm). 


(4. 3. 25) 
令 7Z07) =@'™ ， 
则 矿 (J) 就 是 连通 略 林 函数 GI” 的 生成 泛 函 ， 即 
ny "WC.7) 
二 (—1) BJ Cr YB Cy 1=0: (4. 3. 26) 


故 有 有 iW (7) 一 > ， |dtzidezsdtzwyCa YJ (Cra) 


wd Cr OD TT). { 3. 27) 

_ 8 
今 AX, kr (4, 3. 28) 
可 以 证 日 C19} 

rr = WD) 一 [dra nz) (4, 3.29) 

_ 《OP80” 

HT, JT 《01077 

SOD 

SE) rT). (4. 3. 30) 


由 (4. 3. 303? 可 知 ,Po) 正 是 考虑 到 所 有 量子 改正 后 的 有 效 作 用 量 . 
我 们 定义 有 效 势 Yorr: 
当 ?一 const 时 和 


Pd 了 = |ez[- Va lp]. (4. 3. 31) 
已 郑 TP) 一 Jz 了 故 当 多 一 tONSt 时 有 


Ver 一 一 至 sf 
» BOD» 


例如 在 gt 场 论 中 ， 
L=3(y 爷 st my) — TA 
Va 一 2 一 弘 ( 二 一方 加 辉 十 广远 十 VD) 
< 一 (VAY D, Cp ), 十 【 CD, Ya. 口 由 A 
{WW ,. (4. 3. 32) 
dl 


式 中 和 x 二 1d， | ， 上 标 c 表示 电荷 共 斩 ， 


Yjr 
0 了 8 一 站 中 ] G 
— 0 ul Wa di: 
=- 广 3 — a 0 Hs dd 
: —u] —us —#s 0 ee 


-de 0j, 
分 别 是 SU(5) 的 [5* ] 维 和 [10] 维 表示 ， 一 个 代 (generation ) 中 的 
15 个 礁 死 和 轻 子 就 可 以 填 死 在 上 述 表 示 中 . (6. 3. 32) 中 的 DD, 为 
站 ,一 十 1g 4 TR=1, 2, -, 24), 

Ti 即 24 个 生成 元 , 在 拉 氏 量 的 第 一 项 中 采用 5 维 表 东 (Ti)。, 在 
第 二 项 中 采用 10 维 表 示 (CT0)w, cs， 有 4,.: 即 24 个 规范 场 ,其 中 有 
12 个 A4,, W, 2 gi=]y 2 8); 12 个 (41/3), Xz,(4/3)， 
Y,(1/3), 了 ,(1/3), a 二 1, 2, 3 是 色 指 标 . g 为 大 统一 克 合 常数 g 
二 v 4x/45. c 表示 电 茶 共和 纯 态 ， 

按照 Celeman-Welinberg 模式 ， 引 人 把 SU45) 破 缺 到 SU (3) 
XSU(2) XU(1) 的 Higgs 场 


Ven = 4. 3. 33) 


则 有 效 势 可 写 为 
* 61+ 


A 25 
Va Try + By mn 所 一 全 | 


由 与 六 |, 一 0 确定 ,一 88B， 代 入 上 式 得 
Ve By| In 和 一 二 | 。 (4. 3. 34) 


上 式 就 是 采用 CC- 页 势 : 时 ,， 平 直 时 空 堆 温 SC5) 大 统一 理论 的 
单 圈 有 效 势 : 拓 ， 当 P81 时 (8 二 1/kT)， 有 限 温 度 下 SUC5) 的 单 
图 有 效 势 可 写 汶 (Colemen-Winberg)， 


ap gl1. ?9 
Lp (oO— By | ln oy IGE 


2 4.3.35) 
2 158" 和 


一 般 可 忽略 AP “项 而 仅 保 留 8 项 , 这 相当 于 在 温度 改正 项 中 出 
现 一 个 依赖 于 温度 的 改正 项 


7D 2—» ?9 一 
16558 9 一 Tot TaY. 


这 一 项 的 作用 是 把 零 温 单 加 有效 势 中 ?=0 处 的 极 太 变 为 极 小 . 
当 卫 省 T, 时 , 这 是 一 个 整体 极 小 { 真 真空 ), 当 卫 区 T, 时 , 它 仍 为 
局 部 极 小 , 成 为 一 个 亚 稳 态 ( 假 真空 ). 
3. 由 假 真 空间 真 真空 的 跃迁 
由 上 节 的 讨论 可 知 , 当 温度 省 T. 时 ,有 效 势 有 一 个 整体 极 
小 , 即 对 应 于 一 个 对 称 的 和 稳定 的 基态 或 真空 . 当 涯 度 了 降 至 了 
< 时 ,上 述 真 空 仍然 存在 ,但 不 再 稳定 , 称 为 假 真空 . 这 时 ,处 于 
“过 冷 ” 状 态 的 字 宙 以 指数 形式 膨胀 即 暴 胀 .但 是 由 于 量子 涨 落 
(或 因 量 子 隧 道 效应 , 热 涨 落 效 应 ), 宇 宙 将 由 假 真 空 向 真 真空 著 
迁 , 此 后 即 发 生 一 级 相 变 .我 们 将 计算 单位 时 间 的 茎 迁 几 率 . 
一 个 不 稳定 的 波幅 可 表示 为 
更 ( 昌 一 更 (0)e 交 ， 
五 一 a 十 18; (4. 3. 36) 
[= 0) er, 
衰变 几率 为 
= 二 HmEl， (4. 3. 37) 


+ 82 +* 


即 训 变 几 率 由 假 真 空 能 量 的 虚 部 给 出 ， 设 初 态 为 | 由， 末 态 为 
ip》, 则 有 
(fle | = 
> gay tnle Tm) ml 一 


Per ln) |g), 
令 此 时 的 9)=10;，, 表示 假 真空 , 则 有 
EE, 二 一 万 lm 地 ln(0le-Y*10)， (4. 3. 38) 
此 即 候 真空 的 能 量 . 
由 路 径 积分 表述 ， 
ale" la) = |Dmexp[- Se(P /8] — 
exp[ — Sgt/K] 一 exp[ ~— Spoww/k] * expL— Seone. torl. 


对 于 哆 的 时 空 标量 场 的 运动 方程 
pV (rp). (4. 3. 39) 
可 以 证 明 exp( 一 Spow wor) 二 ([[%) 于 ， (4. 3. 40) 


从 而 有 {lexp( 一 HT/#) 1g} = 
exp[ 一 Sz(P /KI| {LA 
式 中 水 为 本 征 值 : 
A = — dU R= 
在 4 的 自身 表象 中 有 
| 


1 


一 上 


《4 3. 41) 


本 
* OF" 


所 以 {II2) = CdetA) = {det[— 3, + U"]} -1. 


(4. 3. 42) 
实际 上 , 若 设 ?为 方程 (4.3.39) 的 解 ( 瞬 子 解 ),， 则 可 在 此 解 

附近 把 sf 展开: 
Si(9) = Ss(P + ja 


js 人 。 _ 
|dzao FT Bz)] * [gCy) 


Py} | 二 ， 
DIR 


注意 到 EE =—Ljy+U'=0, 


BIE 
DPCzDIGOPCy》 


得 到 Se(9) = Se(D) 十 去 jd'z[gcz) 一 xz]( 一 3 十 Do 。 
[PCz) 一 $x) | 十 全 
1 + or —1i2 
再 采用 式 |pcmexp| — 可 多 A9|= detA) Y?, 
便 得 到 N Deyexp[ 一 Sraase th | 
1 fs - 1 

exp[ 一 去 |d'zC9 一 克 A(y 一 克 | 

Nexp[ 一 Ss/k] De® 

exp| 一 二 jdz(p 一 玉 4(9 一 下 |= 

JVtdet4)-Ysexp[ 一 Se ]. 
将 (4.3. 42) 代 入 (4. 3.41) 得 到 

‘m/exp(— HT/A) In?=Kexp(— B/D). ‘4. 3. 437 


式 中 下 二 Ni{det[ 一 94.03. 十 UD} ; B 一 Se(P) 叫 套 变 系数 ， 
当 了 -cc 时 ,可 以 证 明 


1 i to [| 
Nidet[ 一 24 二 "Di 一 | 车 e-erj2。， (4.3.441) 


[oC ) 一 x)] 十 


(一 有 (rz 一切 Ba 一 TD) 一 G8 十)， 


" 664* 


式 中 w= 二 U"(g). 由 此 可 得 


1 1 li2 
(plexp( 一 HT/)|@) 一 | 襄 | e Tie-Bm (C4.3.45) 


设 在 | 一 亏 , 记 | 和 体积 V 内 存在 个 瞬 子 ,每 个 瞬 子 的 时 空 体 元 
都 不 重要 这样 便 可 作 称 朴 气体 近似 、 注 意 到 每 一 个 瞬 子 解 的 页 


献 由 (4. 3. 457? 式 给 出 , 可 以 证 明 ， 当 子 一 ce TY 一 co， 2 一 26 时 有 
‘< expt— HT/ARY | = 


2 
| 元 xD 一 aTV/2) 2 二 ) exp(_ nB/A) 。 " KK", 
和， 3, 和 6 ) 
又 由 (C4. 3. 38) 得 到 ( 当 了 一 ce ) 
下 [1 _ Bl | 
EE,= 示 | 二 总 WE Ke 1]= 
hw Bk 
v| > hiKe 
再 采用 式 扩 
_l1 det[—3.9.+U"(9pr) 1 
ImK=- | | (4. 3, 47) 


式 中 det" 表 示 去 掉 零 本 征 值 后 的 行列 式 , 91 表示 假 真空 ,8 表示 
经 典 瞬 子 解 , U 是 有 效 势 ， 最 后 得 到 单位 体积 .单位 时 间 的 衰变 
几率 ， 


地 一 e | (4. 3. 48) 
下 面 讨 论 量子 屿 道 效 应 后 ? 场 的 演化 . 
文 [27，28] 指 出 ,车 欧 氏 时 空中 的 瞬 子 方程 (经 典 运动 方程 ) 
dd.P=U (gp) (4. 3, 49) 


存在 一 个 O(4) 不 变 解 ， 则 此 解 的 作用 量 Ss 要 小 于 非 O(4) 不 变 
解 的 作用 量 . 类 似 地 , 若 闵 氏 时 空中 的 运动 方程 
dag— —U' (9) 《4- 3. 50) 
存在 一 个 O(3，1) 不 变 解 , 则 此 解 的 作用 量 要 小 于 非 0O(3, 1 不 
变 解 的 作用 量 . 与 (4. 3.49) 对 应 的 解 称 为 有 诅 子 解 (或 反弹 解 ), 与 
。 665 ， 


《4. 3. 50? 对 应 的 解 称 为 泡 解 . 我 们 只 需 考虑 CC4 不 变 瞬 子 解 和 
OC3,1) 不 变 泡 解 . 
4 维 欧 氏 空间 度 规 可 写 为 
ds:—~d# 二 oe (Fd, 
dni=dz’+ fF (Cr)df¥. 《4. 3.51) 
式 中 严 (6 一 下 一 产 表示 4 维 空间 间隔 . 采用 OC(4) 不 变 肯 子 拉 氏 
量 ， 有 


Ss 一 Jazy gr[g¥oa9p + UP) + (2k)-1R] = 


2 |ae[ po 9 十 | 十 宇 (prp' 十 00 ”一 p) |， 
C4. 3. 52) 
由 此 得 瞬 子 方程 
y+3pgd = # 一 各 (4. 3. 53) 
欧 氏 引力 场 方程 具有 肛 式 
p13 | 0 
设 我 们 处 在 真 真空 泡 中 , 真空 能 密度 (宇宙 因子 项 ) 为 零 ， 则 


有 

Up )=0, Up,)=e. 
式 中 9 为 真 真空 泡 , 9 为 假 真空 背景 ， 当 真 真空 泡 形 成 时 ,， 设 有 
Pp 守 a( 薄 壁 近 似 )， 则 由 瞬 子 方程 可 以 得 到 


号 二 一 到 me 十 2r2051. 


衰变 系数 电 取 航 值 时 泡 形 式 , 由 5 一 0 得 到 泡 的 半径 
-12s Op 加 
一 4 十 3 一 十 /2 
__ B, 
STF /2 
式 中 Ho 是 无 引力 时 的 衰变 系数 ， Po= 3s1/8 是 无 引力 时 泡 的 半径 ， 
" PHO 


林 ; 


人 

#1 一 | doi{2[ 0 ,Co) Cp Yi ss oC mer) 
P+ 

Ct ) 一 Cp ) 8 


UD = Ug) — TP 0), 
hel 
3 1 

二 0 在 欧 氏 空间 中 对 应 于 一 8” ， 即 表示 真空 泡 的 边界 ( 泡 
壁 ), 在 闵 氏 空间 中 2 一 0 对 应 于 + 士 r=0,， 即 表示 省 人 壁 沿 光 锥 运 
动 . 在 所 讨论 的 情况 下 ,引力 的 出 现 使 真空 泡 出 现 的 几率 增 大 ， 
使 泡 半 径 减 小 . 

以 上 的 讨论 是 半 经 典 的 . 结果 表明 ， 真 真空 泡 由 隧道 效应 产 
生 ， 并 以 光速 膨胀 、 要 引入 而 子 改 正 ; 只 需 在 (4.3. 353) 中 将 经 典 
势 U 换 成 有 效 势 Va， 产生 的 效应 是 使 振幅 衰减 得 快 一 些 . 

4. 林 德 (Linde}) 等 人 的 工作 

古人 御 (1981)"Y 认 为 宇宙 由 假 真 空 向 真 真空 的 过 渡 只 能 通过 
量子 隧道 效应 .为 了 解决 磁 单 极 问 题 , 平 直 性 问题 和 视界 问题 ， 
就 要 求 泡 的 产生 率 较 低 ,以 使 在 泡 与 泡 发 生 厨 撞 之 前 ,， 泡 就 已 经 
足够 大 ,但 是 泡 的 产生 率 如 果 这 样 低 ,就 会 导致 一 个 不 合理 的 结 
果 一 一 使 得 热 化 过程 延 迟到 重子 和 核 合 成 时 期 . 古 什 还 认为 ， 宇 
宣 尺度 按 指数 增长 只 出 现在 泡 形 成 之 前 . 三 真空 泡 形 成 之 后 , 泡 
壁 以 光速 脱 胀 , 真空 能 转化 为 渔 区 的 动能 . 泡 与 泡 之 间 的 磁 撞 是 
热 化 的 惟一 机 制 ， 这 一 观点 也 遇 到 了 困难 . 因为 宇宙 在 假 真 空 阶 
段 按 指 数 增长 而 真 真空 泡 不 按 指数 增长 , 这 样 必 然 存 在 小 于 可 观 
测 宇 宙 的 光 . 在 可 观测 宇宙 内 泡 的 碰 挤 将 破坏 宇宙 物质 分 布 的 均 
义 性 ,而 有 旦 会 使 'tHooft 磁 单 极 大 量 出 现 , 与 观测 结果 不 符 . 

林 德 :*1982 年 对 古 什 的 模 列 做 了 人 修改， 他 认为 在 泡 出 现 之 
后 的 一 段 时 间 rs*<T,，' 内 , 宇宙 仍 按 指数 规律 膨胀 .下面 我 们 介 
绍 林 德 的 工作 . 

按照 林 德 理论 的 要 求 , 需要 一 个 与 西 格 斯 势 形状 不 同 的 有 效 
执 . 科 尔 曼 - 温 伯 格 《Coleman-Winberg) 势 基本 上 符合 这 一 要 求 ， 
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2 
A 二 ,下 一 Sr 


有 效 势 曲线 如 图 5-10 所 示 . 
VW - 
令 “号 电 一 0 得 到 


CT TT 
In 年 = 一 病友 ~ 折 和 ~0( 当 T&T ). C4. 3. 54) 


(4. 3. 54) 有 两 个 解 ,第 一 个 解 对 应 于 go，, 代表 真 真空 ; 第 二 个 
解 对 应 于 势 鱼 的 最 高 点 处 9 一 和 .我 们 采用 SU(5) 大 统一 理论 中 
的 g.B.C 值 . 在 所 有 情况 下 7s 拖 o, 再 考虑 到 


In 多 要 | 六 1， (4. 3. 55) 


多 Ls 


里 【二 3. 567 


我 们 得 到 VE(p /6 一 2 他 [In 竹 一 二 | 二 等 多 < 侣 < 多 


由 于 有 效 势 比 p 小 几 个 数量 级 , 所 以 有 效 势 在 p&o 时 是 和 
平坦 的 . 在 期 间 之 p<o, 标量 场 9 要 经 历 一段 足 够 长 的 滚动 相 


[一 坟 |. 
如 图 所 示 ， 当 9 一 姑 祥 z 时 , 泡 形 成 ， 此 后 ,在任 一 固定 空间 


点 ， 如 果 鸳 略 引 力作 用 , 则 可 采用 闵 氏 时 空 的 经 典 运 动 方程 
(4. 3. 50), 假设 在 一 个 渔 内 9 是 空间 均匀 的 ， 此 时 有 


r 
(PO— = 一 Ts 一 的 一 


1 d: 
ds Ait |e (FP— gn). 


© TT: 
2B a:)? 


qd 


考虑 到 V4=4Bgvr| 所 ln 务 十 站 


了 


dg ys 上 f 二 2 Brln +4BYCT*| | | 。 0， 


vhs, (gp— pu ICTI (Pp— gn) 
积分 , 得 pppre * T 坟 ， (4. 3.57) 
此 即 隧道 效应 后 , 泡 在 平坦 区 的 演化 方程 :忽略 重 为 ) 一 一 泡 仍 按 
指数 规律 及 胀 . 只 要 泡 形 成 时 的 大 小 为 10 em， 经 过 时 间 rf 写 
1 一, 泡 的 大 小 便 可 增 至 RCD 实 103cem, 即 大 于 现在 可 观测 字 
宙 的 半径 10*em; 整个 宇宙 处 于 一 个 泡 内 . 此 后 , 场 绕 着 真 真空 
做 阻尼 振荡 ， 直 字 能 量 耗 散 ， 指数 膨胀 停止 ， 宇 家 按 标准 模型 演 
化 ，Higgs 场 在 jg 二 a 附近 的 阻尼 振荡 相当 于 粒子 的 产生 , 真空 能 
量 在 相 变 时 作为 潜能 释放 出 来 , 使 宇宙 重新 加 热 至 了 TT.. 这 里 ， 
热 化 的 机 制 不 再 解释 为 泡 壁 的 磁 扩 ,而 解释 为 (Hawking，1982) 
阻尼 振东 中 产生 的 粒子 之 高 的 相互 作用 . 
Hawkmg 和 Moss (1982) 考 虑 到 引力 和 Higgs 场 的 耘 台 ，3 

用 了 更 普遍 的 有 效 势 


Vontgy 一 亡 (m TER+CT + 


| 1 2 1 
| 每 一 二 + 十 寺 p4 一 十 mp$ 


(4. 3.58) 
式 中 名 是 平 直 空 间 零 温 下 Ye) 一 0 的 期 望 值 , mr* 和 站 是 重 整 
化 参量 , a 二 5g:/8x， a:/4 之 B. 这 一 有 效 势 比 平 直 时 空 有 限 温 度 
下 的 科 尔 曼 - 温 伯 格 势 多 了 几 项 , 包括 含 所 的 项 和 9? 场 与 曲率 的 
耦合 项 . 

由 于 de Sitter 时 空中 玉 二 12H?, 故 知 一 48x26 有 有 3 代表 
霍金 温度 To 对 有 效 势 的 贡献 、 当 温度 隆 至 了 二 Ty 时 ,质量 项 已 
可 和 忽略, 有 效 势 退化 为 科 尔 曼 - 温 伯 格 势 . 此 时 势 侄 很 低 , 量子 涨 
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落 或 热 涨 落 就 足以 悟 场 从 对 称 真 空 过 渡 到 不 对 称 真 空 ， 
引力 和 Higgs 耦合 场 方 程 存在 一 个 惟一 的 均匀 解 
ds:=dit:—H, eosh (CH (dzxi+an rd ) 
_ BxrV .st ) 
a 


| 一 1 
gH 人 [In| | <o, Hi me 
式 中 gg 对 应 于 VY 的 局 部 极 太 值 . 
如 果 令 


B= TVA (OO) Va (nj 
二 ms ln < 六] ] ， 
由 上 述 均 匀 解 可 解释 为 宇宙 以 几率 
Tom eR) exp(— B/E 
路 迁 至 pg=p 处 ,再 沿 势 垒 滚 下 ， 一 直到 达 p==o 处 ,滚动 相 以 后 
的 演化 各 泡 解 相同 . 
在 前 面 讨论 的 暴 胀 宇 定论 中 , 实际 上 假定 了 初始 的 标量 场 只 
取 一 个 特定 值 ( 如 8 二 0)，1983 年 , Linde 提出 更 自然 地 , ?在 初 
始 时 刻 应 该 可 以 取 一 系列 值 ， 即 在 一 定 条 件 下 取 任 何 值 . 考虑 到 
量 纲 的 要 求 ， 对 极 早 期 ?的 取 值 有 一 定 限 制 ， 如 哈 米 顿 量 中 动能 
项 和 势能 项 均 不 能 大 于 Planck 质量 Mi, 的 四 次 方 Mi. 以 98! 场 为 


例 ， 即 到 求 &(D)*<M;, -9 过 Mi、 这样, 在 空间 不 同 区 域 p 可 
以 取 土 M,/X7* 之 间 的 任 一 值 . 
9 场 运动 方程 
pt3He——p, H=|Sm) Ga 
的 通 解 为 pg 一 pexp 1 一 [A M/C6z)! 2 ]2}. 
由 此 可 以 看 出 ， 场 9 需要 时 间 


网 到 Vv 6 
v AM, 


才能 有 足够 的 衰减 ， 因 此 ， 当 X<1, 在 筷 >t,~ 疗 时 间 内 宇 密 按 


» prOs 


指数 规律 膨胀 .膨胀 后 宇宙 半径 为 

RMD ~ Roel ~ Roexp (2rg /Mi ). 
要 使 脱 胀 后 的 宇宙 大 于 可 观测 宇宙 ,就 要 求 exp (HA) 完 
exp(65); 于 是 按 上 式 和 量 网 承 制 条 件 应 有 

MAL10 
这 表明 ,Pp 场 在 宇宙 的 不 同 空间 区 域 具 有 混沌 的 初始 信和 %, 任 一 
满足 4 宇 3M 的 空间 区 域 ( 空 间 畴 都 将 作 指 数 膨 腾 , 经 A 后 形 
成 一 个 比 可 观测 宇宙 大 的 微 宇宙 泡 ; 我 们 生活 的 宇宙 就 是 其 中 某 
一 个 微 宇 宙 泡 演化 来 的 . 这 个 模型 称 为 混沌 暴 胀 模型 . 

混沌 暴 胀 模型 的 另 一 个 特点 是 它 不 要 求 宇宙 早 期 的 高 温 修 

正 . 一 般 说 来 ， 对 有 效 势 的 高 温 修 正 实际 上 是 给 8 增加 了 一 有 效 
质量 项 

A 人 Am (T=CT, 
式 中 心 是 一 个 常 系数 . 这 一 项 的 作用 是 使 原来 的 P 场 (生发 破 缺 
的 ?由 和 负 质 量变 为 正 质量 , 从 而 导致 对 称 性 恢复 . 我 们 考虑 C~I 
的 情况， 这 时 高 温 修 正 的 影响 需要 一 个 驰 玉 时 间 近 ， 

ri 
考虑 到 宇宙 极 早 期 物质 以 相对 论 粒 子 为 主 , 能 量 密度 主要 是 它们 
的 贡献 ,以 及 一 般 典 型 大 统一 模型 Y 一 200,， 则 可 算得 宇宙 时 

iid, 


i 0 Te 
高 温 修正 效应 在 :时刻 起 作用 的 必要 条 件 是 
itr, 或 了 < 
此 式 表明 , 空间 咕 的 指数 及 胀 要 比 湿度 降 至 去 * 来 得 时 .这样 ， 因 


空间 时 的 指数 膨胀 将 导致 晴 内 温度 指数 下 降 ， 所 以 高 温 修 正 效应 
始终 不 存在 ， 即 使 :2>r， 指数 形式 的 急剧 下 降 也 将 超过 高 温 修 正 
的 影响 . 于 是 得 到 结论 , 在 每 个 畴 暴 胀 前 ,不 会 发 生 高 温 相 变 . 
这 一 模型 认为 , 每 个 畴 暴 胀 后 都 可 形成 一 个 微 宇 宙 ,， 只 需要 
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要 求 局 部 微 宇 宙 满 足 均 绿 和 各 向 同性 条 件 ， 丰 需要 要 求 这 一 条 件 
是 整体 的 . 按 此 模型 ,我 们 现在 的 可 观测 宇 害 仅 是 这 些微 宇宙 中 
的 某 一 个 . 也 就 是 说 , 我 们 的 宇宙 是 由 极 早期 宇宙 中 某 一 微小 的 
空间 畴 暴 胀 起 来 形成 的 . 

混沌 暴 胀 模型 仍 存在 一 个 困难 ,就 是 得 不 到 能 量 密度 涨 落 的 


合理 量 级 5 一 10- 
5， 量 子 涨 落 和 密度 扰动 的 演化 
1978 年 ，Bunch 和 Davies 求 得 了 字 宙 暴 胀 过 程 中 的 真空 平 


均值 


4 
(p= (4. 3. 59) 


由 此 式 可 见 mx:->0 时 (PF) 一 oo， 这 是 由 于 宇宙 作 指 数 膨 胀 ， 当 天 
一 0,，《 凶 ) 与 在 de sitter 空间 中 反常 大 波长 密度 涨 落 有关. 在 涨 落 
量 | 天 | 所 叫 时 ，Vuenkin 等 导出 了 对 (好 ?的 主要 贡献 ”“， 
了 『 Ked 大 

9x o {Am2 (TY 十 Rk2 1 32— 2m 188 

(dd, 3. BO) 

式 中 Am?( 荆 ) 是 温度 效应 对 质量 的 贡献 ,， Am (TD) 一 olg*T3). 当 了 
一 0 时 ， 上 式 可 写 为 


(Pp) A 


Hi- a Hn 帮 2 克 3F7: 
CP 一 Di 
2 不 0 一 4 SA 
恰 为 (4. 3. 59) 式 ， 当 了 工 淮 驴 时 ,上述 反常 贡献 消失 ,此 时 有 
了 
《多 》 一 7， 


这 正 是 Mikowskl 空间 的 结果 ， 当 9 之 全 之 万 时, 由 于 于 窗 暴 账 ， 
Am:( 了 ) 按 指数 规律 减 小 ,此 时 (4. 3. 60) 可 写成 


3H 1 2 
式 中 由 是 与 zm?(T) 一 2H? 对 应 的 时 刻 ， 当 1 一 志 攻 3H/2m' 时 ,上 


式 成 为 
* 672， 


(~ i), C4. 3. 62) 
即 场 的 涨 落 与 时 间 成 线性 关系 ， 当 1 一 坟 宇 3 态 /2m!: 时 ,有 


~3H ,2m ] 
Cay Bom exp Ey ft.) |， 


此 时 (F; 按 指数 规律 增长 . 

考虑 到 场 的 量子 涨 洲 ,， 暴 胀 过 程 就 不 是 严格 均 杀 的 : 这 将 对 
暴 胀 后 的 能 量 密 度 抗 动产 生 影 响 ， 从 而 有 可 能 解释 物质 和 二 系 的 
起 源 问 题 . 场 初始 分 布 的 不 均匀 会 使 宇宙 暴 胀 过 程 中 场 的 不 同 区 
域 的 势 达 到 最 小 值 需要 不 同 的 时 间 , 但 最 后 将 升 至 相同 的 重 加 热 
温度 ， 这 不 同 的 时 间 正 表现 出 暴 胀 后 的 密度 扰动 , 古 什 曾 计 算出 
这 一 扰动 ; 

2 

式 中 9, 是 动量 有 上 ,一 五 时 的 v (98) 值 , 而 上 ,与 具体 势 有 关 ， 当选 
取 科 尔 曼 - 温 怕 格 势 时 ,得 到 


Ts0. 《二 了 ， 63) 


这 和 观测 到 的 微波 背景 辐射 不 符合 . 霍金 等 人 采用 将 空间 分 成 不 
殉 句 的 和 均 句 的 两 部 分 , 并 引 人 和 与 空间 位 置 有 关 的 时 间 延 绥 因 
子 ， 得 到 暴 帐 结束 时 有 

守 ~ 去 [每 |. (4. 3. 64) 


2 
Pp 


(4 3. 65) 
Ea 

这 一 结果 虽然 比 吉 什 的 结果 小 了 三 个 重 级 ,但 仍 比 观测 到 的 微波 

冰 景 本 射 密度 涨 落 52 一 10-* 村 大， 下面 将 看 到 , 超 对 称 字 宙 早期 


理论 的 预言 与 观测 结果 相符 合 . 
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1986 年 ，Rulz-Altaba 等 大 提出 了 入 =1 的 超 对 称 宇 宙 早 期 
横 型 ， 其 标 势 为 
一 ec[| 雪 +9e| 一 3P] (4. 3. 66) 
式 中 PP 就 是 超 对 称 的 超 势 ， 
如 果真 空 处 于 手 征 超 场 加 ， 则 为 了 使 相应 的 宇宙 常数 为 稚 ， 
必 有 交 ( 册 ?一 0、 若 该 点 超 对 称 不 破 缺 ， 则 有 


R 二 0. 3.67 
y+s jt 0 {dd. 3.67) 
取证 
令 P 一 | 知 | (一 加) (4. 3. 68) 
M=M,/v r=1, 
4 是 质量 参数 ， 
mp, (4. 3. 69) 


则 (4. 3.67) 可 改写 为 
V=A | 14+ 一 8g 二 二 十 o(97) |. (4. 3. 70) 


宇宙 从 #E 万 。, $0 开始 梭 胀 ， 由 于 势 为 主 暴 胀 场 #$ 满 足 经 
典 运 动 方 程 
4 十 3 有 8 二 97 一 0, 
2_ [| 1» » 
H’= | 到 tv |; (4. 3.711) 
AVn 导 一 人 68CHawking 辐射 项 )， 
我 们 得 到 反 de Sitter 相 的 Hubble 常数 
Hi=V(0)=2.. (C4. 3. 72) 
暴 胀 场 产生 在 $< 之 3 石和， $8 一 HH。， 直到 时 间 ti 一 my '. 然后 暴 
胀 场 如 物质 场 一 样 演 化 , 直到 青 加 热 时 间 圾 一 了 Tr!1, 然后 衰变 为 
辐射 为 主 和 再 热 相 . 考虑 到 (4. 3. 69) 有 
TA A 
辐射 能 的 增加 满足 式 
sa Pri* 


pr 一 oz | = 人 | | NT (4. 3. 73) 
式 中 和 N 是 光子 有 效 白 由 度数 . 由 上 式 可 以 得 到 

Ta 一 < (4. 3. 74) 

如 果 取 4 一 10 5 以 对 为 单位 )， 则 再 热 温 度 一 10sGev， 暴 胀 

指数 Ni 满足 

Rlin) eR(t), 
于 是 得 到 

Nr = | "Hodt. (4. 3. 75) 

有 


由 于 而 一 Hos $101， 所 | 以 
Ni~105, C4. 3. 76) 
另 一 方面 ， 暴 胀 的 量子 涨 落 的 量 级 为 互 ,: 因此 在 标 度 为 4 时 
产生 能 量 密 度 涨 落 . 按 暴 胀 时 能 量 密度 涨 落 公 式 
sl! ylnCHo) | . (4. 3. 77) 
式 中 瑟 。 是 g% 王 0 时 的 哈达 常数 , 4 是 前 面 提 到 的 能 量 密度 涨 落 时 
的 能 量 标 度 , 代入 (4. 3. 71}) 和 (4.3.72), 得 到 


全 
10 全 一 10 4 《并 ， 3， 78) 


(4.3,76) 种 (4. 3.77) 均 与 观测 结果 相符 , 这 就 克服 了 前 面 的 以 大 
统一 和 科 和 尔 坚 - 漫 伯 格 势 为 基础 的 暴 胀 理论 遗留 下 来 的 两 个 癌 题 : 
(量子 涨 落 导 出 的 牙 迁 太 快 ， 宇 宙 不 足以 膨胀 到 与 观测 一 致 的 
大 小， 即 标 度 因 子 达 不 到 e 指数 上 大 于 65 的 量 级 的 增长 .，(n) 顽 
张 时 能 量 密度 涨 落 杰 大, 按 (4.3.77) 算 得 的 信 远 天 于 观测 值 
107+. 

因此 ， 起 对 称 理论 应 用 于 暴 胀 宇宙 , 成 功 地 解释 了 再 热机 
制 ， 暴 胀 指数 及 能 量 密度 涨 落 等 关键 问题 . Ruiz 的 这 一 理论 的 遗 
留 问 题 是 再 热源 度 较 低 ， 不 足以 产生 足 侣 的 重子 数 不 对 称 . 

看， 外 结 

为 了 解 史 大 爆炸 宇宙 模型 ( 即 标准 字 宙 模型 ) 在 宇宙 极 早 期 存 
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在 的 几 个 疑难 问题 , 1981 年 , 古 什 首先 所 出 了 一 个 关于 宇宙 机 早 
期 的 暴 上 性 宇 宙 模 型 , 它 认 为 虚 胀 产生 在 5( 超 冷 )? 假 真空 对 称 相 破 缺 
之 前 - 这 理论 无 法 解释 大量 宇 密 泡 的 产生 所 引起 的 不 均匀 性 等 问 
题 ， 1982 年 ，Linde 等 人 提出 了 新 的 妖 胀 过 程 模型 ， 它 认为 宇宙 
兆 沿 着 热 的 平坦 部 分 乾 慢 滚动 下 来 , 即 暴 胀 与 对 称 破 缺 的 相 变 同 
时 发 生 , 由 此 解决 了 原 暴 胀 模型 存在 的 疑难 问题 ， 1983 年 ， 人 们 
抛弃 了 高 误 修 正 效 应 .又 提出 一 个 混 演 暴 同 模型 ， 认 为 标量 场 在 
一 定 取 值 范围 内 , 在 时 空中 都 可 形成 宇宙 泡 ， 每 个 宇宙 渔 都 可 以 
证 暴 胀 后 形成 一 个 微 宁 宙 ,每 个 微 宇宙 暴 帐 后 都 可 超过 我 们 可 观 
测 宇 宙 的 线 度 ; 我 们 就 生活 在 这 样 的 许多 个 宇宙 中 的 一 个 里 面 . 
1984 年 以 来 ,人们 又 进一步 引 人 和 人 了 超 对 称 理论 , 把 暴 胀 宇宙 和 
二 1 的 趣 引 力 物 质 相 斐 合 , 使 得 标量 场 的 势 的 形状 更 合理 一 一 使 
所 得 推论 更 符合 观测 事实 . 

加 上 了 暴 账 模型 的 广义 相对 论 宇 测 学, 仍然 无 法 解决 宇宙 的 
创 生 问题 和 星系 的 形成 问题 . 这 些 问 题 我 们 将 在 下 一 篇 中 讨论 . 
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第 四 篇 ”量子 宇宙 学 


上 一 篇 的 最 后 ， 我 们 谈 到 暴 胀 宇宙 学 可 以 解释 标准 宇宙 慌 型 
中 的 视界 问题 、 平 直 性 问题 和 硫 单 极 问 题 . 它 已 经 把 我 们 带 到 了 
t 一 10-”s 的 宇宙 极 早 期 , 已 接近 于 宇宙 的 开端 ， 剩 下 的 一 个 问题 
就 是 宇宙 的 创 生 了 , 这 是 量子 宇宙 学 要 回 等 的 问题 ， 

广义 相对 论 宇 宙 学 是 建立 在 爱 因 斯 坦 引 力 理论 基础 上 的 . 严 
格 地 说 , 量子 宇宙 学 应 该 建立 在 量子 引力 理论 的 基础 上 . 然而 ， 
至 今 人 们 还 未 能 建立 一 个 令 人 满意 的 量子 引力 理论 . 尽管 如 起 ， 
大 们 仍然 可 以 根据 已 经 了 解 的 量子 引力 的 某 些 特征 ,去 寻找 各 种 
途径 ， 党 试 解 奖 量子 宇宙 学 的 主要 问题 一 一 宝 密 的 创 生 问题 .80 
年 民 初 ， 霍金 (Hawking), 锥 林 人 金 (Vilenkin) 等 人 人 提出 用 宇宙 波 
函数 来 描述 宇宙 的 量子 状态 ,而 宇宙 波 钵 数 满 足 宇 密 动 力学 方程 
一 一 惠 勤 - 德 维特 (Wheeler-De Witt) 方 程 ， 这 样 ， 员 要 确定 宇宙 
的 边界 条 件 , 便 可 定量 地 研究 宇宙 的 创 生 问题 了 . 

对 于 宇宙 波 函 数 的 选择 和 宇宙 边界 条 件 的 确定 ， 哈 特 - 和 霍金 
(Hartle-Hawking) 和 维 林 人 金 (Vilenkin) 分 别提 出 了 不 同 的 方案 ， 
这 两 个 方案 构成 了 上 生前 量子 宇 害 学 中 的 两 个 学 派 . 他 们 虽然 都 可 
以 解决 宇宙 的 创 生 问题 , 但 它们 的 理论 村 身 差 异 甚 大 :, 争论 相当 
激烈 . 下 面 我 们 先 讨 论 哈 特 - 填 金 的 方案 2 有 拉 ， 然 后 讨论 维 林 金 
的 方案 


生 ra" 


在 量子 宇宙 学 中 ,宇宙 的 状态 由 字 宦 波 函 数 来 描述 ,由 这 个 被 
阔 数 可 确定 宇宙 接 特 征 量 分 布 的 几率 幅 . 帮 在 量子 力学 意义 上 讲 ， 
这 种 描述 是 完备 的 . 在 哈 特 - 雷 金 理论 中 ,可 以 自然 地 给 出 宇宙 边 
界 条 件 , 所 以 能 够 得 到 一 个 自 合 的 宇宙 .在 这 样 的 建 论 痊 架 下 ,人 
们 的 在 务 是 给 出 宇宙 按照 对 观测 有 兴趣 量 分 布 的 宇宙 波 函 数 . 哈 
特 - 誉 金 采用 了 欧 氏 (其 中 时 间 为 纯 虚 数 ) 路 径 积分 表述 ， 


$1.1 量子 引力 的 路 径 积分 表述 


在 量子 为 学 中 , 所 有 的 物理 定律 都 可 以 用 路 径 积 分 形式 来 表 

述 ， 对 于 单个 粒子 系统 , 粒子 可 以 从 事件 (zi, 六? 经 由 任何 路 径 到 
达 事 件 Cx;, 1t.)， 每 个 路 径 的 权重 为 exp(11), 其 中 了 是 系统 的 作 
用 量 . 于 是 , 粒子 由 点 (zi， 8 到达 点 Css 起 ) 的 几率 幅 为 

(rs | 一 |3zexp a7), (1.1,1) 
其 中 的 浴 函 积分 是 对 连接 (zi ,二 ) 和 《xs, 如) 的 所 有 路 径 进行 的 . 
这 一 表述 同样 可 用 于 量子 场 论 . 我 们 把 场 此 +} 看 和 作 场 构 形 空间 的 
坐标 ， 则 事件 全 可 由 点 ($C(r), 引 给 出 .其 舍 疼 是 在 时 刻 1 场 具有 
构 形 $x), 于是, 场 由 Cr) ,二 ) 到 (C$tz), tf2) 的 几率 申 为 

BCT) Er fi) = gz, fyexplfi). Cl].1.2) 
式 中 积分 沿 构 形 空间 中 连接 (Ctx), 让) 和 ($i (x)， tz) 的 上 所 有 路 径 
进行 . 这 样 ， 只 要 作 代 换 (r，DerC8cz) yt)， 对 单 粒子 系统 的 讨 
论 和 对 场 的 讨论 便 在 形式 上 完全 一 样 . 

* bride 


作为 量子 理论 的 起 点 ， 是 通过 在 适当 的 构 形 空间 给 出 系统 的 

波 因 孝 ,从 而 确定 系统 的 状态 . 波 函 数 的 梅 造 要 从 它 的 几率 解释 
出 发 ， 可 以 写成 形式 

Wr, 1) 一 A| Bz (C1)exp(trlf xt)]), C1. 1. 3) 


其 中 NN 是 归 一 化 因子 , 由 系统 的 初始 准备 给 出 ,积分 是 入 一 类 路 
径 进 行 的 , 这 类 路 径 是 从 (zy 门 出 发 并 接 前 面 所 述 的 方式 加 权 . 
《1.1.3) 并 不 是 好 的 定义 ， 因 为 在 一 般 和 情况 下 《1.1.17 和 
(1.1.2) 中 揭 路 径 积 分 可 能 发 散 . 为 了 解决 这 一 问题 ， 只 要 将 时 
间 轴 在 虚 平 面 上 顺 时 针 转 到 虚 时 间 轴 (> 一 上 )， 并 且 考 虑 到 上 
一 co 时 对 系统 的 准备 对 应 于 r 一 一 oo. 按照 这 种 程序 , 单 粒 子 系 
统 的 基态 波 图 数 应 构造 为 
ir, rT) = NJax expCt— Tlzxer))). 《1. 1.4) 


式 中 I(xt7r)) 是 所 谓 欧 氏 作用 量 , 它 是 通过 作 代 换 : 一 一 zz 并 调整 
一 个 整体 符号 (使 其 为 正 ) 得 到 的 . 可 以 看 出 ， 如果 7[x lr? 是正 
定 的 ， 则 路 径 积 分 (1. 1. 4) 便 是 收 伍 的 ,将 所 得 波 函 数 解 桥 延 拓 
到 实时 间 轴 , 便 可 得 到 物理 结果 . 
上 和 式 可 直接 推广 到 量子 场 情况 ,系统 的 基态 波 函 数 具 有 形式 
Pgir), rT) = NICr)expe— TL#Cx}]). (1.1.5) 
我 们 希望 将 同样 的 表述 用 于 量子 引力 . 在 广义 相对 论 中 ， 引 
旋 场 即 度 规 张 量 场 ， 一 个 紧 致 的 4 维 流行 时 空 度 规 可 表示 为 
ds:=— (CN:— NN de T2N, drdith, drdr, tl.1.6) 
其 中 入 是 时 移 (lapse) 范 数 ，N, 是 位 移 (Cshift) 图 数 , ,是 3 维 类 
空 超 曲 面 * 一 const 上 的 内 豪 度 规 ， 入， hh, 均 为 时 空 坐 标的 驳 
数 ; 疡 ,作为 自由 虚构 成 一 个 无 限 维 的 超 空 间 , 而 NN 和 NN, 可 以 通 
过 适当 的 广义 变换 消去 , 因此 它们 不 构成 物理 的 自由 度 . 下 面 证 
明 (1. 1.6) 式 . 首先 , 我 们 在 时 空 流 形 中 引入 一 个 类 空 超 曲 面 , 在 
其 上 上任 一 点 kr ,2 引入 法 失 n* 和 切 矢 :三 X*,， 它们 满足 关系 
有 居于 一 用 三 一 日， 《 正 变 ) 
* GH0* 


Base 一 一 1 ， (类 时 ) 
则 ta， X?} 椅 成 一 个 局 部 4 标 架 , 设 超 曲 面 在 时 空中 连续 变形 ， 
定义 变形 矢量 为 

N'= Xr ,DS=. 
把 它 在 局 部 4 标 奥 上 分 解 : 

MN ==Nn + N'A, 
式 中 的 类 时 分 量 六 就 是 前 面 说 的 时 移 (lapse)、 类 空 分 量 N' 即 为 
位 称 (shift7， 由 于 

ds := gadt’ + 2pgudz'dii gdr'dr’, 


BE” 同和 二 
而 Bay sy Be—NN “一 


一 
实际 上 AR 一 四 一 一 一 

(wa 十 和 (Nn + NXE— N= 

(Na NX, (0 NN )— NO— 

NN —N’, 
类 和 们 地 有 gg 二 XX 和 Ng 二 N(R 一 nn 二 NN,， 

gi HNIgs OT— RR Ch — nans) =—h,,, 
由 此 即 可 得 到 C1. 1.6) 式 ， 

关于 时 间 二, 在 广 交 相 对 论 5 经 典 ) 宇 宙 掌 中 是 用 的 世界 时 ， 

它 是 宇宙 的 内 豪 属性 . 显然 ， 当 研究 量子 宇宙 学 时 , 任何 测 最 系 
统 本 身 作为 宇宙 的 一 部 分 也 必须 量子 化 , 因此 独立 的 时 间 便 完全 
和 失去 了 意 必 ， 这 样 ， 柠 形 空间 的 坐标 应 该 只 有 站， 若 还 存在 物质 
场 $， 则 仪 由 (C6, 力 描 述 ， 于是， 宇宙 由 3 维 类 空 超 曲 面 六 (其 上 
有 场 罗 胰 迁 到 类 空 超 曲 面 丸 ,( 其 上 上 有声 六) 的 典 迁 几率 幅 可 表 为 


(hs $ hs $) = [Lg $lexpGlLgn, $1). (01.1.7) 
与 一 般 量子 系统 的 处 理 相 类 似 , 量子 引力 系统 的 波 函 数 可 表示 为 
Plh, $] = N| Bgdpexpl [gms #1). (1.1.8) 


* BHI* 


式 中 六 是 归 一 化 常数 ， 积 分 区 域 C 是 构 形 空间 中 连接 点 (4,,、 加 
和 初始 点 的 所 有 路 径 ， 系统 的 基态 波 函 数 具 有 形式 
¥[h,,, #] = N| Bg dpexp— Tg,, H]). (C1. 1. 9) 
式 中 了 [gw. 是 欧 氏 作用 量 . 
我 们 期 望 , 波 函 数 (1,1.9) 应 满足 一 个 类 似 于 苹 定 调 
《Schrodinger) 方 程 的 宇宙 动力 学 方程 下面 我 们 将 得 到 这 样 一 个 
方程 ， 它 咎 称 为 患 勒 - 德 威 特 (Wheeler-De witt) 方 程 . 


在 单 圈 (也 称 为 半 经 典 的 太 KB) 近 似 下 ，(1.1.9) 具 有 形式 
Vrh, $= ND Bexp(— La). (1.1.10) 


式 中 坊 是 第 : 个 满足 最 小 作用 量 原理 的 经 典 欧 氏 作用 量 , 六 是 归 
一 化 常数 ，B, 是 对 经 典 轨道 的 涨 落 . 


8$1.2 宇宙 动力 学 方程 


我 们 首先 给 出 广义 相对 论 的 哈密 顿 形式 .为 此 , 引力 场 的 作 
用 量 取 为 
了 一 | | azv 一 如 (及 一 24) 十 2| dzvVEK|. 
{1.2.1) 
式 中 中 括号 内 第 二 项 的 引入 是 为 了 抵消 第 一 项 在 变 分 时 出 现 的 表 


面积 分 项 ， 实 际 上 , 第 一 项 在 对 gw“ 变 分 时 给 出 的 表面 积分 项 为 


Sar A 
al, 一 Tia| Arg A ,g da C1. 2. 2) 


积分 是 在 时 空 流 形 M 的 表面 af 上 进行 的 ,由 于 含有 场 量 gm 的 
一 阶 导数 项 ， 所 以 4 站 在 表面 af 上 不 能 取 为 零 . 在 式 (1.2.1) 
中 ,有 二 det 用 二 hh KR"', hh 和 和 太 , 分 别 是 3 维 边界 上 的 内 店 度 规 
张 量 和 外 部 曲率 张 量 , R 是 标 曲 率 ， A 是 宇宙 常数 . 
如 果 存 在 物质 场 ， 作 用量 中 还 应 加 一 项 1,， 注意 到 度 规 表示 
式 人 1.1.6)?， 可 将 作用 量 写 为 
。682 。 


T 一 了 十 工 一 | deh NK, K" KR:+ 


sR — 2A) + 1,. (1. 2. 3) 
li .1% 
式 中 。 K,= 计 | 一 也 学 Nes|， (1. 2. 4) 


下 标的 小 竖 表 示 对 六 , 取 协 变 徽 商 ， 吧 是 由 六, 给 出 的 内 部 曲率 标 
量 . 
由 (1. 2.327 可 以 得 到 系统 的 哈密 顿 量 的 表示 式 : 
FH= JaszcrNt+ xN, + NH + NH'), (1. 2.5) 
这 里 Kx 和 xx 起 拉 格 衣 日 乘 子 的 作用 ， 
Fi 一双 二 [天 , 开 " 一 天 一:RR(P) 十 24]， (1. 2. 6) 


H'=— 2 《1. 2, 7) 


173 
于 "一 汪 一 一 《下 站 一生) ‘1]. 2.8) 


由 于 x=0 和 z= 二 0 生成 立 ， 所 以 二 0, xr 二 0. 由 吹 窗 顿 方 
程 得 
五 "一 0， (1. 2. 9) 
H'=0. {1, 2, 10) 
式 吕 ,2,9) 和 {1. 2. 10) 即 为 哈密 顿 约束 和 动量 约束 . 
在 由 杨 构 形 {,,} 构 成 的 超 空 间 中 引 人 度 规 


Gi— Fh hh hahs— hu), «1]. 2 11;» 
则 (1.2. 6) 可 写 为 
H' = [Gu heR— 2A)]. (1. 2.12) 


做 算 符 化 处 理 :一 元 如 果 有 物质 场 存 在 , 将 相应 的 广 


i 


a 坚 痢 了 * 


义 动量 以 算 符 代 蔡 , 则 哈密 顿 约束 给 出 : 


1 全 : 122 可 ， 
Ce | -R22A16rT,, 


+ Ba $| |} Lh #]=0, 01. 2.13) 
此 即 砍 heele-DeWitt 方程 ,也 就 是 我 们 要 寻找 的 宇 宣 动力 学 方 
程 . 式 中 了 .是 物质 场 能 - 动 张 量 在 3 维 类 空 超 曲 面 法 线 方 向 上 的 
分 量 ， 人 们 可 以 把 (41. 2. 13) 认 为 是 宇宙 的 苹 定 滑 方 程 , 但 由 于 波 
函数 不 明显 地 依赖 于 时 间 . 所 以 方程 中 没有 了 时间 导数 项 . 


由 动量 约束 可 得 
I =T' ,VV(h,, H), (1. 2.14) 


此 部 动量 约束 方程 它 表 明 ， 对 于 相互 之 间 可 以 由 坐标 变换 得 到 
的 不 同 度 规 及 ,， 其 波 函 数 必 须 是 相同 的 . 

万 程 人 41.2.13) 和 (1.2.14) 都 是 无 限 维 空间 中 的 变 分 方程 ， 设 
有 普遍 的 严格 的 求解 方法 只 有 通过 限制 超 空 间 自 由 度 个 数 ， 也 
就 是 用 小 超 空 间 模 型 (只 有 有 限 个 自由 度 的 超 空间 模型 )， 将 量子 
涨 落 限制 在 保持 时 空 某 些 拓扑 及 几何 特征 的 自由 度 上 ,从 而 将 变 
分 方程 简化 为 简单 得 多 的 偏 微 分 方程 组 ， 

宇宙 疲 函 数 生 (2,, 和 要 满足 方程 (i.2.13) 和 (1.2.14)， 
| 亚 |: 表 征 宇 窗 在 超 空 间 中 出 现在 点 (4, 办 处 的 几率 . 

关于 方程 (1. 2.13) 和 (1. 2. 14), 我 们 再 作 一 补充 讨论 . 

(1) 由 经 典 几 何 动 力学 可 以 得 到 经 典 几 何 应 满足 的 两 个 约 
束 ; 正则 量子 化 以 后 . 我 们 得 到 波 浮 数 应 满足 的 两 个 偏 微分 方 
程 , 这 就 是 量子 几何 动力 学 中 的 基本 动力 学 方程 . 原则 上 , 它们 
应 适用 于 任何 量子 引力 系统 ,关键 在 于 选择 适当 的 边界 条 件 . 

我 们 可 以 把 (1.2. 13) 看 作 一 个 零 能 的 定 态 苹 定 雇 方程. 对 于 
闭合 宇宙 ， 它 表示 宇宙 的 总 能 量 ( 引 力 能 加 上 物质 能 ) 恒 为 稚 ， 实 
际 上 ， 闭合 宇宙 的 总 能 量 必 须 为 替 ， 因为 否则 引力 线 通 量 将 不 会 
为 零 , 而 对 于 闭合 宇 官 这 是 木 可 能 的 ， 

对 于 真空 引力 场 或 按 宇 宙 学 原理 ，(1.2. 14) 式 化 为 
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此 式 表 明 ，3 维 曲 面 上 坐标 系 的 微小 变化 将 引起 度 规 的 微小 变 
化 ,由 此 导致 的 该 函数 的 变化 为 老 ， 这 意味 着 波 琴 数 是 规范 不 恋 
的 ， 

《2) 沁 函 微分 方程 .2.13) 可 以 看 作 度 规 场 流 形 ih,,} 上 以 
Gn 为 超度 规 的 微分 方程 , 所 有 无 限 多 种 3 维 几 何 1h,,} 和 物质 构 
形 一 起 构成 一 个 无 限 维 构 形 空间 ， 叫 超 空 间 . 1967 年 ,De Wi 
首先 指出 了 Gjw 的 几何 意义 ， 可 以 验证 ， 

Gu= OG Ow= Gn = 

四 一 全 
独立 的 对 称 指标 是 11.22，、33，12，13，23+ 对 角 元 素 为 Cu， 
Co Ca Co Cn Co 号 差 为 (一 十 十 十 十 十 ，». 因此 ， 
W-D 方程 就 是 6 维 超度 量 空 间 内 的 一 个 双 易 方程 . 

《3) Kuchar 曾 指出 , 在 量子 几何 动力 学 中 , 由 正则 量子 化 并 
不 能 得 到 哈密 顿 , 而 只 是 得 到 了 一 个 哈密 顿 约束 . 这 一 点 与 通常 
的 量子 力学 不 同 、 这 - -特点 将 导致 波 函 数 不 能 构成 一 个 希 尔 伯 特 
空间 , 因而 波 沙 函 的 几率 解释 可 能 会 遇 到 困难 . 


一 心 ， 
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§1.3 边界 条 件 


为 了 给 出 宇宙 动力 学 方程 的 解 , 还 需要 有 边界 条 件 . 在 量子 
宇宙 学 中 , 由 于 时 间 是 内 襄 时 间 , 所 以 初始 条 件 包 会 在 边界 条 件 
之 中 . 在 量子 宇宙 学 中 , 也 存在 某 些 “自然 边界 条 件 ”, 这 些 “ 上 自然 
边界 条 件 ? 是 由 问题 的 物理 考虑 得 到 的 . 比如 考虑 度 规 的 正定 性 ， 
即 当 看 成 场 量 时 必须 满足 h' 守 0. 定义 新 的 场 量 hh 一 有 ,三 hh,/ 
hh ， 则 此 边界 条 件 可 写成 

Vhs A =0， 当 上 < 之 0. (1.3.1) 

在 路 径 积 分 表述 中 ,这 个 边界 条 件 可 以 由 适当 选择 积分 路径 


来 实现 . 
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有 了 边界 条 件 (1. 3.1) 还 不 够 , 还 需要 有 作为 边界 条 件 的 初 
始 宇宙 波 函 数 的 形式 . 这 涉及 到 (1,1.9) 以 及 其 中 积分 路 径 C 的 
选取 . 

霍金 认为 ， 宇宙 中 任何 一 点 都 不 应 处 于 特殊 地 位 ， 因 此 宇宙 
应 该 是 没有 边界 的 . 他 认为 物理 定律 在 任何 地 方 都 应 有 效 , 宇宙 
的 开端 处 也 不 例外 , 为 此 , 应 该 证 路 径 积 分 只 对 非 奇 异性 度 规 取 
和 . 在 通常 的 路 径 情 况 下 ， 人们 知道 测度 更 集中 于 不 可 微 的 路 
径 . 但 是 在 基 些 适当 的 拓扑 中 ,这些 路 径 是 光滑 路 径 的 完备 化 ， 
并 且 具 有 定义 完好 的 作用 量 , 类 似 地 可 以 想到 , 量子 引力 的 路 径 
积分 应 该 对 光滑 度 规 的 完备 化 空间 取 和 , 不 应 包含 奇异 性 度 规 
《因为 它 的 作用 量 没有 定义 ). 

在 黑洞 的 情况 下 、 路 径 积 分 应 该 对 欧 氏 (规则 ) 上 度 规 取 和 各， 这 
意味 着 像 史 瓦 希 黑 洞 这 样 的 奇异 性 在 欧 氏 度 规 中 不 出 现 , 欧 氏 上 度 
规 并 没有 到 达 视 界面 以 内 . 视界 像 是 极 从 标 原点 . 因此 、 欧 氏 度 
规 的 作用 量 是 完好 定义 的 . 这 一 问题 的 处 理 可 认为 是 宇宙 监督 的 
量子 理论 表述 : 奇 点 处 结构 的 破坏 不 应 影响 任何 物理 测量 . 

这 样 看 来 , 量子 引力 的 路 径 积 分 应 该 对 非 奇 异 欧 氏 度 规 取 
和 各. 那么 在 这 些 度 规 上 应 赋予 什么 样 的 边界 条 件 呢 ?回答 是 : 只 
存在 两 个 自然 的 选择 : 第 一 个 选择 是 度 规 在 紧 致 集 之 外 要 趋 于 平 
直 的 欧 氏 度 规 ; 第 二 个 选择 是 在 紧 致 和 没有 边界 的 流 形 上 的 度 
规 ， 

第 一 类 度 规 ( 淅 近 欧 氏 度 规 } 对 于 散射 计算 仍然 很 合适 . 在 散 
射 过 程 中 , 粒子 由 无 穷 远 处 射 人 ， 人 们 在 无 穷 远 处 观测 出 射 粒 
子 , 无 穷 远 处 的 背景 度 规 是 平 直 的 ， 可 以 用 通常 的 方式 把 场 的 小 
涨 落 解 释 成 粒子 ， 人们 不 必 问 在 中 间 的 相互 作用 区 域 发 生 了 什 
么 ,这 就 是 人 们 让 相互 作用 区 域 的 路 径 积 分 对 所 有 可 能 历史 ( 印 
对 所 有 欧 氏 度 规 ) 取 和 的 原因 . 

在 字 宙 学 中 情况 就 不 同 了 . 人 们 处 在 宇 害 之 中 而 非 宇宙 之 
外 ,因此 人 人们 感 兴趣 的 是 在 有 限 区 域内 而 不 是 在 无 限 远 处 进行 测 
量 ， 首先 假定 宇宙 学 的 路 径 积 分 是 对 所 有 渐 近 欧 氏 度 规 取 和 . 那 
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么 对 于 有 限 区 内 的 测量 的 几率 将 存在 两 类 贡献 . 第 一 类 来 自 于 连 
通 的 渐进 欧 氏 度 规 ; 第 二 类 来 自 于 非 连通 的 度 规 , 它 由 一 个 包含 
测量 区 域 的 紧 致 度 规 和 一 个 与 之 相 分 离 的 渐 近 欧 氏 度 规 组 成 ， 如 
图 所 示 . 


其 近 欧 氏 麻 规 
图 全 1 

人 和 们 不 应 该 把 非 连通 度 规 从 路 径 积 分 中 排除 ,因为 它们 可 以 
由 连通 度 规 来 近似 ,在 这 些 度 规 中 不 同 部 分 可 由 虫 洞 ( 其 作用 最 

可 忽略) 连接 起 来 . 
对 于 散射 问题 , 由 于 时 空 的 非 连通 的 紧 致 区 域 不 和 无 穷 远 连 
接 ， 而 测量 是 在 无 穷 远 处 进行 的 , 所 以 紧 致 区 域 不 影 啊 散 射 计 
算 . 但 是 它们 会 影响 宇宙 学 中 的 测量 ,因为 宇宙 学 的 测量 是 在 有 限 
区 域 进行 的 . 的 确 , 这 种 非 连通 度 规 贡献 远 远 超过 了 来 自 连 通 的 


渐 近 欧 氏 度 规 贡 献 . 这 样 ， 即使 把 宇宙 学 的 路 径 积 分 对 所 有 潮 近 
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欧 氏 度 规 取 和 ， 共 效应 和 对 所 有 紧 致 度 规 取 和 和 几乎 完全 相同 ， 所 
以 哈 特 和 稚 金 认为 ,更 自然 地 应 了 该 对 所 有 无 边界 的 紧 教 度 规 取 
和 ,这 个 宇宙 的 边界 条 人 忻 可 以 表述 为 : 宇宙 的 边界 条 件 是 它 设 有 
边界 . 

我 们 对 前 面 的 讨论 做 一 个 小 结 : 宇宙 动力 学 方程 由 Wheele- 
De Witt 方程 给 出 , 边界 条件 由 式 (1.1.9)36C 取 工 面 所 讨论 的 路 
径 } 以 及 因 某 些 物理 要 求 给 出 . 对 于 一 个 动力 学 系统 ,这 种 表述 
是 完全 的 . 

为 了 对 哈 特 -霍金 的 “无 边界 ”的 边界 条 件 有 一 个 更 清晰 的 了 
解 ， 我 们 再 做 一 直观 的 描述 先 从 确定 宇宙 边界 条 件 的 必要 性 谈 
起 .在 定 宙 学 中 被 研究 的 系统 是 整个 宇宙 . 根据 定义 、 宇宙 没有 
外 部 ,没有 人 人们 可 对 其 蓝 求 边界 条 件 的 “宇宙 之 外 的 部 分 ” 而且 
仅 公 依靠 数学 的 相 容 性 不 可 能 求 出 Wheeler-De Witt 方程 的 解 . 
因此 ,宇宙 学 家 不 能 不 从 物理 的 考虑 出 发 来 确定 宇宙 的 边界 条 
件 ， 用 几何 的 语 读 表 述 就 是 要 确定 基态 波 函 数 (1.1.9) 中 路 径 积 
分 的 积分 路 径 ， 量子 力学 中 的 路 径 积 分 表述 就 是 对 历史 求 和 ， 波 
函数 的 计算 就 是 对 系统 的 某 一 类 历史 算出 一 个 确定 的 和 .为 了 使 
波 函 数 是 惟一 的 , 必须 精确 规定 需要 求 和 的 历史 类 . 这 种 对 历史 
求 和 在 数学 上 相当 于 解 驻 定 证 方程 .在 量子 宇 害 学 中 , 宇宙 波 孙 
数 可 以 通过 对 宇宙 的 革 一 类 历史 求 和 而 计算 出 来 . 这 就 是 解 
Wheeler-De Witt 方程 的 过 程 . 获得 宇宙 动力 学 方程 的 解 取 次 于 
怎样 选择 对 之 求 和 的 历史 类 . 我 们 可 以 由 几何 形体 来 找 述 哈 特 - 
霍金 的 工作 . 把 宇宙 在 指定 时 提 的 空间 外 延 想 像 成 位 于 水 平面 内 
的 一 个 闭合 圈 ( 如 图 所 示 ), 竖 直 轴 代表 时 间 ， 湖 时 加 的 增加 ， 闭 
合 圈 变 太 , 表示 宇宙 膨胀 这样, 宇宙 的 各 种 可 能 的 历史 在 宇 害 
随时 间 演 化 时 就 表现 为 由 宇宙 圈 生 长 成 的 管子 . 管子 的 终端 代表 
今天 的 宇宙 ,最 下 端 就 表示 宇宙 的 初始 态 ( 创 生 ). 初始 态 要 由 提 
出 的 边界 条 性 来 确定 . 某 些 管 子 的 于 端 可 能 像 一 个 锥 体 的 尖 映 一 
样 封 闭 ; 其 他 管子 下 瑞 则 可 能 突然 结束 ,了 哈 特 - 霍 金 认 为 ,只 应 考 
虑 初始 端 以 光滑 规则 方式 收缩 到 零 的 半球 形 帽 的 那些 管子 , 就 是 
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图 -2 

说 ， 人们 只 应 该 对 人 这些 无 边界 几何 形体 求 和 , 终 里 除外 (终端 是 
开放 的 , 相当 于 今天 的 宇宙 ). 这 就 是 哈 特 - 稚 金 的 无 边界 的 边界 
条 性 . 

在 广义 相对 论 宇宙 学 中 要 用 这 样 一 种 光滑 的 方式 封闭 几何 形 
体 是 不 可 能 的 ， 奇 点 定理 告诉 人 们 , 宇宙 的 所 有 经 典 历 史 痢 必须 
以 奇 点 的 方式 收缩 到 等 ， 就 像 锥 体 的 末 喘 一样. 但 是 量子 理论 中 
对 历史 的 求 和 法 则 允许 有 许多 可 能 的 历史 ,而 不 仅仅 是 那些 经 内 
的 历史 . 于 是 光 汐 的 封闭 便 成 为 了 可 能 . 特别 是 , 封闭 的 区 域 可 
以 看 必 发 生 在 虚 时 间 内 ,因而 显然 是 非 经 典 的 . 

哈 特 -和 霍金 由 这 一 边界 条 件 得 到 了 一 个 宇宙 动力 学 方程 的 解 . 
由 于 虚 时 间 的 出 现 是 量子 理论 中 的 障 道 效应 的 特征 ,因此 宇宙 可 
能 是 从 “一 无 所 有 "经 隧道 效应 创 生 出 来 的 ; 大 爆炸 是 在 隧道 效应 
之 后 接着 发 生 的 . 

下 面 我 们 具体 讨论 哈 特 -霍金 的 宇宙 波 函 数 ， 
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己 宇宙 波 函 数 


3$2.1 基态 波 函 数 的 表述 


这 一 章 , 我 们 将 比较 详细 地 讨论 哈 特 - 答 金 的 基态 波 函 数理 
论 -中 . 波 函 数 依 束 于 类 空 超 曲 面 的 拓扑 性 质 和 3 维度 规 以 及 曲面 
上 的 物质 场 的 值 . 为 了 简洁 , 我 们 现在 只 考虑 3 拓扑 性 质 , 其 他 


可 能 性 放 在 后 面 讨 论 . 
正如 前 章 所 讨论 的 ，、 基 态 波 辣 数 构造 成 沁 旺 积分 形式 : 
更 [LA $] 一 N|sgvayexp( 一 Tg $1), (2.1.1) 


式 中 了 是 总 的 欧 氏 作用 量 , 积分 党 着 其 有 紧 致 边界 条 件 的 一 类 4 
维 欧 氏 几何 和 站 应 的 一 类 欧 氏 场 构 形 ， 在 边界 上 诱导 (或 内 庚 ) 度 
规 为 上， 为 了 实现 基态 波 函 数 的 定义 ， 需 要 给 出 一 类 几何 和 场 用 
来 求 和 . 其 几何 应 当 是 紧 致 的 , 其 上 的 场 应 是 规则 的 . 在 正 宇宙 
沉 数 的 情况 下 , 场 方 程 的 任何 规则 欧 氏 解 必 是 紧 致 的 . 最 大 的 对 
称 性 解 是 半径 为 3/4 的 4 维 球 , 其 度 规 可 写 为 

ds 一 (ay HY) Cd sndd0s). 《2. 1. 2) 
式 中 dQ 是 3 维 球 上 的 度 规 , 瑟 : 二 oiA/3, 我 们 为 以 后 表述 方便 
还 引入 了 一 个 因子 二 /24 , 必 二 16xG, 显然 ， 当 A4 半 0 时 ,对 
紧 至 的 4 维 几 何 取 和 和 是 惟一 合理 的 选择 . 

如 果 4 委 0， 场 方程 没有 紧 致 解 ， 最 大 对 称 性 解 是 欧 氏 空间 

(4 一 0) 

ds: ~:tdP + odi) {2, 1. 33 
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利 欧 氏 反 de Sttter 空间 (4<0) 
ds*:— Cor/HY (dP sn dd ). (2. 1.4) 

正如 在 上 一 章 最 后 -- 节 中 谈 到 的 , 对 于 散射 问题 来 说 ， 当 A 专 0 
上 时， 基态 波 函数 定义 为 渐 近 欧 氏 几何 上 或 源 近 反 de Sitter 几何 上 
的 泛 栈 积分 更 台 适 . 然而 在 宇宙 中 ， 大 们 感 兴 趣 的 是 在 时 空 内 部 
进行 的 出 量 , 内 部 点 是 否 与 无 穷 远 区 域 连通 没 件 么 关系 . 哈 特 - 
震 金 认为 , 应 该 取 由 两 部 分 给 成 的 不 连通 的 几何 : 其 一 是 长 致 的 
部 分 ,没有 内 部 边界 . 这 个 不 连通 几何 实际 上 给 出 了 对 基态 波 画 
数 的 绝对 主要 的 贡献 ， 

在 4s0 的 情况 下 , 出 紧 致 4 维 儿 休 上 得 到 的 基态 波 明 数 ， 
对 大 的 3 维 几 何 发 散 , 且 汶 一 数 不 能 归 一 化 . 这 是 因为 在 作用 量 
中 , 正 的 上 4 和 负 的 4 对 大 的 4 维 几 和 何 的 作用 刚好 相反 ,， 因 此， 我 
们 只 考虑 4>>0 的 情况 , 4=0 将 被 视 为 4>0 的 极限 情况 ， 

有 时 在 天 -表象 下 描述 波 函 数 比 较 方 便 ， 即 将 疡 天 代 之 以 它 的 


共 罗 动量 一 二 K 六 ?这 时 也 可 用 泛 函 积分 构造 之 ， 

Bk,, K, 阿 一 Nago8gexp( 一 PCgoy $1), (2.1.5) 
积分 仍 沿 着 前 面 的 场 和 几何 , 只 是 现在 在 边界 上 国定 的 是 $, 所 
和 下 ， 而 不 再 是 乡 和 Au 因此 ,天 是 保持 $, 志和 天 在 边界 上 国 
定 的 欧 氏 作用 量 , 我 们 有 

Be 一 一 全 | dazhe 一 | dizg CR 一 20， 

(2. 1. 6) 
1S(gw, $) = 二 | dre| Co’ + 证 Rf | (2.1.7) 
向 天- 表象 变换 时 ,我 们 有 
色 [ 记 ,天 ] 一 | Bhiexp| 一 ， EA a 


2. 1. 8a) 
* PIIlr" 


反 过 来 有 。 [1 二 | 8Kexp E $7 | dzh ak [ok,, K]. 


(2. 1. 9a) 
按照 欧 氏 的 玉 ， 上 两 式 可 改写 为 


[hi,,, K, S$] 一 | htexp| 一 A 宙 ]， 
(C2,1,8b) 
[hh $] = 去 | 3K exp| 二 人 dazhe 区 [BCE,, 天 ， 瘟 ]， 


《2.1. 9b ) 
式 中 路 径 C 从 一 :ce 到 一 :ce. 

从 泛 函 积分 (2.1.5) 来 构造 基态 波 沙 数 有 一 个 优点 , 就 是 
(2.1. 9b) 中 的 积分 总 能 满足 波 函 数 可,(h,, 四 的 要 求 ， 当 有 <0 
时 这 波 函 数 等 于 零 . 

欧 氏 引力 作用 量 (2. 1. 6) 式 不 是 明确 限定 的 , 因为 (2.1.1) 利 
(2. 1.5) 中 的 泛 函 积分 还 需要 他 组 地 吉 以 限制 。 其 中 一 种 限制 方 
法 是 使 积分 改变 为 沿 着 共 形 因子 和 共 形 等 效 几 何 上 进行 . 通过 活 
当选 择 共 形 因子 的 积分 路 径 , 便 可 构造 一 种 收 敏 的 菠 困 积分 . 

这 是 哈 特 -霍金 关于 基态 波 函 数 的 基本 思想 . 下 面 给 出 它 的 
某 些 性 质 , 并 在 一 小 趣 空 间 模 型 中 表明 它 的 合理 性 . 


$ 2.2 半 经 典 近 似 


基态 波 函 数 汉 函 积分 定义 的 一 个 重要 优点 是 它 直 接 满足 半 经 
典 近 似 ， 本 节 将 检验 上 一 节 定 义 的 基态 波 函 数 的 半 经 典 近 似 ， 为 
了 简便 , 我 们 只 考虑 纯 引 力 的 情况 ,其 结果 可 直接 推广 到 含 物 质 
场 的 情 疯 . 

通过 最 陡 下 隆 法 计算 泛 函 积分 , 可 以 得 到 半 经 典 近 似 . 如 果 
只 有 一 个 稳 态 相 点 , 半 经 典 近 似 为 

ok, = NA Th,, lexp(—Talh,,]). 《2. 2. 1》 

这 里 ,14 是 稳 态 相 点 的 欧 氏 和 作用 量 , 即 对 应 用 于 葡 氏 场 方程 
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R=— Ag,, (2. 2.2) 
的 解 g%; 在 闭合 3 维 曲 面 边 界 上 , 它 给 出 度 规 记 ,, 且 满 足 上 节 讨 
论 的 边界 条 件 ; 关于 4 下 的 详细 讨论 可 见 文 献 [15]. 

如 果 存 在 不 止 一 个 稳 态 相 点 ， 则 必须 仔细 考虑 积分 路 径 ， 以 
便 确 定 哪 个 给 出 决定 性 的 页 献 . 一 般 地 ， 有 最 低 Rel 值 将 是 稳 态 
相 点 ， 尽管 也 许 不 是 ,比如 有 两 个 对 应 于 4 维 几 何 的 稳 态 相 点 ， 
则 两 个 相互 共 形 . 本 节 我 们 将 看 到 一 个 这 样 的 例子 . 基态 波 函 数 
是 实 的 , 这 意味 着 如 果 稳 态 相 点 有 复 的 作用 量 信 , 则 必 有 其 共 亏 
的 等 同 贡 献 ; 如 果 稳 坊 相 点 的 4 维 几 何不 存在 ， 则 在 半 经 典 近 似 
下 波 函 数 将 是 罕 ， 

首先 从 泛 函 积分 (2.1.5) 求 外 的 半 经 典 近似 , 然后 用 最 陡 下 
降 法 求 积分 (2.1. 9b)， 从 而 获得 更 , 的 半 既 典 近 和 似 . 要 求 


84, Lh oh,] = 1， (2. 2. 3) 


可 确定 (2.2.1) 中 的 归 一 化 常数 ,我 们 将 (2.2. 3) 几 何 地 解释 为 所 
有 4 维 几 何 上 的 路 葵 积 分 ,在 度 规 为 访 , 的 3 维 曲 曾 两 边 这 些 4 维 
几何 是 紧 致 的. 从而, 根据 无 边界 紧 致 4 维 几 和 何 的 作用 量 , 给 出 
这 个 可 能 路 径 积分 的 半 经 典 近似 . 当 4>0, 其 解 是 4 维 球 . 于 是 


N:=exp| —37 | 《2.2.4) 

由 波 函 数 的 泛 函 积分 定义 , 波 函 数 的 半 经 典 近似 使 我 们 对 
Wheeler-De Witt 方程 的 边界 条 件 有 一 个 深刻 的 理解 . 它们 可 以 
自然 地 应 用 到 是 够 大 体积 的 和 无 穷 小 体积 的 3 维 几 何 . 

首先 考虑 小 3 维 体积 的 极限 . 如 果 极 限 3 维 儿 何 可 以 髓 人 平 
直 空 间 , 则 当 4A>0 时 (2.2.2) 的 经 典 解 是 4 维 球 , 而 且 当 3 维 几 
何 编 为 零 时 它 保持 为 二 维 球 . 此 时 作用 量 趋 近 于 稚 . 因此 必须 考 
虑 波 函 数 的 涨 藩 行列 式 的 行为 . 在 这 种 极限 情况 下 , 可 忽略 曲 
率 ， 拒 涨 落 看 作 是 关于 平 直 空间 区 域 的 . 考虑 它 在 4 维度 规 常 共 
形 尺 度 变化 下 和 边界 3 维度 规 下 的 行为 , 便 可 求 其 值 . 

在 4>0 时 ,在 半 经 典 近似 的 基础 上 ,我 们 可 以 定性 地 讨论 足 
够 大 的 3 维 体积 波 葬 数 的 行为 . 对 于 (2.2.2) 任 一 实 解 来 说 ,4 维 
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球 具 有 最 大 体积 . 随 着 3 维 几 L 何 体积 的 增 大 ,将 得 到 一 不 再 能 放 人 
4 维 球 任何 地 方 的 3 维 几 何 . 于 是 我 们 认为 稳 态 相 几 何 变 为 复 的 
了 ;如 果 (2. 2.1) 在 稳 态 相 的 4 维 几 何 中 取 值 ,基态 波 了 葬 数 将 变 为 
2 表示 的 实 组 合 , 于 是 我 们 认为 , 随 着 3 维 体 积 的 增 大 , 波 力 数 振 
荡 . 如 果 振 葛 没 有 强烈 地 豪 减 ; 则 对 应 于 一 无 限 脱 胀 的 宇 害 . 

以 上 讨论 仅仅 是 定 竹 的 , 但 已 指出 基态 波 肾 数 行为 照样 决定 
于 三 heeler-De Witt 方程 的 边界 条 件 ， 下 面 将 这 些 讨 论 用 于 一 小 
超 空 间 模 型 ， 


$2.3 小 超 空间 模型 


超 空 间 是 一 个 无 限 维 流 形 , 无 法 对 W-D 方程 求解 ， 如果 考 
虑 上 述 无 限 维 空 间 内 的 一 个 有 限 维 子 空间 , 即 所 亩 小 超 空 间 ， 则 
往往 可 以 对 区 -了 D 方程 的 解 进 行 一 些 讨 论 . 这 里 , 我 们 将 采用 一 
特别 简单 的 小 超 空间 模型 , 来 说 明 以 前 那些 一 般 讨论 的 含义 ,在 
这 一 模型 中 , 我 们 限定 宇宙 常数 为 正 ，4 维 几 何 为 空间 均 义 、 各 
向 同性 且 闭 合 . 这 就 是 弄 , 设 
A0， 
3 几何 的 拓扑 是 
此 时 度 规 可 表示 为 
ds:=o:[— Nd ta (i df |]. (2, 3.1) 
小 中 N (2) 为 时 称 dlapse), oo 二 J/24x*:. 为 简单 计 ， 设 物 质 场 是 区 
形 不 变 标量 场 , 均匀 性 条 件 要 求 $=#$(t). 这 样 , 波 函 数 仪 是 两 个 
变量 at) 和 #$(f) 的 泛 晒 : 
V=V[att), $0t) |], 


加 《2. 3, 2) 
二 [KG), $0 1). 
式 中 $01) 二 a-*2$(2). 
为 了 简化 讨论 , 我 们 引 人 如 下 定义 并 改变 变量 尺度 ， 
4 一 二 一 {2.3. 3) 


a [230 


量 [是 


A=3A/g, Hi= |al. (2. 3.4) 
经 典 洛 仑 兹 作用 量 可 妨 为 


1 
区 党 | 一 x* | (2, 3. 5) 


实际 上 ,下 二 十 及， 而 


7 一 jaadamvEG — 24)， 
a 1 4. oo a 1 | 
I 一 ;larvele [| + BR |， 
R22A= Bo a (aaN 一 AQ :+ 
AN 二 1 a A), 
_ da 
4 一 下. 

由 于 ds? = 21 一 人 td 要 + ei:tt}[dR + sim(d 谍 十 
sn de = cen{— dr 二 |d 交 十 
sin:8(d 十 snd dy) |}, 

所 以 有 站 一 24 一 Cl 3D+ yD 十 6K |— 24 一 

6 afala ! 十 1 十 a4) 一 
bo a :aaN 一 一 aa :十 
az 十 1 一 ce)， 
:_da dadt a. 
考虑 到 旗 ~ dy dr dy 一 4， 


jaeaeay Y 一 号 一 2roaiN, 


可 得 。 已 一 12me|as| 全] 一 入 各 二 a 一 2a 
于 是 得 到 (2. 3. 5). 
用 通常 的 方法 可 以 由 这 一 作用 量 构造 < 种 xX 的 共 二 动量 元 
和 Ty: 
dE 


Ti ot_l 
”8a 2 


LF 妈 业 一 
2 六 2 六 | 一 一 六 9， 
e AS * 


_6L 1 2 | 好 1 人 
Tx 8 2 al NIN NX 
对 (2， 对 可 要 分 ， 得 到 
加 SN (ry 1 + 
5 和 了 4 ‘lame 元 [一 | | ge) Ta 二 
~ 加 :11 这 SN (Cr) 
| 是 x :+ Ni BN | + 
2 元 划一 Nx BME 5 ) | = 
' 加 
元 | Ra i 十 研一 at 一 x 
由 此 得 到 
于 十 2 一 hat 到 一 拉 一 0， 《2. 3. 6) 
些 即 哈密 顿 约 东 . 
引入 正则 量子 北 
了 .3 
可 -一 一 EE Ty 一 1 ay 
WW-D 方程 为 
了 
六 | 到 一 a Aat -x jv, 7)=0. C2. 3.7a) 
实际 上 ，, 在 把 c 数 变 为 gg 时 , 要 出 现 排 列 中 的 不 确定 性 , 一般 有 
: | 
开 一 一 六 总 a (2. 3. 8) 


式 中 pp 代表 次 序 模糊 因子 . 因此 , 在 一 般 情 况 下 , W-D 方程 可 写 
为 

于 | 六 | a a 一 At 一 25 十 从 | 到 人 ， 多 ) 一 明 ， 

《2. 3. 7b ) 
邻 上 式 中 的 一 0， 即 得 (2. 3.7)， 
现在 ,我们 讨论 对 疲 函 数 进行 分 离 变 量 求解 . 令 

Vla, A) = >,C ladu(X), (2. 3. 9) 

由 (C2. 3. 7b) 得 到 两 个 常 微分 方程 : 
。696 。 


2 | 一 3 z+ ja (一 | na 十 于 |]m CX), (2.3. 10) 
] ， .i 
二 | 一生 + 十 (a A Co 一 | 


《2. 3.11a) 也 可 以 写 为 
1[- 地 [eC] + 一 Ma0C.|=|a+ 到 -ojC. 
a "| 2 ， 


1 网 
+ 于 |C. (2. 3. 11]a) 


2 ar da 
(2. 3. 11b) 
2. 3. 10) 的 解 正 是 一 个 1 维 谐 振子 解 
uCX) eH,(X). (2. 3. 12) 
《2. 3. 11a) 的 闫 格 解 无 法 求 得 ,我们 讨论 其 渐 近 行为 . 
当 &a 其 小 时 ， 有 
Cconst, Casal +*: (2.3.13) 
当 a 甚大 时 ,有 
Ca lexp 士 本 ea| ， (2.3.14) 


为 了 构造 小 超 空 间 模 型 中 (2. 3. 1la) 式 的 解 , 我 们 可 以 把 欧 
氏 泛 函 积分 的 规定 应 用 到 小 趣 空 间 模型 中 . 对 于 和 ,tas， XY， 我 
们 建议 在 满足 边界 条 件 的 欧 氏 几何 和 场 构 形 上 对 exp (一 TLg, $j) 
求 和 .几何 求 和 应 该 在 形 如 
ds:~o:[dr: oa: (rydn: | (2.3.15) 
的 紧 致 几何 上 进行 , a (tr) 与 超 曲 而 上 给 定 的 a 值 相 对 应 ， 对 于 物 
质 场 , 应 在 各 向 同性 的 场 xX(r) 上 求 和 ,这 个 场 与 超 曲 面 上 规定 的 
% 值 相 对 应 ， 且 在 紧 致 几何 上 是 规则 的 , 这 样 ， 我 们 可 以 写 出 


Vao, Xn) 一 |3a8xexp(— Ta, XxX]), {2.3,16) 
其 中 定义 dy 一 dr/a,， 作用 量 为 


_ 1 _ dal” 2 4 dx “ 2 
7 一 去 [ds[ [至 | 好 十 各 + [| 十 入 |， 
(2. 3. 17] 
一 共 形 旋转 可 以 使 (2. 3.16) 中 的 积分 收 伐 . 
在 小 超 空 间 模型 中 构造 基态 波 函 数 的 另 一 种 方法 是 在 五 表 
。， 697 。 


象 中 进行 . 对 于 具有 3 维 超 球 面 的 4 球 而 言 ， 引入 


三 oR， 

一 下 7 了 了 | _ 1 ,2K,, 

由 K=W KN | -3h | 
_ 1 da 


丸 由 ds: 一 | 问 (dF + sm2pd03) = 


”|| = + [区 |]= m=[de + ad9]， 

可 得 。 = 们 coth. (2. 3, 18) 

所 由 1*—Ka’ 二 I， . 
ds:=o[dr+aidl: |=oa: (dr dfi)， 


可 知 7 一 去 |ay|l 一 { 委 | 一 2 二 20']= 


也 SCstnzg 一 一 eost)dp = 
5 一 cosO (sin’0 十 2) 十 cos 十 了 cose] 
式 中 串 为 边界 值 . 由 此 可 得 
“一 元 昔 at + 1 3cos0sm’g+1, 
天 =- 一 证 [一 到 和 | (2. 3. 19) 
式 中 。 k= 六 k=cot0， (2. 3. 20) 


在 天 () 表 象 中 ,与 人 2. 3.16) 对 应 地 有 
B,Ch,, Y) 一 jaasx expt— Ffa, ¥]). 


求 和 是 在 与 (2. 3. 16? 相 同 的 几何 和 场 上 进行 的 , 只 是 现在 要 求 在 
3 维 曲 面 边界 上 了 权 给 定 值 . 即 在 边界 上 它们 要 满足 


上 ,一 一 Ep C2. 3. 21) 


满足 此 要 求 的 作用 曲 是 


下 一 天 el 上 十 过。 £2. 3、 22) 
如 打算 出 了 有 (Ci Xo、 则 通过 线 积 分 便 可 还 原 为 更 (as， 如) 
1 3 
到 (an 和 1 一 一 kD exp (Ra yD (CR, XW,). 
(C2, 3. 23) 


式 中 积分 从 一 :ce 到 十 zec， 

从 普遍 的 观点 看 ， 直接 从 (2. 3.16) 计 算 更 ,te ， 加 7 和 通过 的 
表象 (2. 3. 23? 计 算 没 有 区 草 . 

在 半 经 典 近 似 下 ， 我们 有 


BK) 一 Ni exp(— I*) a N exp[ ~ TNC(K,)], 
(2. 3. 24) 
1 ps 
Wa) = | dK exp [主公 dsx K |B,K) = 
a KY 
2 |aK exptaai 一 上 六) 一 
一 exp[ 一 (RK,) + koai| 一 
De IH 时间 
加 六 exp( 一 ny. (2. 3. 25) 


式 中 了 入 分 别 为 有 个 表 得 和 下 表象 中 的 纯 引 力 场 作用 量 . 在 推 
导 上 式 过 程 中 用 到 了 积分 
HH 


4 |pisens = 了 | 3 3k] = a = 
| dirKk 3 COR ) di 了 这 3 EA 


式 中 Jdiz = oa an, = 2rere 


按 最 小 作用 量 原理 有 
dl 
和 一 
由 此 可 得 ”sin6 一 Hao 二 译 喇 ， (2. 3. 26) 
so 1 
而 sing= (1 cot t) “Tie 
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即 * a (C2,3.27) 
把 C2. 3.27) 代 人 (2. 3, 19)， 得 到 
1 一 pe 2 
larp-lt(l— He). (2. 3. 28) 


当 五 ai<l 即 3 
球 半径 ee 小 于 4 球 半径 
H-'， 这 相当 于 宇宙 处 
于 欧 氏 号 差 的 量子 演化 
阶段 . 了 的 极 值 点 出 蔗 
在 等 值 反 号 的 实 « 值 ， 
此 3 球 半 径 与 4 球 半 径 
之 比 为 slng. 

xc<0 对 应 于 4 球 被 
3 球面 包围 的 部 分 大 于 4 球 半 径 , x 一 0 表示 4 球 完全 被 3 球面 


包围 ， 当 1 一 一 5 地 时 即 成 为 de Sitter 空间 的 欧 氏 作用 量 
在 经 奥 近 似 下 ,必须 令 积 分 路 径 经 过 作用 量 工 的 极 值 点 由 
此 可 得 


Va Nexb[ 一 了 (ao)|=N exp | ra 十 


stl— (1 — Heab)]). (2. 3. 29) 
当 再 au 之 ]， 上 式 可 写 为 
oexp| eai 十 却 c8 一 言 王 - 
N=exp| 一 开刀 . (C2, 3. 30) 
在 上 式 中 , 我 们 只 取 了 之 0 时 的 了 _， 这 是 由 于 积分 路 径 应 选 在 
右 半 复 «* 平 面 的 绿 故 . 


和 FO 


由 (2.3.29) 和 (2.3.30) 
可 以 看 出 , 宇宙 波 阔 数 随 a 
的 增 大 而 指数 增长 . 特别 是 
在 (2. 3. 30) 中 ， 仿 由 一 0 时 
多。 是 有 意 关 的 且 不 为 村, 这 
表明 宇宙 将 从 欧 氏 叶 差 的 量 
子 相 de Sitter 空间 脱 胀 到 处 
于 洛 仑 兹 号 善 的 经 上 典 de 
Sitter 空间 中 去 . 在 广义 相 
对 论 宇宙 学 中 的 大 爆炸 奇 点 
《ea 一 0) 在 量子 宇宙 学 中 不 复 图 6.4 
存在 . 

当 五 as>1. 即 3 球 半径 ao 大 于 4 球 半 径 瑟 '. 这 相当 于 宁 
宙 处 于 洛 仑 兹 号 差 的 经 典 de Sitter 演化 阶段 . 作用 量 了 的 极 值 出 
现在 等 值 反 号 的 喇 天 值 , 即 


天 一 十 一 刘 | 1 一 i |. (2. 3. 31) 
在 经 典 极限 下 ， 应 仿 积 分 路 径 经 过 作用 量 的 极 值 点， 由 此 可 得 


2 2_ KE 
,luo) =2 cos| 一 < 一 一 工 | (2. 3. 32) 
当 五 ao 六 1， 上 式 可 写 为 
Vala =exp| Has |+exp| 一 二 Be |. (2. 3, 33) 


这 一 结果 和 (2. 3. 14}) 相 符合 ， 这 表明 欧 氏 路 径 积 分 表述 的 半 经 典 
近似 所 得 到 的 解 满足 W-D 方程 所 要 求 的 渐 近 形式 . 

由 (2.3.32) 和 (2.3.33) 可 知 ， 处 于 经 典 de Sitter 相 的 宇宙 波 
国 数 是 一 个 振 划 函数. 这 表明 

(1) 各 种 尺度 因子 ‘de Sitter 宇宙 ) 痢 可 能 以 相同 的 几率 出 
现 } 

《2) de Sitter 宇宙 可 以 无 限 地 膨胀 下 去 .如 果 在 C2. 3. 11a) 中 

* 70D] 。 


Tmk 


6-3 
考虑 到 物质 场 能 - 动 张 量 的 重 整 化 , 在 基态 情况 下 ，(2. 3. 11a) 应 
写 为 


1 dC "1 
| i BB_ 量 — — .2, 
设 pp 二 0, 6 二 5， Wola=0)= 


0， 则 {2. 3. 34) 的 数值 解 如 图 所 
示 . 当 户 4 之 1 时 , 振幅 迅速 衰 
沽 ,这 相当 于 了 欧 夺 de Sitter 相 . 
当 Ha 半 1 时 ,振幅 衰减 很 乙 ， 
这 相当 于 无 限 膨 胀 的 滞 仑 兹 de 
Sitter 相 . 由 于 量子 欧 氏 相对 应 国 66 

于 隧道 效应 ,因此 H-H 的 量子 宇宙 学 提供 了 一 个 宇宙 从 "无 ?经 
过 量子 隧道 效应 自发 创 生 的 图 像 ， 


2 


3 宇宙 结构 的 起 源 


如 前 所 述 , 用 一 紧 致 4 维度 规 的 路 径 积 分 来 确定 宇宙 的 量子 
状态 , 这 可 看 作 超 空间 宇宙 波 函 数 的 边界 条 忻 , 而 这 个 超 空 间 包 
括 3 维 超 曲面 全 的 所 有 3 维度 规 和 物质 场 ，Haijwell 和 
Hawkng 把 以 前 的 超 空间 有 限 维 近似 推广 到 无 限 维 超 空间 , 严格 
给 出 了 两 个 均匀 各 向 同性 自由 度 的 小 赵 空 间 模 型 , 把 哈密 顿 中 其 
他 的 非 均 匀 、 各 向 异性 自由 度 精确 到 二 阶 项 ， 明 确 地 指出 , 各 种 
非 均匀 性 和 各 向 异性 模式 都 从 它们 的 基态 出 发 . 对 于 每 一 模式 都 
可 以 得 到 与 时 间 有 关 的 薛 定 廖 方程 . 这 些 模 式 一 直 处 于 基态 ， 直 
到 他 们 的 波长 超出 了 暴 胀 期 的 视界 线 度 .基态 涨 落 被 随后 的 膨胀 
进一步 扩大 . 可 以 得 到 一 密度 扰动 谱 ; 原 则 上 , 这 个 谱 可 用 来 解 灵 
当 河 系 和 所 有 其 他 结构 的 起 源 . 如 果 导 致 暴 胀 的 标量 场 的 质量 为 
104Gery 或 更 少 , 则 这 个 涨 落 与 微波 背景 辐射 的 观测 要 符合. 5 


§3.1 3 引 言 


微波 背景 辐射 的 观测 表明 , 宇宙 在 大 斥 度 上 是 均 勾 、 各 回 癌 
性 的 .但 字 宙 极 早 期 却 不 可 能 是 完全 均匀 和 各 向 同性 的 , 因 那 举 
旦 系 和 恒星 是 不 可 能 形成 的 . 在 标准 大 爆炸 宇宙 模型 中 , 用 来 产 
生 宇 宙 结 构 的 密度 扰动 不 得 不 假定 为 初始 条 件 . 在 暴 胀 宇宙 模型 
中 ,引起 宇宙 暴 胀 的 标量 场 的 基态 涨 落 可 能 导致 密度 扰动 . 最 简 
单 的 大 统一 暴 胀 模型 预言 的 密度 扰动 幅 太 大 ， 其 他 具有 不 同 势 的 
标量 场 模型 ， 有 一 些 原 则 上 可 以 得 到 与 观测 一 致 的 扰动 幅 , 引力 
波 模式 的 基态 涨 落 给 出 一 个 长 波 引 力 波 谱 , 与 观测 相符 合 一 一 由 

" FO3* 


这 一 波谱 得 到 的 衔 胀 期 险 动 常数 不 超过 普 朋 克 质 量 的 10“ 悦 . 

但 是 这 些 结 果 对 宇宙 起 产 的 解释 不 能 令 人 满意 ， 因 为 暴 胀 模 
型 并 设 肥 假定 暂 始 或 边民 条件. 特别 是 它 不 能 保证 存在 一 个 典型 
的 暴 胀 期 . 在 此 期 间 标 量 场 和 引力 波 模 式 均 处 于 基态 如果 没有 
宇宙 的 边界 条 和 件 , 目前 的 行 何 状 态 都 是 可 能 的 一 一 人 和 们 可 以 选择 
任 一 状态 ,然后 沿 者 时 间 逆 推 回 去 , 看 它 导 致 什 么 样 的 初始 条 
侍 . H-H 量子 宇宙 学 认为 ， 宇宙 的 边界 条 件 就 是 宇宙 没有 边界 . 
即 用 没有 边界 的 紧 致 4 维度 规 的 路 径 积 分 来 确定 宇宙 的 量子 状 
态 . 描述 宇宙 量子 态 的 波 函 数 多 是 无 限 维 空间 ( 超 空间 )W 上 的 
沙 数 ,这 个 超 空 间 包 括 3 维 超 曲 面 $ 上 所 有 的 3 维度 规 和 物质 场 
构 型 旬 ， 因为 波 表 数 不 明 最 地 依赖 于 时 间 , 所 以 它 满 足 有 零 能 薛 定 
得 方程 . 薛 定 廖 方程 可 以 分 解 为 动量 约束 , 这 意味 着 波 函 数 在 空 
间 上 的 任何 一 点 都 是 相同 的 ， 蔬 盘 数 由 路 径 积分 给 出 ， 这 一 要 求 
就 变 成 了 决定 罗 惟一 解 的 WW-D 方程 的 一 组 边界 条 件 . 

在 本 章 中 ,将 小 看 空 间 推广 到 引力 、 标 量 场 具有 更 大 上 且 由 度 
的 情况 ,严格 给 出 两 个 均匀 各 向 同性 自由 度 的 小 超 空间 模型 ， 把 
哈密 顿 中 其 他 非 殉 匀 各 向 异性 的 自由 上 度 精确 到 二 阶 项 , 在 更 出 
烈 震 荡 的 WW 区 域 , 采用 WKB 近似 把 波 哨 数 与 经 典 解 联系 起 来 ， 
由 此 引出 时 间 概 念 . 与 前 面 的 小 超 空 间 模 型 一 样 , 这 组 解 中 包括 
一 个 具有 长 暴 胀 期 的 解 . 就 经 典 解 的 时 间 参 数 而 言 ,引力 波 和 密 
度 扰动 模式 满足 退 硬 与 时 间 有 关 的 莅 定 证 方程 . 边界 条 件 意味 着 
这 些 模式 都 从 基态 出 发 ， 当 它们 仍 留 在 检 胀 相 的 视界 内 时 ,由 于 
膨胀 可 以 是 绝热 的 , 所 以 它们 仍然 处 于 基态 . 但 是 当 超 过 了 才 腾 
相 的 视界 时 它们 就 “冻结 "了 ， 直 到 再 进入 物质 为 主 时 期 的 视界 , 
随后 ,他 们 产生 引力 波 和 密度 执 动 谱 ， 这 与 微波 背景 辐射 一 致 . 
如 果 标 量 场 的 质量 是 普 朗 克 质 量 的 10”“ 倍 , 还 可 以 解释 星系 的 起 
源 . 因此 , 原则 上 路 径 积 分 定义 宇宙 量子 态 的 理论 可 以 解释 宇宙 
结构 的 起 源 :最终 解 释 不 是 来 自任 何 初始 条 件 ， 而 是 来 自 海 森 伯 
测 不 准 原理 决定 的 基态 量子 涨 落 . 


”Yod。 


8$3.2 广义 相对 论 的 正则 形式 


考虑 把 4 维 流 形 分 成 两 部 分 的 3 维 超 曲 面 5S. 在 S 的 邻 域 是 ， 
引入 坐标 纪 S 是 上 =0D 和 0 一 1，2，3)? 的 超 昌 面 . 如 前 所 述 ,， 度 

规 上 共有 展 式 (1.1.6): 
5 一 一 (YY — NN)dt+2Ndrdithdrdr’. (3.2.1} 


作用 量 “了 二 jc 十 Lydsrdt. (3. 2. 2) 
式 中 六 一 4 NCOCOWK, Koyth! 3R). (3. 2. 3) 
天 一 六 | 一 +2N, » | (3, 2. 4) 
Gi = 六 "Cp 2h) (3. 2. 5) 
在 有 质量 标量 场 中 ， 
_1 | 王位 弛 闻 
[= NA 引入 !| 写 2 寺 ; 汪 二 
MN! : a 
WE re] (3. 2. 6) 


在 广义 相对 论 的 哈密 顿 表 述 中 ,人们 把 总 ,和 场 鲁 作为 正则 
坐标 ,正则 苍 入 动 量 为 
aL 1 


r= hm KAIK), (3. 2. 7) 
动 ， 165 
a 1 Er Ty XP 
一 hr Es N | (3. 2.8) 
哈密 顿 为 HH = je, + zr LL — Ld 一 
[es + NHVdix, (3. 2. 9) 
ris ， 
式 中 五 ,一 16rrzzy ‘Gm 一 了 时 3R 和 二 
1 Il NS za Pap ary2 
Sh | Eth tm) ， (3. 2, 10) 


* FOD* 


a 
H'=— 2 h" ony (3.2. 11) 


A 
以 及 Co 一 ¥ (hashst hah — hhe). (3, 2. 12) 
量 六 入, 作为 拉 格 并 日 洋子 ,所 以 解 满足 
H'=0,， 3.2.13) 

运动 方程 为 

a 

2, rr : 

一 2 ， 2 (3. 2.15) 


如 前 所 述 , 宇 害 的 量子 态 由 一 个 该 函数 于 描述, 它 是 面 上 
所 有 3 维度 规 有 ,和 物质 场 呈 的 无 限 维 流 形 信 上 的 孙 数 , W 的 切 
矢量 为 SS 上 的 一 对 场 (3,,， pj)、 其 中 7, 可 看 作 度 规 ,的 无 穷 小 改 
变量 , py 可 看 作息 的 无 穷 小 改变 量 , 对 于 SS 上 N>0 的 每 一 选择 ， 
有 一 个 W 上 的 自然 度 规 (LN): 

ds? 一 Ba CA 十 ae | dx. (3. 3. 1) 

波 函 数 不 明 显 依赖 于 时 间 *， 因 为 上 只 不 过 是 通过 选择 不 同 
的 N 入, 值 可 给 以 任何 值 的 坐标 , 这 宕 示 满足 零 能 苹 定 调 方 
程 


HY=0, (3, 3 20 
算 符 五 是 经 典 哈密 顿 、 具 有 通常 的 代 换 关系 : 
; 0 

MTT) yh Tl) Oo HB CY 3.3. 3) 


因为 NN 和 六 是 两 个 独立 的 拉 格 朗 日 鞭子 , 所 以 苹 定 得 方程 可 分 
六 两 个 部 分 ,动量 约束 为 
H-¥= |N Hd 一 


7YO6。 


juan, | 一 BB dx = 0. 
[3. 3. 4a) 
这 表明 波 函 数 到 对 于 3 维度 规 和 物质 场 构 形 是 相同 的 薛 定 廖 方 
程 的 另 一 部 分 为 
HV=0. 《3,， 3, 4b) 


式 中 HH, = [Nid’z. 
(3. 3. 4b) 即 WW-DD 方程 . 我们 假设 五 ' 亚 二 0 具有 形式 


| 一 训 V SRTV)=0. (3. 3. 5) 
式 中 Y: 是 度 规 了 CN 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 , R 是 这 个 度 规 的 标 曲 
率 , 势 Y 是 
2 
vy jaaN|[— 3R 十 所 十 U dsx. (3. 3. 6) 


式 中 U=T" 一 3 式 ' 
常数 扎 可 看 作 宇 宙 常 数 4 的 重 整 化 ,我 们 假 迹 重 整 化 的 4 为 零 ， 
且 RR 的 系数 & 为 鹤 . 

对 于 S 上 NN 和 ,的 任 一 选择 , 任何 满足 动量 约束 和 WW-D 
方程 的 波 函 数 亚都 描述 一 个 可 能 的 宇宙 量子 态 ， 其 中 一 个 特 解 
是 以 路 径 积 分 表示 的 : 

Y= ae, Jar®jexp[— Tg,, $)]. (3. 3.7) 
式 中 7 为 欧 氏 作用 量 ( 设 入 为 负 虚 数 ). 可 以 把 43. 3.7? 看 作 W-D 
方程 的 边界 条 件 . 这 意味 着 当 睛 ,为 零 时 生 趋 于 一 个 常数 (可 归 一 
化 为 1). 


§ 3.4 未 受 扰 动 的 弗 里 德 堆 模型 
考虑 由 弗 里 德 曼 模 型 构成 的 小 超 空 间 、 颖 里 德 曼 度 规 为 


ds:—=ot— Nd oadni). C3. 4.1) 
* POF 


式 中 d(3 是 单位 3 球 度 规 . 为 了 方便 , 引 人 一 个 规 一 化 常数 上 = 
2/3xzz、 这 个 模型 包括 一 个 质量 为 ec 1m 的 标量 场 (v 2 re) 1%， 
其 质量 在 上 为 常数 的 超 曲面 上 是 常数 . 我 们 很 容易 将 其 推广 到 势 
为 了 ( 旨 的 标量 场 ， 其 中 包括 具有 高 阶 导数 量子 修正 的 一 些 模 型 . 
作用 量 为 


1 1 fdal:’ 1 lid#@: 
7 一 计 jene [| 轩 ] 一 襄 一 南 [ 壮 | + 
‘3. 4. 2) 
经 典 蚂 密 顿 为 
el 部 Ne 十 ai 一 公 十 239722 多 (3. 4. 3) 
_ ada ai dd 
式 中 。 tw 一 一 条 各 ' 二 和 各 (3. 4. 4) 
的 太一 0. 经 典 场 方程 为 
1 d$) 3dad$ ,yams 
总 [ 广 到 | 二 下 各 $0. (3. 4. 5) 
a ‘1 aqei ¢ 
NIN gm)- 一 和 ar 由 24| 9 | (3. 4.6) 
W-D 方程 为 
二 Ne-| 二 一 其 十 | 到 ay $) (3. 4.7) 
2 Da a 和 bE 
式 中 V=3 (em Ge'"), C3, 4. 8» 


且 a==lna, 我 们 把 (3. 4.7) 作 为 具有 坐标 (a, #8) 的 平 直 空间 中 位 的 
双 曲 方程 ,a 作为 时 间 坐 标 . 边界 条 件 是 当 一 一 ce 时 至 一 1 积 
分 (3. 4.7), 我 们 发 现 波 函 数 在 区 域 开 始 振 落 ( 这 个 已 由 数值 计算 
给 出 ). 可 以 由 碎 KB 近似 来 解释 波 函 数 的 振 萝 部 分 

Vo= Rel(Ce™ ). (3, 4. 9) 
式 中 忆 是 缓 变 振幅 , S 是 剧烈 变化 的 相位 . 选择 3, 使 之 满 丰 经 
典 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


五 Cr。， ARs 尼 ， $$) 二 人 0. (3.4.10) 
a5 ad 
式 中 一! 一 让 (3.4.11) 


人 


8 -3 一 ,4. 
= te 0., 《3. 4. 12) 
式 中 pr 是 度 夫 PC) 的 送 : 
f=e “diapg(—1, 1). 《3, 13) 
为 了 使 波 画 数 (3.4.9) 满 足 殉 -D 方程 ,只 要 有 
VC+2 入 二 eV 和 一 0， (3.4. 14) 


式 中 :为 度 规 六 的 拉 普 拉 斯 侦 和 我 们 可 以 忽略 上 式 中 的 第 一 
项 , 沿 着 矢量 场 X= 一 dg/dt 一 了 05169" 的 矢量 线 ( 与 经 典 解 对 应 ) 
积分 上 式 , 从 而 确定 振幅 CC， 
由 VV=0, |#1 半 1, da/dz 一 d gd 一 0 开始 , 波 郴 数 振 萌 部 分 
的 解 按 指数 规律 膨胀 : 
S$ =— $e"mlg| (1—m eg) 


— dew |$|, C3. 4. 15) 


3 
ml$|, “和 ~- 一 二 mr. (3.4. 16) 


经 过 量 级 为 gC |g | _ 册 的 时 间 之 后 ， 场 # 开 始 振 荡 ,， 频率 为 
M; 式 中 四 为 # 的 初 值 ， 此 后 , 解 变 为 物质 为 主 的 , 且 e 与 “成正 
比 脱 胀 ， 如果 存在 其 他 场 , 有 质量 标量 粒子 将 分 解 为 光子 , 且 e* 
与 如 ?成 正比 膨胀 . 最 后 此 解 会 达到 一 个 最 灰 半 径 ， 其 值 可 能 为 
exp (9 内/2) 或 exp(9 如 ) ;对 于 大 多 数 脱 胀 ,这 依赖 于 是 辐射 汐 主 
的 还 是 物质 为 主 的 , 此 后 用 类 似 的 方式 重新 收缩 . 


8$3.5 扰动 的 弗 里 德 时 模型 


假设 度 规 仍 取 (3.2.1) 的 形式 ， 只 在 右 端 乘 以 一 个 因 了 于 上 .3 
维度 规 具 有 形式 
=a 0, 二). (3.5.1) 
式 中 外, 为 单位 3 球 度 规 , 6 为 度 规 的 一 个 扰动 , 可 按 谐 函数 展 
。709 。 


2 1 
0 = D6 gm FQ + ban( PS + 


mi 


2 CO) 21 SF 十 

2dam (OP + Zadim CC 和 ]. (3.5. 2) 
系数 am …， am 都 是 时 间 上 的 图 数 , 不 是 空间 坐标 六 的 函数 ， 
人 (为 3 球 上 的 标量 谐 蔓 数 ， 忆 Cr 由 式 


-| D -+ 工 
一 3 人 《号 ， 5, 3) 


给 出 《这 里 除 :7 以 外 的 附 标 都 隐 去 了 ),，P, 是 无 迹 的 , P;==0,， 5S, 
由 式 
SS (3,5,44) 
给 出 ， 式 中 5, 是 横 矢 量 谐 函 数 S' =0.G, 是 无 迹 横 张 量 谐 函数 ， 
GGY 一 0. 下 一 节 我 们 详细 讨论 谐 函 数 和 它们 的 正 交 归 一 性 . 
时 称 ,\ 位 黎 和 标量 场 均 可 用 谐 沙 数 展 开 ， 
N = NL[l + 6-3 5 gnQ’,], C3. 5. 5) 


wy 一 所 7 >， L6 Dhan CPD, 十 
ni m 


全 2 pop CS, YE, |, 《3， 5. 8) 
1 
ot) 十 Qh, | 5. 
Le o | Fi of 1 C3, 5. 7) 


式 中 忆 = 二 [I/OGi 一 17jQ,. 为 了 简 北 ,下面 nx,，?， mm;o，e 都 用 nn 
表示 . 这样， 我 们 可 以 把 作用 量 用 各 (全 部 ? 阶 的 背景 量 a, #， yn 
的 项 展开 ,而 “扰动 * 则 只 到 2 阶 项 : 

T= (a, gs， No) 十 Dl. (3. 5. 8) 


式 中 I, 是 未 受 扰动 模型 (3. 4.2) 的 作用 量 , i 是 扰动 的 二 次 式 . 
我 们 可 以 用 一 般 方 式 定 多 共生 动 量 : 
A 二 一 No le* 站 十 2 阶 项 ， (3, 5. 9) 
zw 一 Ni te” 十 2 阶 项 ， (3. 5.10) 
申 了 本 


— Noe”| a ta ge) + 3e ,| C3, 5. 11) 


3 
所 , 
一 一 ! 3 时 一 4 h 1 .局 
m= No ew | brt aa, — Se 人 | ， 《3. 5. 12) 
和 =No ev (nd) (et dd, ~—e ja) £3.5.13) 
me — Noer(d,+ dad,), (3.5. 14) 
rr = No el f+ $3a,—g,)]. (3.5. 153 


方程 (3.5.97 和 (3.5. 107 中 的 2 阶 项 在 $3.7 中 给 出 . 哈密 顿 可 由 
动量 和 其 他 量 表示 
H= N[IH,+ DDH, 十 > 下] 十 
Dy RH + 4H ， (3. 5. 16) 
式 中 态 和 吾 的 下 标 0, 1, 2 表示 抗 动量 的 阶 数 ,S$S 和 TY 表示 阶 
密 顿 位 称 的 标量 和 矢量 部 分 . 覃 ,是 入 二 1 时 未 受 扰 动 模型 的 贻 
密 顿 ， 


工 。- 十 二 erm? 一 ee), (3. 5. 17) 


H,, = 2 


二 阶 哈 密 顿 为 
有 = oH = 2 CH tH + HY). 


一 】 
— 2 — 
| > ?十 8 一 人 记 | 弄 一 友 十 和 一 
Db 于 一 bas Ta 


ec[ 寺 | 于 一 号 | 必 十 一 -一 ?于 8+ 


式 中 SHis 一 二 e-*|[ 池 2+ 于 人] 十 


《xz 十 矿 十 


全 (一 0)a 忆 一 (22 一 1) 产 十 


ep 天 十 6c 六 下 十 
eeooz 多 | 了 3 一 Sp :| |， (3.5.18) 
. 711 。 


“Epo 一 ee 一 cl0e 十 br 十 -二 7 十 
Bes Be Tat Cn —d)er(2e" — 6e™m’ 1], 
(3. 5. 19) 
CE 一 二 e-(d(10m 十 6m3) 十 到 十 8gduram 十 
di| (Cn: le em 王 】 {3.5.20) 
一 阶 哈 窗 顿 为 


He = Se "(a (m3 2 nymy, 一 AT) 十 


mies (2f, $+ 3a, $7)— se Cn 一 二 二 + 


i 2 于 _ 
Camaralt (3.5.21) 
哈 窗 顿 的 位 移 部 分 为 ， 
SHBe "(nt + {at 6, rst 3 fm), 
【3. 5. 227 
“H* ,=e "Lz. +4(n:—4)c,r,]. 《3. 5. 23) 


经 典 场 方程 见 § 3,7. 
拉 格 郎 日 于 子 No，g,，&， jn 是 独立 的 , 所 以 零 能 柱 定 主 方 
程 
HY¥=0 (3. 5, 24) 
可 分 解 为 动量 约束 和 W-D 方程 . 由 于 动量 约束 是 线性 的 ,所 以 
算 符 的 阶 数 是 很 明确 的 . 于 是 得 到 


1 _ss1 2 4t 一 4), 
五 -有 一 一 本 3 | 过 一 [a+ 二 5. | 却 一 


闻 一 


如 局 
=0, (3.5. 25) 


"Fe 证 Tn de 过 但 =0. (3, 5. 26) 


对 于 每 一 个 =, 一 阶 哈密 顿 豆 " ,给 出 一 组 有 限 维 二 阶 微分 方 
程 . 为 了 所 需要 的 近似 ,我们 可 以 增加 一 些 93/9 的 线性 项 , 它们 
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的 影响 可 以 用 e* 的 香 琵 以 波 琐 数 来 补偿 ， 不 会 影 啊 不 同 观测 的 相 
对 几率 . 因此 ,我 们 可 以 忽略 这 些 不 确定 性 和 这 样 一 些 项 ， 

1 _， 3 3 i 

EN ot | rr + 

mre (2 $f, 3a, #7) — 

ee| (一 人 名 十 | wr 十 记 ] a | 更 一 0. (3. 5, 27) 
最 后 ,我 们 得 到 一 个 无 限 维 二 阶 微分 方程 

[Ho >》 GT 十 7PT t+ HY) =0. (3.5.28) 
式 中 五 是 未 受 扰 动 的 弗 里 德 曼 小 超 空 间 模 型 的 驳 -D 方程 中 的 
算 符 ; 


da: 


2 2 
一生 一 ee pr—er" | (3. 5. 29) 


以 及 sH,— Le- “| 一 | 广 a + —4),: :| 二 


2 2 1 

[Var Se = | 2+ sl 2 一 

永 - ea 元 去 一 8 Bm 天 

oa [去 已 -和 号 | a + 4 ?十 和 Go 一 4 Gb, 

es 

be 多 | a 一 S| '， (3. 5. 30) 
-下 


gc, + Ac (2e*— Gesm '# |， (3. 5. 31) 
1 _ 2 D2 


d2[ Cn? 1)e”— em? a (3. 5. 32) 


C3. 5, 28) 称 为 主 方程 . 它 不 是 双 曲 线 型 的 , 因为 在 每 个 * 
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中 都 有 正 的 二 阶 导数 2;， 在 His 中 也 有 正 的 二 阶 导数 2. 但 是 可 
以 用 动量 约束 (3. 5. 25) 代 换 对 的 偏 导 数 ,然后 解 关于 a, 一 0 的 广 
程 , 同样 , 用 (3. 5.26) 代 换 对 c, 的 偏 导数 ,然后 解 关于 6 一 0 的 
方程 这样， 便 可 得 到 一 个 关于 大 的 双 曲 方程 . 如 盯 知 道 了 a, 
0=c, 的 波 函 数 ， 便 可 利用 动量 约束 计算 nC 其 他 值 的 波 旺 数 ， 


$3.6 3 球 上 的 谐 函 数 


本 节 我 们 详细 讨论 3 球 $? 上 的 标量 .矢量 和 张 量 哈密 顿 的 一 

系列 性 质 . 3 上 的 度 规 为 到 ,， 所 以 线 元 为 
df:=f,drdr=dE 二 siniX(dF 二 sin’0d #). C3.6.1) 

附 标 中 用 一 小 竖 表 示 对 于 度 规 8, 的 协 变 导 数 。 附 标 :，;, 的 升 
降 均 用 度 规 局, 

1， 标量 请 炒 数 

标 草 球 谐 郑 数 Qi <X, 8, 各 是 5S3 上 和 拉 普 拉 斯 算 符 的 本 征 昭 
数 , 于 是 满足 本 征 方 程 


机 和 天 一 一 (一 1 生生 ， Nn 二 1， 2, 3, me {3. 6. 2) 
此 方程 的 最 一 般 的 解 是 

QIK 0, $) = 2) 2 ALOK, 0, (3. 6. 3) 
的 一 个 线性 组 合 , 式 中 A 是 一 组 任意 常数 , QQ 和» 的 显 式 为 

QCX, 0, 8) = [|, OOYm 0, #), 《3, 6. 4) 


其 中 Ym (9, 8) 是 2 球 5 上 通常 的 球 谐 函 数 ,，[| ;CX) 是 福 克 
(8ot) 的 谐 和 函数 , 球 谐 函数 Q% 对 于 SS 上 任意 标量 场 的 展开 ， 


构成 一 完全 正 变 集 . 

2. 矢量 谐 主 数 
横 矢 量 谐 部 数 是 S; 上 拉 普 拉 斯 算 符 的 矢量 本 征 耻 数 ,于 是 

它们 满足 本 征 方程 
St=— (ns 2)Sm ,n=2, 3, 4, (3.6.5) 


* ?4* 


和 和 权 条 件 
Ser 一 0 (3. 6. 6) 
(3. 6.5) 和 (3. 6.6) 的 最 一 般 的 解 是 


了 一 上 


SN OH) 一 人 > BalSOBCX, 9, $) (3.6.7) 


{=1 m= 一 1 


的 线性 组 合 , 式 中 B% 是 一 组 任意 常数 、(5,) 和 的 显 式 在 文 [19J 中 
给 出 ,那里 还 指出 ,可 按 奇 的 或 偶 的 将 其 分 类 ， 这样, 我们 有 两 


个 线性 独立 的 横 矢 量 谐 函 数 5S? 和 57. 
利用 标量 谐 函 数 Q 和 可 以 构成 第 二 个 矢量 谐 隙 数 (P,)h: 
P= Q,, nN 二 2 3 4 C3. 6.8) 


可 以 看 出 , 矢量 谐 函 数 P, 满足 
Pte=— (nn: 3)P,, 


P'=—Q&. 《3.6. 9) 
这 三 个 矢量 谱 瑚 数 S?, S$; 和 P, 对 于 3 上 任意 矢量 场 的 展开 构成 
一 完全 正 交 系 . 
3.， 张 量 谐 函数 


无 迹 的 横 张 量 洲 函 数 (G, 5， e, 有 是 3 上 拉 普 拉 斯 算 符 
的 张 量 本 征 函 数 , 于 是 满足 本 征 方程 


Gri 二 (nC GY, n=3， 4， 5 ， bi (3. D. 1 
和 横 的 无 迹 的 条 件 
GN=0, G**=0 (3, 6. 11) 


(3.6.10) 和 (3, 6.11) 的 最 一 般 的 解 是 


i 
GPXR, OB 一 DD GNX 0, PA. (3.6.12) 


式 中 如 为 一 组 任意 常数 ， 和 矢量 的 情况 类 似 ,， 他 们 也 可 以 分 为 
奇 的 或 偶 的 ，(G3) 和 和 CG) 三 的 显 式 已 由 文 [19] 给 出 . 
利用 矢量 谐 画 数 CS)% 和 (C5)5， 可 构成 无 迹 张 量 谐 葬 数 
《SD 和 CS5)% ， 奇 的 和 偶 的 均 为 ( 隐 去 附 标 了， my， 
Sy 《3. 6. 13) 
。7715。 


由 于 四， 是 无 迹 的 ， 故 一 站 另 庆 ， s, 满 足 


SS, 二 一 (Cn 一 4)3,， 《3， 6,.14) 
5S,, "= 0, (3. 6.15》 
St C= — (nm 6)5,,, (C3. 6.16) 


利用 标量 谐 晤 数 Qi ， 可 以 构成 两 个 张 量 { 久 ,5% 和 (CP,,)%( 脆 
去 附 标 i 二 ny}: 


Q,=30Q, n=1, 2, 3 (3. 6.17) 

P,=; QT 计 Q， n—2, 3, 4. (3. 6. 18) 
PP 是 元 迹 的 ,，P,' 二 0， 男 外 , 它 满足 

Po 一 一 总 (2 一介 己 ， (3.6. 19) 

Pi 一 一 0 一 7)P，， (3.6. 20) 

Po 一 二 (一 0Q， (3. 6, 21) 


以 上 六 个 张 量 谐 函 数 @,,， PP,， S55， S55 G3 和 G5 对 于 以 上 竹 
意 对 称 二 阶 张 量 场 的 展开 构成 一 完全 正 交 系 . 

4. 正 交 归 一 性 

标量 、 矢 重 和 张 便 谐 函 数 的 归 一 性 是 由 正 交 关 和 桑 式 决 定 的 ， 
用 dy 表示 S， 上 的 标 体 元 ， 即 


due=dix(det{d, ) =sinXsinddxdg9ds, C3.6,22) 
5 是 归 一 化 的 ， 其 

|auerer。 = B™ Bu Bo (3. 6. 23) 
这 表明 |dpCPOICP YI, = -FL Sh Bm， (3. 6. 24) 

2 

[dncPY(P), 一 生机 二 4 (3.6.25) 
奇 的 和 伪 的 5,5 者 是 归 一 化 的 ， 即 

JapCS. YS) = Bm" By du. 《3. 6. 26) 
这 表明 [EPICRL RR 一 2(2 dd. (3.6.27) 


* Pib* 


最 后 , 奇 的 和 侦 的 CC) 加 都 是 归 一 化 的 ， 即 
|axcG GY, = "6 6 . 《3. 6. 28) 


§ 3.7 作用 量 和 各 场 方程 


作用 量 (3. 5.8) 即 
了 一 La, go) 十 pT. (3.7.1) 


式 中 为 未 受 扰动 模型 的 作用 基 (3. 4. 2): 


2 
IT, = 一 二 |awee [大 er? MN, 十 mr’ 多 |， 
(3.7. 2) 
了 是 扰动 中 的 二 次 式 ， 可 写 为 
7 一 je 十 Ln"). (3.7. 3) 
4 


2 de (Cn 十 jn 【2 一 4]2 六- 


a |+ 


1 1 1 二 2_ 到 | 
nal Fn 4 及 | 十 


ni 2 
g.| 3 《天 一 十) 号 十 3 


呈 十 可 


:一 和)2 十 由 十 


8 一 4c 十 8dd 十 


i| 一 也 a2+6 性 + 6m 一 4)e:+6d | 十 
gn[ a6 二 C34 Ba) 十 


| 一 二 .一 子 2 一生 dg |— 
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202 一 26]j ， (3.7. 4) 


Ls= Noe 1 着 ( 户 +6a 由 ) 一 zz( 产 十 ba 扩 有 一 
- 
en 1) 3 | 条 一 me 风 | < :一 4p : 


4 4)c 4d | te 2 fg 十 


fF a | Be ， 
RE AN | 一 ? 六 和 #|. £3. 了。 5) 


re。 和 zt 的 表达 式 为 
已 ， An 一 4) 
一 中 | 一 o+ 5 att 已 ,六 十 
4 和 (2 一 44yeoc。 十 42.0 | 十 
好 >[- -一 Fa 十 
Bt{n: — 4) 


6(n: 一 4)c 十 6d | + 


5a.la. + & (30, — g) 十 到 人 (3.7. 6) 
一 4 


已 加 4 

m= 和 + 307 + 一 4 二 4 一 
d(x — 4 — 4di] | + Sr 8 — 
gu(f, + 3as $) — eR, fo]). C3. 7.7) 


由 作用 基 原 理 , 将 作用 量 (3.7.1) 分 别 对 每 一 个 场 作 变 分 , 便 得 
到 经 典 场 方程 ,分 别 对 a 和 # 取 变 分 , 得 到 两 个 场 方程 : 


drild dad 
N, lb Ee: 时 和 十 Nim?$ 一 2 阶 项 ， (3.7.8) 


No dr 
No 旺 [ 半 -| 二 5 如 一 Nie 一 这 (一 zx 十 4 一 
Nie-* 十 Nim? 多) 一 2 阶 项 . (3.7. 9) 


" ?718* 


分 别 对 抗 动 a,， 5， cc ，d, 和 5 取 变 分 , 得 到 五 个 场 方 程 : 


NT|e "+ 一 4 全 (a, 十 .7 十 


3ea(g 六 一 Nam’ $f,) = 
a , 
Ns| 3e 7 人 一 (2)e' je 二 


gg 1 [ee 
一 中 ” 
te dg 3 dz e N, (3.7.107 
下 一 
No 针 [e" 计 | $nt DD NBe'Catb,) | 
1 dr ， 有 开 。 
二 —1})Nie ‘gt No ris C3. 7.11; 
d ga Cn d 2 dn 
和 |e 食 ]= 夺 | 六 | {3.7. 12) 
dd ad, 名 立身 
NT[e RR |+ nD Nie qd_L-=0， (3.7. 13) 
dr 上 


MN 是 [er 区 ]+aerga 二 NECmzer 二 
(ni— le lf~—~e"(—2Nim’ gp Ee" ). 
(3.7.14} 
在 推导 方程 (3. 7. 10 一 14) 过 程 中 , 利用 了 场 方程 (3, 7.8~9), 并 
略 去 了 扰 动 中 的 三 阶 项 . 
分 别 对 拉 格 半日 乘 子 上 jr? En 和 mn 取 变 分 ， 得 到 一 租约 
束 . 对 有 和 7。 pi 得 到 动量 约束 ， 
- 拉 ? 一 人 一 
ci 53 ,十 3 六 9 一 一 (C3, 7.15) 
Ca 一 e “7 (3.7. 16) 
对 gs 取 变 分 ， 得 到 线性 哈密 赖 约束 : 
ga — + $+ ta) + Nm’ (2f, $+ 3a, 多 ) 一 


3 Nie -2 | 6 二 | 十 二 ja | 一 


“7 


各 Ge- 吸 , 十 2g.( 一 让 十 $Y). (3.7.17) 


了 
最 后 , 对 N。 取 变 分 ,得 到 哈密 转 约 束 , 我 们 把 它 写 为 


2 2 
er 一 入 + 第 -e+ |=2 阶 项 . £3.7.18) 
83.8 波 数 


上 由 于 扰动 模式 之 间 不 存在 耦合 , 所 以 波 函 数 可 表示 为 形 如 


= Re| ¥o ta, 区 ) | | Ye,$,a, ,6. eco 

Refee ‘3. 8.1) 

的 项 的 和 , 式 中 SS 是 a 和 多 的 剧变 函数 , C 是 所 有 变量 的 缓 变 函 
数 . 把 (3. 8. 1) 代 入 主 方程 (3. 5. 28), 同时 除 以 图, 得 到 

vi, (WV) ™ {《w 人 _ 


7 2 '™ 
- 强 -5 于 Ep 


va, VE HH 
训 D3 Yes I+ 十 2 2 


A 
eV a, $) = 0. 
式 中 Vi 为 小 超 空间 度 规 jf 一 


点 积 也 相对 于 这 一 度 规 . 
一 个 单独 的 扰动 模式 在 ‘3. 8. 2) 的 第 三 .第 四 项 中 不 给 出 有 意 


义 的 贡献 因此, 这 些 项 可 代 之 以 


(3, 8. 2) 
ediag 《一 1，1) 的 拉 普 拉 斯 算 符 ， 


_ Vow Va” 1 ve" 

芋 玫 [了 
Vo ] Va 

— (v5). > Ee -+ 十 [ rm | 
(3.8.3) 


为 使 ansatz (3, 8.1) 有 效 ， 必须 使 (3.8.2) 中 与 a BB Cr ds 


有 关 的 项 均 为 零 . 这 表明 
证 ，。 百 " ,, 
人 * 7 间 0 二 于 六 各 0 一 人 "， (3. 8. 4) 


P20 


[一 冯 了 8+e sy 十 377 Yo=0. C3. 8. 5) 
Wr 
式 中 = > rm “ 


在 相 剧烈 变化 的 区 域 ，(3. 8, 4) 的 第 二 项 与 第 一 项 相 比 可 
以 略 去 . 还 可 以 用 站 /ar， 35 /3 分 别人 代替 五 1; 中 的 x my 矢量 
X= fwaS/ 和 可 团 作 方 , 其 中 WKB 近似 更 对 应 的 经 典 弗 里 德 受 
度 规 的 时 间 参 量 . 这 样 , 疗 着 矢量 场 到" 的 矢量 线 , 对 于 每 一 个 模 
式 得 到 一 个 与 时 间 有 关 的 薛 定 户 方 程 : 


【mt 
2 =Hisp™. (3. 8. 6) 


方程 (3, 8. 5) 可 看 作 2 维 小 超 空间 模型 的 驳 -D 方程 ,其中 有 


一 个 由 扰动 引起 的 附加 项 地，J. 为 了 使 了 有 限 , 须 减 去 与 字 宙 


常数 4 的 重 整 化 相对 应 的 万 ): 基 态 能 量 ( 也 可 以 利用 普 朗 克 质 量 
m, 的 重 整 化 ). 
可 以 把 链 中 容 为 
Vo Ea, $a bas Pa, $c) WE a, §¢, d,). 
(3. 8,7) 
式 中 亚 丰 ，" 殉 中 和 ?下 分 别 满 足 5 恕 1,，" 太 "和 "H's 的 醇 定 证 方 
程 ， 


过 


$3.9 边界 条 件 


我 们 希望 能 找到 与 
Vhs B) = |a[ew dL Jjexp(— 1) (3. 9. 1) 
对 应 的 主 方程 的 解 . 式 中 积分 沿 所 有 紧 致 4 维度 规 和 以 3 维 超 曲 
面 S 为 边界 的 物质 场 . 如 果 令 参数 ae 为 绝对 值 足够 太 的 负数， 而 
保持 其 他 参数 不 变 ， 则 欧 氏 作用 量 之 将 按 e* 规 律 趋 于 零 . 因此 ， 


我 们 期 望 当 a 趋 于 负 无 穷 时 , 这 趋 于 零 、 
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可 以 从 路 径 积分 (3. 9.1) 鸽 计 扰 动 亚 "的 标量 ,矢量 和 张 量 部 

分 于" 和" 业 "" 的 形式 . 取 4 维度 规 gw 具有 背景 形式 
ds:=o:(— Nidi’+e” dfi}, (3, 9. 2) 

标量 场 加 为 $(1)， 再 加 上 一 个 由 会 + 的 变量 (gs) Bs， 让) ers dd 
描述 的 扰动 . 为 了 使 4 维 背 景 度 规 是 紧 致 的 ， 当 一 一 ce 时 度 规 
须 是 欧 氏 的 , 即 当 as 一 一 ce 时 六 必须 为 纯 负 虚数 ,此 时 取 作 + 一 
0. 在 摩 规 为 洛 仑 蓝 的 区 域 , N 将 是 正 实数 . 为 了 使 欧式 空间 到 洲 
仑 兹 空间 的 变换 是 光滑 的 , 取 NN 为 一 ie* 的 形式 , :一 0 时 p= 二 0. 
为 了 使 :二 0 时 4 维度 规 和 标量 场 是 正常 的 , 就 必须 使 上 一 0 时 a，， 
br crs dd 和 均 为 等. 

张 量 扰动 4, 有 欧 拓 作用 量 


ri = jada Da, 十 边界 项 . (3. 9. 3) 
式 中 "Dp=[ 一 是 高 呈 ] +Neoc-D]+ 
EN | |. (3. 9. 4) 


如 果 背 景 度 规 满足 背景 场 方程 , 则 土 式 最 后 一 项 为 替 ， 当 di, 满足 
方程 


TDa, =—=0 (3. 9. 5 
时 , 作用 量 就 只 剩 下 边界 项 
了 Fr ] 二 " ~ 2 
I = Cra, dod:). (C3,9,.6) 


按 qd. 的 路 径 积分 为 
jara.jem( 一 宁 ) 一 【detT 厂 7-Vzexpr 一 7 )， (3.9.7) 
沿 不 同 的 背景 度 规 积分 (3. 9. 7), 便 得 到 波 函 数 '“， 我们 期 
语 主 要 贡献 来 自 与 经 典 背 景 场 方 程 的 解 相 近 的 背景 度 规 ， 对 这 些 
度 规 可 采用 一 绝热 近似 , 令 a 为 时 间 : 的 缓 变 阔 数 ， 这 样 ， 
(3.9.5) 的 满足 边界 条 件 上 0 时 他 = 的 解 可 写 为 
» F224 


好 一 Ce” 一 es )， C3.9.8) 
式 中 vy 一 e "(n 一 17)23， 

= 一 iNodr. 
这 种 近似 对 于 满足 条 件 

记 |e Ge 
的 背景 场 是 成 立 的 . 一 个 正常 的 欧 氏 度 规 , 在 1 二 0 附近 有 
la/No| 二 e"， 如 果 度 规 是 背景 场 方程 的 一 个 欧 氏 解 ， 则 有 
avul<e 这 个 绝热 近似 当 =* 足够 大 时 成 立 , 在 相应 区 域 中 
背景 场 方 程 的 解 是 洛 仑 兹 的 ，, 可 采用 WKB 近似 . 这样 ， 疲 国 
数 T 炎 中 可 写 为 


TE Berp ' 一 | ge”eoth tr) -总 zer fd: | ， 

3, 0. 107 
在 欧 氏 区 域 , + 是 正 实数 ， 当 很 大 时 有 coth (lyr) 二 1， 在 采用 
WKB 近似 的 次 仑 兹 区 域 , r 是 复 的 , 但 仍 有 正 的 实 部 ; 当 很 大 
时 cothtzz) 侵 将 近似 为 1. 因此 有 


"y= Bexrp| 一 2 守 一 六 mewds | (3.9. 11) 
归 一 化 常数 B 可 取 为 1. 于 是 除了 一 个 相 因 了 于 之 外 ,引力 波 模 式 
在 WKB 区 域 处 于 基态 . 


现在 考虑 波 函 数 的 矢量 部 分 更 ”". 这 是 一 个 纯 规范 , 因为 c 
可 由 /参量 化 的 规范 变化 给 予 任 何 值 - 这 个 规范 变换 的 可 能 性 可 
由 约束 


e | 于 4(w 一 D0, 六 | 罗 =0 (3.9, 12) 
看 出 . 积分 上 式 得 到 
Vla, {c)) = lea— 2 一 4)co2s 01, (3.9.13) 
这 里 风 去 了 对 其 他 变量 的 依赖 性 . 也 可 以 用 :asyaa) 到 代替 亚 / 
am 这样 便 可 解 出 更 ”: 
"723 。 


“YO =exp| 2 (m7 —4)e: 全 | 3.9,14} 

标量 扰动 包括 张 嫩 扰动 和 矢量 扰动 行为 的 组 合 . 前 节 给 出 了 
作用 量 的 标量 部 分 . 它 决 定 于 经 典 场 方 程 (3.8, 10)，(3. 8.11) 和 
(3.8.14) 的 解 . 这 三 个 方程 有 一 个 3 参数 解 族 , 满足 边界 条 件 : 
二 0 时 a 一 刀 二 二 0. 还 有 两 个 约束 方程 (3.8,15) 和 (3. 8.17)， 
对 应 于 两 个 被 &, 和 8, 参量 化 的 规范 自由 度 . 对 于 方程 (3. 8. 10)， 
《3. 8. 11),， {3. 8. 147，(3.8.15) 和 (3.8.17) 的 解 ， 欧 氏 作 用 量 为 


ea 
[ ; | Cn ),; fF) 
如 -a +3 $a,f,+ ga, $f) 
1 _, 一 和 
Be k,l ww 二 本 二 所 | (3. 9. 15) 
这 里 利用 了 背景 场 方程 . 


令 gr 一 如 一 0 的 规范 是 最 简单 的 . 但 这 样 我 们 找 不 到 一 个 4 
维 紧 致 度 规 满足 上 面 三 个 场 方 程 和 两 个 约束 方程 令 as 一 包 一 0， 
解约 束 方程 (3.8.15) 和 和 (3. 8. 17), 得 到 
3 — Dagf,t $f Nim $f 
(722 一 4 关于 3 邮 
ipf ,Nm'gf .a— 3f, $C— a+ $y 
Ca 


3.9.16) 


下 一 308 1)e” 


《3. 9. 17) 
把 它们 代 和 人 (C3.8.14)，, 得 到 廊 的 一 个 二 阶 方程 
No Sie |+ Netmert Cw — ed,= 
er Nm gp Bea—e “$k,). (3.9. 18) 


当 很 大 , 可 下 次 利用 绝热 近似 来 估算 1 站 放 1 时 43. 9. 18) 的 


解 ， 
=AsnAivr)., {3.9.19) 


» od 


式 中 天 一 ez 一 1)， 因 此 ， 对 于 这 些 模式 有 
Sp a, $, 0 oo, favexp| 一 记 Ne“ 甩 一 序 : Fesf. | 


(3. 9. 20) 
这 是 基态 形式 (只 差 一 个 小 的 相 因 子 ). 当 a, 和 5 不 为 零 时 ， 
s 灾 中 的 值 可 由 积分 约束 方程 (3. 5. 25) 和 (3. 5. 27) 得 到 . 

张 量 和 标量 模式 从 它们 的 基态 开始 , 但 要 除去 # 很 小 的 情 
况 . 矢量 模式 是 纯 规范 的 , 因此 可 以 忽 路 . 所 以 总 的 扰动 能 量 为 
Hy" 
= 9 
当 不 考虑 基态 能 量 时 , 这 一 总 扰动 能 量 是 很 小 的 . 又 因为 = 
YS) J. 式 中 了 = 了 ,所 以 J 也 很 小 ， 这 表明 波 孙 


数 亚 , 满足 未 受 扰动 的 小 超 空 间 模 型 的 W-D 方程 , 相 因 子 5S 近似 
为 一 iln 和 ,然而 均匀 标量 场 模式 #$ 将 不 再 从 它们 的 基态 开始 ， 这 
有 两 个 原因 ,第 一 , :一 0 时 的 规则 性 要 求 mw 一 名 一 一心 = 六 一 0， 
但 不 要 求 #% 0. 第 二 , g# 的 经 殿 场 方程 具有 频率 为 常数 m 的 阻尼 
振 葛 形式 . 这 表明 绝热 近似 在 很 小 的 :内 是 不 成 立 的 ; 经 典 场 方 
程 的 解 # 近似 为 常数 . 这 些 解 的 作用 量 很 小 ， 大 的 |#| 值 也 不 豪 
减 . 因此, 从 大 的 | 让 值 开始 的 下 KB 具有 很 大 的 几率 . 他们 对 应 
于 那些 有 一 个 长 的 暴 胀 期 而 后 又 回 到 物质 为 主 膨胀 型 的 经 典 解 . 
在 含有 小 静 质 量 的 其 他 场 的 模型 中 , 物质 可 在 有 质量 标量 场 的 振 
荡 中 分 解 为 具有 热 谱 的 光子 . 然后 ,此 模型 像 辐射 为 主 的 宇宙 那 
样 膨胀 . 


Eo= 


$ 3. 10 扰动 的 增长 


张 量 模 式 满足 苹 定 请 方程 
FE TH Tm (3.10.1) 


入 sa 区 = 虽 站 - 


» F250 + 


F AS 8 
2 Sd Es WT 


di[ (n+ ler— 6erm’g]). (3. 10. 2) 
我 们 可 将 "更 '” 写 为 
， 
py expt 一 2a)exp| 一 2 ed? | 更 《3,，10, 3) 
利用 到 -DD 方程 的 WKB 近似 ,得 到 
[| 了 
2 = 了 “| 六 + 一 De* | S39.10.4) 


这 样 ， 上 式 具有 频率 为 v= tn’ 一 1)"*e “的 振子 的 苹 定 记 方 程 形 
式 . 初始 波 函 数 " 殉 i" 处 于 基态 ,而且 频 率 " 比 4 要 大 .在 这 种 情 
况 下 ， 可 利用 绝热 近似 来 说 明 衬 “保持 在 基本 状态 


一 六 nezd?|， (3.10. 5) 


TE exp 


当 vsxa 时 ,绝热 近似 失效 . 此 时 引力 波长 在 暴 胀 期 等 于 视界 
尺度 , 波 沙 数 也 将 冻结 : 


"pexp| 一 ne a 。 【3， 10. 0) 


式 中 a. 是 模式 超出 视 异 范围 时 的 we 值 . 波 函 数 于" 将 保持 
《3. 10. 的 的 形式 , 直到 模式 再 进 人 物质 为 主 或 辐射 为 主 时 期 的 视 
界 ， 此 时 “ 取 大 的 值 x.. 于 是 可 以 对 (3.10.4) 再 次 用 绝热 近似 ， 
但 " 业 ;" 不 再 处 于 基态 , 它 将 处 于 多 个 商 激 发 态 的 普 加 . 这 是 引力 
波 模 式 中 基态 涨 落 的 放大 现象 . 

标量 模式 的 行为 和 上 面 讨论 的 很 相似 , 但 由 于 规范 自由 度 的 
原因 , 它们 的 描述 是 相当 复杂 的 . 前 面 我 们 曾 用 路 径 积 分 的 方法 
估算 了 a 二 6, 二 0 时 的 波 函 数 * 委 ”在 绝热 近似 适用 时 ， 所 找到 
的 基态 形式 是 有 效 的 ;但 当 绝热 近似 不 再 适用 时 , 即 当 波长 超出 
暴 胀 期 视界 范围 时 , 这 种 有 效 性 也 就 不 复 存 在 了 . 为 了 讨论 随后 
波 函 数 的 行为 ,采用 一 阶 哈 审 顿 约束 (3. 5. 27) 求 估算 当 as 天 0 
一 扩 一 0 时 的 "到 扫 的 值 是 比较 方便 的 . 我们 得 到 

"726 。 


四 0)= Bexrplca: | Yi (a, a 
3.10.7) 
归 一 化 因子 B 和 相 因 子 忆 依 芒 于 a 和 #, 但 不 依赖 于 au: 


:I 


1 如 1 1 2 4 
C= 引 至 | 二 | 一 一 2" | (3. 10. 8) 


当 模式 的 波长 等 于 暴 胀 期 的 视界 线 度 时 ， 波 画 数 "更 "具有 形式 


n | ] 一 巡 外 2 
“exp| ~ Fy at|. (3. 10. 9) 
| 


式 中 y, 代表 模式 超出 视界 范围 时 y 二 (29/3a)(a9/ 弛 ) 1 的 值 ，y， 
二 3$,. 更 一 般 地 , 在 势 为 V( 四 的 标量 场 的 情况 下 , y= 二 6V CV/ 
和 ) -1 

把 刀 二 /二 0 代 和 标量 哈密 顿 *H1,， 且 分 别 用 动量 约束 
(3. 5.25) 和 一 阶 脸 密 顿 约束 (3.5.27) 代 换 帮 和 学 ， 可 以 得 


到 3” 的 醉 定 得 方程 ; 


FE - 
一 吉 一 = 了 | 一 入 十 eva 一 4 。 
， 2 1 看 
[3 上 | Wn, C3, 10. 10) 


式 中 忽略 了 志 阶 项 ， 与 二 比较 , 项 e"(a57ax) “是 很 小 的 , 但 在 营 


景 解 的 最 大 半径 附近 例外 ，*Ef" 的 藤 定 词 方程 与 "PI? 的 方程 
[ 即 (3.10.4?] 很 相似 ， 只 是 动力 项 乘 以 一 个 因子 yx， 势 项 除 以 
y， 因 此 , 我 们 希望 对 视界 范围 内 的 波长 iw 有 基态 形式 


exp| 一 二 y *e*a?] ， 像 (3.10.9) 那 样 . 另 一 方面 ， 当 波长 超出 视 


界 范围 时 , 藤 定 词 方程 (3, 10.10) 表 上 明王 ?和 将 以 (3.10.9) 的 形式 
冻结 , 一 直到 模式 再 进入 物质 为 主 时 期 的 视界 范围 . 即使 宇宙 的 
状态 方程 到 达 波 长 超出 视界 线 度 的 辐射 为 主 时 期 , “Ys? 仍然 将 
保持 为 (3. 10. 9) 的 形式 ， 标量 模式 的 基态 涨 落 放 大 ,其 方式 与 张 
重复 式 的 相似 . 在 重 返 视界 范围 时 ,标量 模式 的 均 方 根 涨 落 (在 
规范 5B, =f 二 9 的 条 件 下 ) 要 比 同样 波长 的 张 量 模式 的 均 方 根 潍 
"727。 


落 大 一 个 因子 y.， 
§3.11 实验 检验 


在 矢量 场 天 的 失 量 线 上 一 给 定点 ， 即 在 作为 经 暴 场 方程 解 
的 背景 度 规 中 给 定 的 c 和 # 由 有 和 "Ws" 可 以 计算 观测 到 不 
同 的 qd, 和 a 值 的 相对 几率 实际 上 , 对 外 的 依赖 性 是 无 关 紧 要 
的 , 可 以 忽略 . 于 是 本 以 计算 观测 被 波 背 景 各 向 异性 的 不 同 量 的 
几率 , 并 把 这 些 预 言 与 观测 上 限 进行 比较 . 

张 量 和 标量 扰动 模式 在 < 值 很 大 时 处 于 高 激发 态 . 这 表明 我 
们 可 以 把 它们 的 发 展 作为 一 个 整体 演化 来 处 理 , 演化 决定 于 2 


和 a, 初始 时 的 经 典 运 动 方程 . 忆 和 &, 的 初始 分 布 分 别 正比 于 
1 到 re 7 多 各 | 和 1 到 Pro set |， 当 模 式 重 返 视界 内 时 ， 分 布 集 


中 在 d==&, 一 0 处 . 

二 了 ,一 0 的 超 曲 面 为 暴 胀 期 金边 解 的 常 能 量 密度 面 .根据 
局 部 能 量 守 恒 ， 在 暴 胀 期 后 它们 仍 保 持 为 长 能 量 密度 面 , 此 时 能 
量 由 均匀 背景 标量 场 几 的 相关 振 葛 决定 . 如 果 标 量 粒子 分 解 为 光 
子 , 并 把 宇宙 如 热 , 则 包 一 六 一 0 的 面 是 等 温 面 . 这 样 , 微波 背景 
最 稀 朴 的 而 将 是 温度 为 了 的 超 曲面 ,可 以 认为 ,微波 辐 射 是 从 
这 个 面 传播 到 地 球 的 . 因此, 观测 到 的 温度 将 是 


i 
1 一 1 《3.11.1) 


式 中 z 是 上 述 超 曲面 的 红 称 . 不 同方 向 上 的 z 不 同 将 引起 观测 到 
的 温度 不 同 ， 忆 十 zx) 的 表达 式 为 

1 十 Z 一 上 os 《3. 11. 2) 
式 中 ,是 gg, 二 部 二 二 0 各 刀 二 所 二 0 时 常数 上 面 上 的 单位 落 矢 
量 , 1* 是 零 短 程 线 的 切 矢量 . 沿 着 观察 者 的 过 去 光 锥 ， 可 以 计算 
lrny 的 演化 : 


号 [era 一 mol (3.11.3) 


* F286"* 


式 中 为 零 短程 线 上 的 仿 射 参量 ,new 的 非 零 分 量 为 
ny = er + D+) FQ + 


Dt eb)P, + Dd + dad)G, |. 


(3.11.4) 
在 我 们 采用 的 规范 中 , 在 视界 上 尺度 上 ，(3.11.4) 中 主要 各 问 蜡 
性 项 是 含有 aa. 和 ad, 的 那些 项 . 他 们 给 出 具有 形式 
AT/AT) DD (a3) 或 二 (qi) (3. 11. 5) 
的 温度 各 向 异性 , 在 视界 尺度 上 , 对 各 问 异 性 有 责 献 的 模式 数目 
具有 wi 的 量 级 . 我 们 得 到 


di y sn le ™, 《3. 11. 56) 

‘di) =n le +, (3.1].7) 
对 各 向 异性 的 主要 贡献 来 自 标 量 模式 , 由 此 得 到 

人 (3. 11, 8) 


但 是 me- sa.， 是 现在 视界 尺度 的 哈达 党 数值, 《( 人 了 六 的 
观测 上 上 最为 10-*, 这 要 求 哈 勃 常数 小 于 5X10- mo， 从 而 限制 标 
量 场 的 质量 小 于 104Gev. 这 就 是 说 ,如 果 标 量 场 的 质量 为 10 
Gev 或 更 小 , 则 我 们 讨论 的 扰动 (由 初始 基态 增长 起 来 的 扰动 ) 便 
与 微波 背景 辐射 的 观测 结果 相符 . 

前 面 我 们 计算 了 常 时 间 , 常 密度 超 曲 面 的 标量 扰动 ， 在 那样 
的 规范 里 , 没有 密度 变化 , 但 是 我 们 可 以 对 a 二 b= 二 0 的 规范 作 
一 个 变换 ， 当 波长 进入 视界 范围 时 , 密度 涨 落 为 
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由 于 和 &, 仪 以 对 数 形式 依赖 于 扰动 的 波长 , 于 是 上 式 给 出 一 
个 大 范围 的 密度 涨 落 谱 . 这 些 密度 涨 藩 可 以 按 经 典 的 场 方程 演 
化 , 直到 能 够 解释 银河 系 和 我 们 观测 到 的 其 他 宇宙 结构 的 形成 . 
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虫 洞 波 谐 


在 半 经 典 近 似 中 , 虫 润 可 看 作 经 典 欧 氏 场 方程 的 荐 . 但 是 这 
些 解 相当 特殊 , 且 仅 对 于 某 些 类 型 的 物质 场 才 存在 . 男 一 方面 ， 
可 把 虫 洞 描述 为 具有 适当 边界 条 件 的 下 -了 D 方程 的 解 . 含有 无 质 
景 标量 场 的 小 超 空 间 模 型 可 给 出 这 些 解 的 不 连续 波谱 . Giddings- 
Stromnger 瞬 子 解 对 应 于 无 限 多 这 种 解 之 和 . 在 有 质量 标量 场 的 
小 超 空间 模型 中 , 也 显示 出 具有 给 定 浙 近 形式 解 的 不 连续 波谱 ， 

虫 洞 是 由 一 获 罕 管道 式 喉 连接 的 两 个 太 区 域 构成 的 欧 兵 度 
规 . 宕 观 虫 洞 也 许可 以 为 时 洞 的 完全 蒸发 和 消 朱 提供 机 制 ， 而 微 
观 虫 洞 似乎 会 对 物理 常数 , 尤其 是 宇 军 常数 有 重要 影响 中 虫 润 
主要 作为 经 典 欧 氏 场 方程 的 解 ( 瞬 子 ) 来 研究 ， 它们 是 半 经 典 处 理 
方案 的 基础 . 在 这 类 方案 里 ， 人 们 作 了 稀薄 虫 润 近 似 , 即 忽 上 略 和 连 
接 相 同 大 区 域 的 不 同 虫 洞 端点 之 间 的 相互 影响 . 

但 是 实 的 类 虫 润 解 只 在 几 种 特殊 的 物质 场 情况 下 才 存 在 (人 多 
许 Riecl 张 量 育 负 的 本 征 值 ;. 这 些 物 质 场 不 包 搬 极 小 偶合 标量 场 
(除非 它 是 纯 喜 的 ), 但 包括 反对 称 张 量 场 ; 在 4 维 情况 下 , 张 量 场 
的 场 方 程 等 就 于 标量 场 的 方程 , 在 4 维 情况 下 没有 电磁 场 虫 润 
解 ， 而 有 Yang-Miils 解 , 但 是 这 些 解 一 般 不 是 作用 量 的 局 域 极 小 
值 . 因此 , 它们 对 半 经 典 近 似 的 贡献 还 不 清楚 . 也 存在 有 作用 量 
局 域 极 小 值 的 Yang -Mls 解 ,， 但 它们 只 存在 于 Yang-Mills 场 没 
有 同 任 何 场 而 合 的 情况 ,此 外 ,这 些 解 具有 此 个 普 朗 克 单 位 尺度 
的 极 大 喉 . 这 使 人 们 很 难看 到 虫 洞 如 和 何 把 所 有 在 宏观 黑 福 蒸发 时 
失去 的 粒子 和 信息 带 走 . 

可 能 有 人 因此 俱 说 , 侈 女 在 物质 组 成 允许 虫 洞 瞬 子 的 风 种 非 
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常 受 限制 的 理论 中 ， 虫 洞 才 重要 . 如果 这 样 ， 则 将 难以 使 人 相信 
虫 洞 是 黑 润 车 发 的 机 制 . 因为 这 一 过程 对 于 任何 物质 组 成 , 甚至 
除了 引力 场 没 有 物质 都 会 发 生 . 这 样 还 会 在 能 否 用 虫 洞 解释 宇宙 
常数 取 值 的 问题 上 产生 疑问 . 

基于 以 上 考 虚 , 秆 金 提出 一 个 不 同 的 研究 方法 ， 即 不 把 虫 洞 
看 作 经 典 欧 场 方程 的 解 , 而 看 作 是 WW-D 方程 的 解 . 波 函 数 必 须 
满足 某 些 边界 条 件 , 以 便 描 述 虫 渔 . 边界 条 件 是 :对 于 太 的 3 维 几 
何 , 波 函 数 指数 总 藏 ， 当 3 维 几 和 何 册 缩 至 零 时 , 波 胃 数 以 某 一 通 
当 的 方式 成 为 规则 的 , 下 面 我们 要 讨论 遵守 边界 条 件 的 克 -D 方 
程 解 的 不 连 急 波谱. 我 们 用 含有 标量 场 的 允 -D 方程 的 小 超 空间 
解 来 说 明 这 一 点 . 含有 无 质量 标量 场 的 一 连续 解 簇 ,对 应 于 
Giddings 和 Strominger 发 现 的 肯 子 解 . 在 无 眼 远 处 波 函 数 是 误 
减 的 , 但 是 在 零 半径 附近 它们 无 限 地 据 葛 ， 这 些 解 可 以 摘 述 为 不 
连续 解 簇 的 无 四 项 和 ， 它们 在 无 限 远 和 半径 为 零 处 都 有 好 的 行 
为 . 在 有 质量 标量 场 的 情况 下 , 也 可 以 近似 地 构造 出 这 些 解 . 对 
它们 的 渐 近 形式 ,我 们 将 给 出 明显 的 表达 式 . 


84.1 边界 条 件 


在 稀薄 虫 洞 近似 中 , 可 以 把 每 一 个 虫 洞 分 立地 当做 连接 两 个 

渐 近 欧 氏 区 域 的 虫 洞 来 处 理 . 因 些 , 我 们 要 讨论 丘 扑 为 RXS' 的 
欧 氏 度 规 , 在 Ri 的 每 一 终点 处 , 它 是 渐 近 欧 氏 的 ,为 此 , 和 要 计 
算 格 林 函 数 

COT Pra) By gy) 六 4.1.1) 
式 中 xi， xz … 和 yy "是 远离 虫 洞 的 两 渐 近 人 区域 中 的 点 . 在 
平 直 空间 中 , 点 zz， 和 和 3， ys 实际 上 可 以 取 为 无 限 远 ， 
通过 引入 虫 洞 态 的 完全 系 

cr OB rs dy 7 及 (3 一 

> OBEr ge re By x CP, $y DBC YY: 10， 


《4. 1. 2) 
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( 式 中 10) 是 没有 虫 洞 的 真空 态 , 而 | 和 i;) 是 虫 洞 态 的 完全 系 ), 便 
可 以 将 格林 函数 分 解 因 式 . 

这 些 | 刍 ,上 忠 洞 态 是 什么 ? 令 5 为 分 离 丙 个 浙 近 网 氏 区 域 的 3 
维 曲 面 ,于 是 忠 洞 量子 态 可 以 描述 为 波 函 数 下 ,Ca 和 加)， 它 依赖 
于 3 维度 规 妈 ,和 物质 场 加 . 这 被 咀 数 在 所 有 有 限 非 零 的 3 维度 规 
h,, 处 满足 到 -DD 方程 和 动量 约束 方程 


HY,= | — 训 7 Ch nh — ,hm ) 


全 
Sh SR 
mah! 0R 十 二 ieT| $,, —1 | | . 
2 S$o 
Vth, $=0, (4. 1. 3) 


Hw,=| —2m| 元 | 十 


7"| 页， 一 ， BE | | 加 (os 页 ) 一 由 (4. 1. 4) 


但 是 如 果 这 个 波 函 数 对 应 于 虫 洞 而 不 是 其 他 种 类 的 时 空 , 它们 还 
将 满足 3 维度 规 ,退化 或 者 变 为 无 限 大 时 的 边界 条 件 . 

刀 , 退 化 时 的 边界 条 件 描述 4 维度 规 非 奇异 这 一 事实 . 在 所 有 
3 维度 规 的 超 空间 中 这 些 边界 条 件 将 是 什么 还 不 清楚 ， 但 是 在 小 
超 空 间 模 巷 中 , 正如 下 面 要 考虑 的 , 波 函 数 应 该 是 规则 的 或 者 
(依赖 于 因子 顺序 ) 舱 a 接近 零 而 变 为 半径 4 的 寡 的 形式 , 它 当然 
不 应 该 振荡 无 限 多 次 . 

当 如 足够 大 时 , 边界 条 件 应 表示 4 维度 规 是 渐 近 欧 氏 的 .这 
可 以 解释 为 : 渐 近 态 中 没有 引力 激发 ， 如 果 在 渐 近 区 域 也 没有 物 
质 激发 的 边界 条 件 , 谣 将 得 到 “基态 "或 真空 变 函 数 更 。 和 无 边界 
波 函 数 相 似 , 由 路 径 积分 可 以 得 到 真空 波 函 数 ， 

(py $o) = |d[eea[g]e "mn C4. 1. 5) 

在 无 边界 状态 的 情况 下 , 路 径 积分 是 沿 所 有 给 出 的 紧 致 度 规 和 物 
质 场 的 . 但 在 真空 态 情况 下 ， 路 径 积分 遍及 所 有 的 欧 氏 度 规 和 所 
有 在 无 限 远 处 为 堆 或 者 规范 为 零 的 物质 场 . 

在 小 超 空间 模型 中 ,无 边界 波 函 数 以 e 的 形式 随 a 的 增 大 
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而 增 大 , 其 中 a 是 3 维 曲 面 8 的 半径 ; 另 一 方面 ,真空 态 波 函数 
对 于 足够 太 的 a 以 e-““ 的 形式 随 a 的 增 大 而 减 小 . 这 一 不 同 是 
由 于 引力 作用 黄 中 的 主要 项 是 表面 项 
一 2 dir/ Rk. (4, 1, 6) 

式 中 下 是 曲面 5 外 法 线 2 形式 的 迹 ， 在 无 边界 波 函 数 的 情况 下 ， 
零 物质 场 稳 态 度 规 是 半径 为 & 的 3 维 球 内 平 直 空 间 . 外 法 线 发 
散 , 作用 量 为 负 的 . 这 使 得 无 边界 波 函 数 随 着 3 维 曲面 尺寸 的 增 
大 而 增 大 . 另 一 方面 ,真空 波 函 数 的 稳 态 度 规 是 半径 为 < 的 3 维 
球 外 部 平 直 空间 . 外 法 线 收 敏 ,作用 量 为 正 的 , 在 大 半径 a 处 波 
函数 衰减 . 

然而 , 对 于 小 超 空 间 模 型 存在 另 一 个 到-D 方程 的 解 , 在 < 一 
0 处 也 是 规则 的 , 在 大 半径 外 也 衰减 ， 此 时 某 些 解 可 以 描述 为 具 
有 守 便 量子 流 的 解 的 渤 加 , 这 些 解 不 能 与 紧 致 4 维 几 何 隔 离 ， 因 
. 为 那样 通 量 将 为 零 . 在 大 半径 处 的 行为 表明 ,这 些 解 是 渐 近 欧 氏 
的 , 而 且 在 s=0 处 是 非 奇异 的 . 这 样 。 这些 解 应 该 对 应 于 连接 两 
个 渐 近 欧 氏 区 域 的 虫 洞 . 

借助 于 S3X 豆 : 拓扑 室 间 所 有 度 规 上 的 路 径 积分 ， 可 以 定义 
虫 洞 的 基态 . 在 R' 每 一 终点 处 ,路 径 积分 中 的 物质 场 将 规范 为 
零 . 这 意味 着 虫 洞 波 函数 与 真空 态 波 画 数 是 等 同 的 , 由 遍及 所 有 
渐 近 欧 氏 度 规 和 所 有 渐 近 零 质量 场 的 路 径 积 分 给 出 ， 另外, 在 a 
二 0 处 规则 , 在 大 半径 处 衰减 的 其 他 多 -DD 方程 的 解 可 以 解释 为 
虫 洞 的 “激发 态 ”， 在 文 L20] 中 , 把 这 些 解 解释 为 闭 宇宙 的 激发 
态 . 这 是 因为 在 小 a 处 波 函 数 振 划 ,所 以 对 应 于 洛 仑 兹 的 闭 佛 里 
德 曼 度 规 . 同样 可 以 认为 , 大 a 处 指数 形式 的 波 函 数 对 应 于 欧 氏 
虫 洞 度 规 ， 实际 上 , 虫 洞 度 规 是 佛 里 德 曼 度 规 的 解析 延 拓 . 

虫 润 激发 态 的 波 函 数 也 可 以 由 路 径 积 分 描述 ， 路径 积分 中 的 
度 规 是 渐 近 欧 氏 的 , 这 意味 着 这 里 没有 渐 近 的 引力 激发 . 但 是 在 
无 限 远 处 物质 场 有 场 源 , 可 以 解释 为 存在 有 穿越 虫 洞 的 物质 粒 
子 . 这 里 ; “在 无 限 运 处 ” 意 指 与 虫 洞 特 有 尺度 相 比 的 大 距离 . 这 
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适 册 于 计算 低能 格林 函数 的 源 , 也 适用 于 稀薄 虫 洞 近 似 下 其 他 虫 
洞 的 有 效 源 . 我 们 可 以 把 稀薄 虫 洞 近似 解释 为 虫 洞 是 “ 即 索 ”on 
sell)， 于 是 有 关于 W-DD 方程 的 边界 条 件 : 至 少 在 小 超 空间 情况 下 
允许 解 的 惟一 一 个 分 立波 谱 . 然而 ， 当 超出 稀薄 虫 涧 近似 时 , 或 
者 探讨 相互 靠近 的 虫 洞 时 , 就 要 在 对 格林 函数 分 解 因 式 的 态 中 包 
会 "高 充 "(off sell) 虫 润 态 的 连续 访 . 


$4.2 具有 无 质量 标量 场 的 小 超 空间 模型 


我 们 讨论 形式 为 
ds =o N: (Cd 二 4a:(t) dn ] (4,2.1) 
的 度 规 , 工 中 一 227 3x, dn23 是 单位 半径 3 维 球 的 度 规 . 如 果 六 
为 虚数 ,这 是 佛 里 德 曼 宇宙 的 洛 仑 兹 度 规 , 当 NN 为 实数 时 , 这 是 
欧 氏 虫 洞 度 规 . 但 是 W-D 方程 的 解 不 依 束 于 六 和 + 于 是 根据 波 
是 振动 的 或 指数 形式 的 , 分 别 解释 为 佛 里 德 曼 宇宙 或 虫 润 . 
首先 考虑 零 质 量 最 小 耦合 标量 场 贡 W-D 方程 为 


1aa 1 了 

| 去 却 a 了 源 一 je 人 a， 有) 二 0 ， (4. 分 ， 2) 
其 中 因子 顺序 在 小 超 空 间 坐 标 变 搞 下 是 不 变 的 , 于 是 可 以 令 

Vea, $¢)=ctaye', {4. 2, 3) 
来 分 离 变量 , 其 中 

本? 1 de ?| 

和 十 过 全 十 | 二 一 < | C4. 2,4) 
两 个 独立 的 解 为 

Ja $e | 《4. 2.5) 


可 以 找到 这 些 解 的 线性 组 合 , 在 大 的 半径 a 处 以 e… “形式 变化 , 
但 在 接近 4 二 0 处, 解 以 a+* 形 式 变 化 , 于 是 它们 振动 无 限 多 次 . 
这 些 解 是 量子 力学 算 符 到 = 一 ; 怠 的 本 征 态 ， 本 征 值 为 经 


典 地 ， 
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mr 一 六 ai ¥. (4. 2. 6) 


于 是 这 些 解 枚 带 一 守恒 的 标量 流 g==2x 渤 , 其 中 
9g 一 ‘| $3ud07. (4. 2.7} 


它们 将 在 a 处 据 东 (0 过 4a 二“), 在 这 些 区 域 , 它们 可 以 解释 为 对 
应 于 具有 标量 流 9 的 经 典 演 仑 就 - 佛 里 德 曼 解 .这 些 解 将 从 4 二 0 
膨胀 到 最 太 半 径 a 二 (9/2z) 忆 ,并 上 再 次 收 弦 到 44= 二 0. 在 a==0 附 
近 无 限 多 数目 的 波 函 数据 动 对 应 于 最 初 和 最 终 佛 里 德 曼 解 的 奇 
点 ， 

当 a>k， 波 函 数 将 以 e “的 形式 指数 地 衰减 ， 这 表明 它 
们 对 应 于 渐 近 欧 氏 经 典 解 , 半径 e 的 下 限 有 人 和 非 零 标量 流 4 的 
存在 表明 解 具 有 连接 两 个 渐 近 欧 氏 区 域 的 忠 洞 的 形式 . 对 于 实 的 
*y， 在 欧 氏 和 解 中 乡 的 梯度 将 是 虚 的 , 这 意味 着 标量 场 的 能 - 动 张 量 
将 和 在 欧 氏 部 分 上 为 实 的 标量 场 的 能 - 动 张 量 反 号 . 经 典 欧 氏 解 
和 Giddings 与 Strominger 发 现 的 解 相 同 , 恰恰 是 会 有 实 多 的 经 
典 佛 里 德 最 解 的 解析 延 拓 ， 

在 虫 洞 的 半 经 典 方案 中 , 我 们 考虑 作为 经 典 欧 氏 解 的 栈 子 ， 
如 果 要 求 物 上 质 场 是 实 的 , 这 样 的 解 仅 在 反对 称 张 量 场 或 Yang- 
Mills 场 的 特殊 情况 下 才 存 在 . 在 纯 引 力 的 情况 下 它们 不 存在 . 
这 表明 ， 对 于 宇宙 常数 问题 ， 虫 洞 不 是 一 般 解 ， 另 一 方面 ,在 量 
子 力学 波 函 数 方案 中 ,人们 可 以 期 望 ， 对 于 所 有 合理 的 物 广 形 
式 , 在 在 满足 适当 边界 条 件 的 到-D 方程 的 解 . 

当然 上 面 给 出 的 解 不 满足 ea=0 处 的 规则 性 条 件 . 但 我 们 将 
表明 ， 有 另外 一 类 到 - 方程 的 解 ， 它们 在 入 一 人 处 是 规则 的 ， 并 
在 大 a 值 处 是 训 减 的 ,在 小 趣 空间 中 , 我 们 引信 一 新 的 坐标 ,更 
义 为 

=asinhg, y—=acoshet. (C4. 2.8) 
此 时 克 -D 方程 变 为 
Ee 于， 之 , 992 
" F390. 


这 是 能 量 符号 相反 的 两 个 谐振 子 的 方程 . 其 解 在 原点 处 规则 ， 且 
在 无 限 远 外 衰减 , 怡 为 两 谐振 子 波 函数 的 乘积 ， 

V=, (rE,(y). C4, 2. 10) 
式 中 .x)= (2) HH, (Crye ”2, 《4. 2.11) 
这 些 谐 振子 解 ， 以 下 用 | 六 表示 , 构成 到 -DD 方程 解 的 基础 , 它们 
在 原点 处 规则 , 在 无 限 运 处 衰减 . 于 是 在 W-D 方程 的 对 称 性 下 ， 
它们 必须 可 以 相互 转换 这 可 以 看 作 是 xy 平面 内 的 党 仑 兹 变换 ， 
由 Killing 矢量 过 二 ya3/ax 十 x3/3y 生成 . 我 们 可 以 用 两 个 谐振 
子 的 沥 灭 和 产生 算 符 来 表示 ， 采 用 

1 


一 一 一 (Ce 一 0 )， <4. 2. 12) 

”vz 

2—_1 [2 一 GT }. 【4, 2. 13) 

x VF 
对 称 生 成 元 天 一 ff 为 

= ary a ). (C4. 2, 14) 
我 们 可 以 按 谐 振子 态 , 用 上 式 来 表示 天 本 征 态 , 反之 本 然 , 令 

| = Djc lk) |n). (4. 2. 15) 
用 天 作用 之 ,得 到 

1kes >= CA le OT— He 1 ct. 2. 16) 


可 以 由 c,() 用 递 推 的 方法 得 到 co) ,而 cot 由 规则 化 来 确定 ， 
用 超 几 和 何 函 数 下 表示， 得 到 


cr 有 一 (一 Lasech| 3"k|F| 一 如 二 十 于 直 112| 一 
rsech| 到 F| 一 天 ， 言 一 吝 &112| ， 


C4. 2.17) 

这 是 所 是 洲 的 奇 或 偶 的 次 多 项 式 . 因此 ,我们 可 以 把 奇异 的 天 

本 征 态 看 作 无 限 多 规则 谐振 子 解 的 迭 加 .类似 地 , 谐振 子 解 可 认 

为 是 不 同 天 本 征 态 的 迁 加 ， 就 像 波 动 方程 的 波 包 解 可 被 看 作 平 
” 730， 


面 波 的 迭 加 一 样 . 于 是 ,谐振 子 解 可 以 解释 为 经 典 解 的 相 于 态 . 
售 有 共 形 不 变 标 量 场 # 的 小 趣 空 间 模 型 ， 存在 谐振 子 解 的 类 

似 的 不 连续 波谱 . W-D 方程 为 

3 _2 

a: dé 
式 中 二 a$. 这 一 方程 显然 有 a 和 的 谐振 子 解 . 然而 人 们 总 可 
以 利 下 一 个 自由 度 做 一 度 规 的 共 形 变换 , 来 建立 看 合 于 引力 的 共 
形 标量 场 和 最 小 标量 场 之 癌 的 等 价 性 . 在 目前 的 情况 下 , 由 定义 
新 的 半径 和 标量 场 


d=a vl $=arctanh$, (4. 2. 19) 
可 以 看 到 这 种 等 价 性 , 用 这 些 新 变量 , W-D 方程 就 和 最 小 无 质量 
标量 场 的 方程 一 样 了 ,于 是 存在 有 天 本 征 态 解 . 在 ae= 王 0 处 这 些 
解 是 奇异 的 ,它们 是 解析 延 拓 了 的 欧 氏 虫 洞 瞬 子 中 < 一 0 处 的 奇 
点 . 在 $ 一 土 1 处 , 它们 也 是 奇异 的 ， 这 对 应 于 在 $== 土 1 处 牛顿 
引 为 常数 变 为 无 眼 大 且 改 变 符 号 , 但 在 4 二 0 和 #= 土 1 处 谐振 于 
解 的 行为 都 是 好 的 . 这 样 ,它们 可 在 有 共 形 不 变 标量 场 的 理论 中 
提供 一 种 虫 洞 的 量子 力学 描述 . 


—a 二 |=0. 4. 2. 18) 


8$ 4.3 有 质量 标量 场 的 小 超 空 间 模 型 


共 形 不 变 的 和 无 质量 的 最 小 耦合 标量 场 都 是 相当 特殊 的 物质 
形式 . 对 于 其 他 的 物质 形式 ， 是否 存在 4 二 0 处 规则 ,大 半径 处 衰 
减 的 W-D 方程 的 解 ? 很 难 完全 有 信心 地 回 管 这 个 问题 , 因为 人 们 
显然 不 能 得 到 封闭 形式 的 .明显 的 严格 解 ， 即使 在 具有 非 零 自 灶 
合 势 5( 昌 的 最 小 耦合 标量 场 这 一 简单 情况 下 . 但 是 , 对 于 有 质量 
标量 场 的 情况 ,人们 可 以 找到 明显 的 渐 近 解 ， 而且 类 似 的 构造 方 
法 对 于 相当 任意 的 势 都 是 可 行 的 . 

对 于 耦合 于 均匀 标量 场 $, 半径 为 a 的 F-R-W3 维 球 几 何 ， 
选择 适当 单位 ,区 -也 方程 可 以 号 为 

* FHF" 


总 9 qr 
Wy=|a 元 2 完 rp 


— at oa ($y) jv ,有 二 


一 a U0. C4. 3. 1》 
式 中 国 点 表示 zy 和, 撤 表 示 zy 下 作为 出 发 点 ,构造 一 个 零 级 
WKB 近似 ee ,其 中 并 eg 是 经 典 欧 氏 解 的 作用 量 ， 从 (eg 点 
到 a 一 oo 和 女 ( 办 极 小 处 的 秦 为 了 使 解 是 渐 近 欧 氏 的 ， 必须 使 $= 
0 处 5 二 0). 
欧 氏 作用 量 1(a,#) 满 足 蛤 米 顿 - 雅 可 比方 程 
严 一 7 一 2 十 2a57 一 0. (4. 3. 2) 
了 中 平方 项 的 符号 与 次 仑 兹 作用 量 中 的 相反 . 对 于 大 的 a, 可 以 用 
渐 近 形式 给 出 作用 量 : 
Ta =ak(g) + FB) TaG() + 
HO) -OCT ). (4. 3. 3) 
式 中 EE'? 一 9EF: 一 20， (4. 3. 4) 
在 %=0 处 五 ( 纹 有 极 小 值 零 ,我 们 得 到 关于 8 的 其 他 函数 的 微分 
方程 ， 积 分 后 得 到 
下 | 


FO) = exp| | EES 


G#) 一 [Fg | CE C0) EP] x 


(4. 3,. 5) 


(UC EFC) 一 FLE Cx)Jdr, (C4.3.6) 


8 1 - 
HP =| EE' (C2) FCG Cr) — BF CG C7) az， 
(4. 3. 7) 
只 在 上 -0 处 下 ( 维 关 DEF 一 1)， 于 是 沿 着 #% 一 0 的 线 有 (a, 0)= 


广 a?， 这 对 应 于 空 的 平 直 时 空 的 欧 氏 解 , 由 (4. 3.4) 和 (4. 3.5) 容 
易 看 到 , 随 着 远离 $==0, E(#) 和 FF(#) 都 是 #1 的 单调 递增 函数 ， 
只 要 UC$) 维 持 为 非 负 或 至 少 不 降 低 到 一 之 EE($). 


"738* 


对 于 局 (内 一 二 mg 和 多 女 1, 我 们 可 以 找到 五 , ,GC 和 得 
的 守 级 数 解 ， 
EC#) 一 下 | 去 放 十 率 闪 十 壹 时 十 藉 多 十 09 十 


DE 
3 3 
p51 za 十 Od) |， 《二 .3 8) 
2 2 3 
(8) 一 1 十 写本 十 3 十 让 村 一 “内 十 
4 4 5 
Sp 一 Tg 一 i + OO), 
(dd, 3, 9 
3 2 
G(#) 二 mm [总 六 一 小 二 


3 巴 
3410953g, 323192214。 十 Ocgr) ]， 


D9210s 252 
(4. 3. 10) 
4 
HC#) =m 一 六 一 各 #' 一 个 十 一 
下 
ep 十 Of") |. C4. 3.11) 
对 于 UP) 一 CA/2p)*， 我 们 得 到 
A 1 22 B+! 
FE 一 | 二 | p+l1 
3 31C3p 二 1)# 
1+ as Ta Tt 
35(5p? 十 15p: 一 5 十 1) 几 8 
Hp TI Op Ip Hs pT tO ) |， 
C4, 3, 12) 


PBT 

Flip+rit pil pt 
3:Cp'+10p’ +23p" 34p+6)$ s 

DPFI pH pH) 9 (4. 3. 13) 

|] x 

p 2tp+1) (3—p) 


十 


人 一 


ea 


| 3C4p*—14p  —61p 二 134p—39) 


上 时 
DpTFI PTI op 1 py -0 人 %) |， 


《4. 3. 14) 


一 一 ] _ 4 一 2 站 
站 -[2] ttO)]. (4. 3.15) 


如 果 把 展开 式 (4. 3. 3) 写 为 


Ta, $) = D0 + BaP), (4. 3. 16) 
i 二 一 3 


则 五 一 下 :不 一 1 士 2， G 一 fF_; 和 五 二 Fo， 然后 我 们 看 到 对 于 
小 的 #$ 值 , 以 A 99 的 形式 变化 . 因此 , 如 p 守 1， 对 
于 />(4 一 2pY 了 /tp 一 1)，, 在 小 $ 值 处 这 一 展开 式 不 成 立 , 然而， 对 


于 UU= 广 mF，p 一 1 的 情况 , 显然 这 个 展开 式 对 所 有 的 /在 小 # 


值 处 均 成 立 . 于 是 我 们 假设 ,在 足够 小 的 $ 值 处 , 势 以 喜 m? 的 
形式 变化 (m’>>0)， 

假设 UG) 不 比 e 的 常数 倍增 长 得 更 快 ， 可 以 看 到 ,对 于 大 
的 1g1 ，!<0 时, a! 的 展开 系数 为 

Fd) Ce . (4. 3. 17) 

式 中 C 是 依赖 于 (#8) 的 常数 .原则 上 ， 对 (4. 3. 4 一 (4 3. 6) 做 数 
值 计算 , 便 可 求 出 其 值 . 显然 ,C_, 和 C-_: 都 是 正 的 . 于 是 对 于 大 的 
a 和 值 ， 


di: 二 yx = uv {4， 了 3。 18) 
和 大 的 | 让 值 ， 

$=arctanh| 三 |= 志 In 二 C4, 3, 19) 

ys:」 2 x 

作用 量 

Tc_ sa el —r_aty |x1):= 

cnax(tu’, wi). ‘44.3, 20 

式 中 xz 和 和 mz 是 小 超 空 间 夫 坐标; 

站 一 光一 工 一 ae f, y=y+x=de’, (4. 3. 21) 


它们 均 取 非 负 值 . 用 这 些 零 坐 标 ， 可 将 啥 米 顿 - 雅 可 比方 各 
740， 


《4. 3. 2) 政 写 为 
一 一 六 In 三 | (4, 3. 22) 
在 小 超 空 间 的 一 个 零 边界 附近 (如 v 一 0), 作用 量 的 近似 式 
《4. 3. 20) 也 成 立 ， 只 要 为 一 个 鹤 坐 标 ( 如 4) 取 足够 大 的 值 .甚至 当 
二 wv 为 零 ). 
为 了 粗略 地 想像 整个 小 超 空间 上 作用 量 的 行为 ,需要 有 一 个 
自然 近似 的 清晰 的 表述 . 为 此 ,我 们 用 无 一 二 mm smhz 也 $ 代 壹 
(4. 3. 3) 中 的 前 两 项 ,此 式 用 来 给 出 当 z 一 于 mm 史 时 式 (4. 3. 8) 的 


第 一 项 . 如 果 标量 场 的 势 为 U 二 了 m’ sinhz 这 $， 实际 上 这 个 忆 是 
(4. 3. 4) 的 解 . 因此 ,如 果实 际 的 势 增长 得 稍 快 了 些 , 使 它 显得 太 
天 了 ，, 但 是 对 于 大 的 $ 信 , E'* 和 9: 均 将 粗略 地 以 9Cz es 的 形 
式 变 化 ,并且 如 果 势 上 升 得 不 那么 快 , 它们 将 比 20 项 大 得 多 . 由 
(6. 3. 5) 给 出 F—cosh*s2¢, 它 确实 与 (4. 3. 9) 的 前 两 项 符合 ， 并 
目 有 具有 正确 的 近似 式 (4. 3. 17). 此 时 这 两 个 近似 函数 给 出 
Ttas $) ~ ma’ sinh’ 六 用 二 本 cosh*? > $= 
2 |1 ys 1 1 
1 5 / | 十 5 


生 ?3 


1 sa se 
2 sv 


(4, 3, 23) 
一 旦 有 了 欧 氏 哈 米 顿 - 雅 可 比方 程 (4. 3.2) 或 (4- 3. 22) 的 解 ， 
梯度 矢量 场 VI 的 积分 曲线 便 给 出 经 典 欧 氏 解 的 轨迹 . 指标 的 上 


升 由 小 超 空间 度 规 
Ds 二 —ada: 二 ad 天 二 (yx Ct—dy tdr = 
一 zl dudv, 4, 3. 24 
的 逆 给 出 ， 


沿 每 一 条 积分 曲线 的 欧 氏 时 间 导 数 由 


d_ Aa A 


* ?di" 


. 2H Hy 
1 
2 T! 属 ET 十 廊 ja {4d. 3. 25) 


给 出 , 或 者 由 df/dr= 二 a 17 一 了 让) 给 出 . 
按照 对 应 于 度 规 (4. 3.24) 的 拉 普 拉 斯 ,到 -D 方程 (4. 3.1) 对 
应 于 


Ba Wy—| 一 去 六 ?十 Y| 电 一 0， (4. 3. 26) 

Va, $)—— 3ataU(g), (4. 3. 27) 
并 且 蛤 米 顿 - 雅 可 比方 程 具有 形式 

3 (V7. (4. 3. 28) 
如 果 将 WKB 滤 函 数 写 为 

V=C(a, fe /=e-/, (4. 3. 29) 


岂 采 用 式 (4. 3. 25)， 给 出 


fio 1 a 1 全 | 
j[ 寺 ?4 >(VH— FVhldr (4.3.30) 


式 中 积分 沿 着 每 一 条 经 典 的 轨迹 .在 了 比 h 变化 更 迅 巡 的 WKB 
极限 情况 于， 由 (4.3. 30) 右 端 合 有 的 豪 三 项 构成 的 一 级 WKB 近 
似 是 足 够 精确 的 .如 果 蔓 求 更 高 阶 近 似 , 可 雇 把 导出 的 左 端 放 回 
到 右 端 去 做 更 高 阶 的 WKB 近似 先 代 . 

对 于 ” 维 小 超 空间 中 切 于 VS 的 (一 1)- 参 数 轨 迹 艇 中 的 每 
一 个 ，(4. 3. 30? 式 有 一 个 积分 常数 (此 处 w= 二 2), 把 因子 C 具体 化 
为 维 数 是 1 的 超 曲 面 5 在 此 为 一 曲线 ?上 的 缓 变 函 数 (c=*e)， 此 超 
昌 面 与 经 典 轨迹 相交 可 以 得 到 所 有 以 相同 作用 量 为 基础 又 依赖 
于 这 一 (rz 一 1) 变 量 的 函数 C 的 WKB 解 笠 , 对 于 小 的 8 值 ， 势 
UC$) 变 为 三 m*#r， 作 用 量 有 好 的 行为 , 且 处 处 为 正 ( 除 了 4 一 0 
处 ,有 限 , 在 此 处 为 零 ). 对 于 大 的 a 和 值 , 作用 量 随 着 a 加 上 i 
立 以 一 非 负 单 润 弟 增 辐 数 (#}) 趋 于 无 限 大 . 因此 ， 如 果 CC 有 好 行 
为 ,并且 保持 有 界 或 者 在 无 限 远 处 不 像 e 一 样 快 地 发 散 , 则 到 一 
ce 一 将 有 好 行为 ,到 处 有 界 , 且 在 无 限 远 为 衰减 的 ， 

<。 742。 


在 反复 试验 之 后 , 霍金 发 现 一 种 方案 , 对 于 U 一 二 有 
效 , 这 一 想法 由 
pe C4. 3. 31) 
开始 . 对 每 一 非 代 整数 nn, 其 中 工 , 是 a 和 g# 的 正 的 解析 函数 ， 使 
得 于,, 尽 可 能 满足 W-D 方程 (4. 3.1). 但 这 一 形式 不 能 严格 地 满 
是 (4.3.1), 因为 一 亚 " 和 中 会 一 n(n 一 1) 上 ?于 ww 如果 $8 二 0 处 工 ,是 
解析 的 , 这 一 项 不 能 消除 ‘例如 ， 此 处 不 包 售 lng 项 ). 但 是 我 们 可 
以 解 方 程 
Ww 三 于 一 下 一 41 王 避 十 mai 下 殉 ,o 一 
—n Cn 1)g Yo, (4. 3. 32) 
它 等 效 于 
FLL ttng Latmag =0, (4,3,33) 
此 方程 有 一 个 渐 近 级 数 解 ,形式 为 
1, = or 人 + clne 一 


asEC$) 十 Fa FC$) 十 af[G(g 一 


站 


B27 十 Dem? na 十 Da Lt) 一 
{二 3 


1 ps 3 3 4 3 8 B 
Sma'g:| 1 + ys 十 训 玫 十 训 玫 十 0 十 


3 0 3 1 3 
O81) | 十 六 [1 十 祥 交 十 


2 t 3 41 
内 十 涡 关 一 


2155 
和 + Op) |+ 


3:13 
216 

37004417 

2 


二 林 下 几 " 一 


32603 


a 
三 
号 mn Ja 1 一 大 十 分 拓 十 加 一 


* 741+ 


3098977 
D762 


E 十 到 jzal 十 茅 多 十 所 一 志 果 十 


3:103 
917 


风 一 eg + OG) |— 


34221 1 3 ?2463 
a5 


Of) | 一 (lna)| 六 > 一 二 十 于 (2 十 Do | 一 


上 十 


二 


主 

| 十 i 十 这 十 训 (2n 十 Lam | 一 

32 _, 34 335 , 
[wm 一 一 

43 _， 3337 

| 全 mr -十 5 十 3 7 十 训 (2n 十 1) me |#° + 
| 2 -2 十 3 149, 3779 

D2 oD D21 
341377457 

大 Ce TD 
34111481 3:119581 
a + 1 p+ 
OY + OW) 《4. 3. 34》 


于 是 对 于 每 一 非 零 整数 n, 可 以 得 到 一 个 好 行为 的 指数 衰减 的 波 
函数 的 渐 近 级 数 形式 


,= ee De Cg) (4. 3. 35) 


式 中 fo 二 六 ， 有 更 高 k 值 的 六 是 $$ 的 解析 函数 , 以 使 按照 展开 参 
数 a-!, 更 . 满足 W-D 方程 (4. 3.1). 由 不 定 积分 , 我 们 可 以 得 到 
各 个 fx: 


fu = $F | Fu Sa fs — 2 fan + 


+:=) 


[2ng$- tL 2CR — DO Lo— (oi)(2c,+ 
下 一 Den)fa_n}. (C4, 3. 36) 
" Fd 


在 每 一 积分 中 ,选择 A 的 积分 常数 ,使 得 在 接 下 来 的 积分 fies， 


中 不 存在 含有 非 解析 因子 ljng 的 项 . 
例如 , 计算 式 (4. 3. 36)， 避 免 lng 项 ,得 到 
fm 一 多， (4. 3. 37) 
/一 0， (4. 3. 38) 


f= DD $F 


32D 1 一 也 十 OC), (4. 3. 39) 
fa 1+ tm pe +0), 
(4. 3. 40) 
f= 一 24m ?十 277zz 一 2332 十 80 一 
12528 十 1)2922 |] 多 十 加 (可 + 《4. 3. 41) 
fs= [mtn 1)(13n+8)m g++ 
OC#), (4. 3. 42) 
二 DC 办- (4,. 3. 43) 
fun em) "+ 
oo | (4. 3. 44) 
fron=0| ry ”| ， 《4. 3. 45) 
or 一 0| cgi "| (4. 3. 46) 


由 (4. 3. 36)? 可 看 出 ， 当 被 积 画 煞 中 的 苇 让 德 展开 式 设 有 由 项 时 
《 它 将 对 非 解 析 项 in# 求 积 分 ), 每 一 个 廊 (g 具 有 仅 信 外 的 非 负 
指数 的 洛 仑 兹 展开 式 ， 所 以 它 是 %=0 附近 引 的 解析 画 数 ， 只 要 函 
数 二 (8 是 解析 的 ,使 得 g 风 中 的 竹 级 数 收 伍 . 显然 , 更 . 关于 节 是 
对 称 还 是 反对 称 取 决 于 = 为 偶数 还 是 奇数 : 
亚 ,(a， 一 上 一 (一 177 妆 fa， 有 ) 
* PAS * 


由 (43.44) 一 (4. 3.46) 可 见 ， 对 于 大 的 a 值 和 小 的 站 值 [ 此 
时 级 数 (4.3.35) 可 以 有 一 个 好 的 近似 ， 用 来 求 值 ]， 我 们 得 到 


= re- 一 1 1 
和 ay | ~ 


类 +O[ 二 ]+ Oc) |. (4. 3.47) 


式 中 Lx/2j] 表 示 小 于 等 于 (m1/2) 的 最 大 整数 .对 于 4ma 几 守 n(n 一 
1), 尼 二 0 的 项 起 决定 性 作用 , 于 是 得 到 


,pe ”, Fnn— Dm a Ent1) ， 


(4. 3. 48) 
但 是 对 于 dma 型 < 之 (xn 十 1) 1! ,让 二 [上 ni2 的 项 起 决定 性 作用 . 如 果 n 
为 但 数 , = 一 2 ， 则 有 
Vo (C211lle fu(—2ma'y', 
#2 ma (2+1) (4. 3. 49) 


如 果 = 为 奇数 , n= 二 21 十 1, 则 有 
1) le rt—2ma) 二 , 
多 必 二 (十 -Ta + (4. 3. 50) 
对 于 Gi 十 1)77 夺 4ma 天 过 n(n 一 1)， 中 间 的 一 些 项 和 式 (4.3.47) 
将 更 复杂 . 
把 很 大 的 n 对 应 的 和, 迭 加 起 来 ,尝试 构造 滞 仑 兹 WKB 波 
包 是 很 有 趣 的 . 也 许 我 们 可 以 克服 Kiefer 过 到 的 困难 (他 试图 按 
照 a 中 转变 点 附近 的 经 典 轨 迹 来 构造 波 包 ). 但 是 可 能 要 求 从 a 祖 
mm! 十 1 十 nm 区 域 向 内 延 拓 工 ,， 这 里 渐 近 表达 式 (4.3.47) 通 用 ， 
因为 此 式 给 出 随 a 增 大 而 单调 减 小 的 于 sla, $ 一 人 0). 
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CD 没有 假 真空 的 开 暴 胀 


近 几 年 的 微 疲 痛 景 辐射 观测 结果 倾 网 于 文 持 低 密度 的 开 暴 胀 
模型 . 

本章 讨论 Hawging 和 Turok19987 给 出 的 设 有 和 肯 真 空 的 开 
暴 胀 模型 -* "1. 

Hawtle-Hawking 认为 ， 他们 的 “无 边界 "宇宙 可 以 给 出 宇 定 
的 开 暴 胀 , 对 于 暴 胀 势 没 有 任何 特殊 要 求 . 在 最 简单 的 暴 胀 模型 
中 ， 欧 氏 路 径 积 分 的 半 经 典 近似 和 人 择 条 件 给 出 密度 参数 Po 
0.01. 在 具有 多 个 场 和 额外 维度 的 模型 中 ， 比 这 个 数值 要 大 一 些 . 


$5.1 关于 宇宙 的 光 胀 


所 上 胀 宇宙 学 的 图 像 为 人 们 提供 的 一 个 关于 现在 宇宙 的 线 度 、 
平 直 性 .均匀 性 以 及 涨 水 起 源 机 制 的 很 月 说 服 力 的 解释 .但 是 在 一 
个 给 定 的 暴 胀 宇宙 模型 中 , 暴 胀 是 否 实际 发 生 ,很 强 地 依 束 于 暴 胀 
的 初始 条 任 . 关于 这 一 初始 条 件 的 假定 ,常会 遇 到 困难 . H-H 认为 
他 们 提出 的 “无 边界 "的 初始 条 件 则 下 避免 这 个 困难 .下 面 我们 讨 
论 , 这 一 "无 边界 ?条 件 加 上 最 弱 的 人 择 原 理 , 对 于 一 般 标量 场 , 预 
言 了 开 暴 胀 宇宙 . 具有 最 弱 人 拌 原理 的 最 简单 暴 胀 势 要 求 同一 
0, 01. 对 于 包含 附加 场 的 一 般 情况 则 要 求 稍 大 一 些 的 如 人 秆 .通常 ， 
各 模型 均 要 求 暴 胀 势 有 一 个 亚 稳 的 极 小 值 一 一 “ 假 真空 ", 有 一 个 
慢 滚 动 相 , 使 之 能 够 创 生 一 个 具有 量子 涨 落 的 de Sitter 空间 . 这 
个 场 会 通过 量子 隧道 效应 , 产生 众多 泡 泡 . 在 泡 里 ,滚动 会 慢 下 
来 ,直到 真 最 小 . Coleman 和 De luccia (1980) 指 出 站 ,这 样 一 个 泡 

“YY 


的 内 部 实际 上 晨 一 个 无 限 开放 的 宇宙 . 调整 慢 滚 动 的 时 间 , 人 们 可 
以 建立 一 个 宇宙 模型 ,使 现在 空间 曲率 与 哈 才 半径 相 一 致 呈 . 

所 有 的 暴 胀 模型 都 必须 保证 量子 涨 落 足 够 小 , 这 就 要 求 势 很 
平坦 .但 在 开 暴 胀 中 , 这 必须 要 求 势 有 一 个 很 真空 , 而 且 有 一 个 
Coleman-De lucela 形式 的 泡 解 . 如 果 假 真空 中 的 标量 场 压 量 太 
大 , 则 这 个 泡 只 “内 部 适合 ”de Sitter 哈 孝 半径 . 总 之 , 这 些 要 求 表 
明 , 开 暴 胀 需要 的 标量 势 只 是 对 单 场 模型 设计 的 . 二 场 模型 已 由 
六 ,D, Linde(1995) 提 出 , 该 模型 仍然 要 求 一 个 假 真空 . 

在 H-H 理论 框架 内 , 不 再 要 求 “ 假 真空 " 暴 上 胀 过 程 , 量子 涨 落 
是 用 延 拓 场 和 殉 氏 度 规 扰动 来 计算 的 . 这 一 理论 提出 宇宙 是 由 初 
始 空间 的 微小 涨 落 开始 的 ， 


$5.2 瞬 于 


设 硝 全 标量 场 具 有 势 了 ( 难 , 考虑 Enstein 引力 路 径 积分 . 设 
想 势 有 个 真 最 小 =0. 我 们 来 寻找 经 典 运动 方程 的 解 并 延 拓 它 
们 ,用 确定 涨 藩 大 小 的 方法 来 还 近 路 径 积分 . 首先 从 欧 色 瞬 于 开 
始 . 如 果 (和 在 一 些 非 零 值 处 有 一 个 固定 点 ， 则 存在 0O(5) 不 变 
解 ， 此 时 为 常数 , 欧 氏 流 形 为 一 4 维 球 .我们 对 一 般 的 上 只 具有 
O(4) 不 变性 的 解 感 兴趣 . 这 时 度 规 形式 为 

ds:s=dot btodD=do ipo (d+ sn gd ni). 
《5.2.1》 
式 中 5b(o) 是 51 的 “* 纬 线 ”S3 的 半径 .对 于 OO(5) 不 变 解 ， 
sta)—=H sintHo) i— BrGV/3, 
但 在 一 般 情 况 下 bts) 不 一 定 是 正弦 函数 . 

把 只 具有 OO(4) 不 变性 的 解 自然 地 了 延 拓 到 一 个 开 宇 宙 ( 如 图 
6-7), 首先 从 欧 氏 空间 延 拓 到 洛 仑 兹 空间 ， 为 了 获得 实 的 洛 仑 兹 
度 规 ， 必 须 在 度 规 是 固定 的 3 维 表面 上 延 拓 . 设 于 在 欧 氏 区 域 ， 


然后 沿 一 个 假想 方向 在 洛 仓 兹 区 域 从 0 到 己 ， 


* ?dB* 


严 一 束 十 地 ， < > 
我 们 得 到 ds: 二 do? 十 拓 (o) 
(—dr: 二 cosh’rdlQ:), (5.2.2) 
这 是 一 个 空间 不 均匀 的 类 de 
Sitter 度 规 , 措 述 解 的 区 域 1, 即 
暴 胀 泡 的 外 部 . 半径 5(2) 在 o 的 < 一 
两 个 值 处 为 零 . 第 一 个 值 (我 们 设 7/ 
为 o 二 0) 附 近 ,5(o) 随 着 a 线性 
地 变 为 零 . 这 个 度 规 有 一 个 唯一 
的 延 拓 穿 过 零 表面 5 一 0. 
设 v=—1ty r= 二 十 
我 们 有 ds 一 一 dt: 十 a?(2) (dx 十 sinh?xd003). (5. 2. 3》 
式 中 < 人 的 一 一 到 (1 这 是 描述 区 域 1 的 膨胀 开放 宇 央 . 

可 在 假想 方向 上 延 拓 党 标 o, 使 之 超过 gi. 这 样 ,在 欧 氏 区 

域 o 从 0 到 os， 且 在 洛 仑 兹 区 域 f 二 qi 十 :了 T, 后 者 是 均匀 的 类 
de Sitter 空间 , 但 时 间 依 赖 于 空间 截面 

ds 一 一 472 十 中 (TD) (dy + sngd(a). 《5. 2. 4) 
稍 后 我 们 再 来 讨论 这 个 解 ， 它 描述 一 个 闭合 的 暴 胀 军 宙 ， 

现在 ,我 们 更 详细 地 讨论 欧 氏 丁子 的 特性 . 场 #$ 和 半径 5 满 

足 场 方程 

$+3 Fp Vs 

=— b(tV), (5, 2.5) 
式 中 的 撤 表 示 对 so 求 导 数 .根据 第 一 个 方程 ,# 沿 着 热 一 VY 向 下 深 
动 , 设 点 o 一 0 是 非 奇 异 的 , 这 个 波形 在 球 坐 标 中 局 部 地 看 起 来 像 
及. 这 要 求 在 e 小 的 时 候 zc 一 当 a=0 时 场 取 值 加 . 我 们 假定 
在 $= 各 处 势 有 一 个 非 零 倾 斜 , 了 ., 关 0. O(4) 不 变性 和 解析 性 要 


求 册 50)=0. 跟随 这 个 解 , 洛 e= 向 前 上 oo 减速 , 且 速 度 4 (9) 变 导 . 
at。 


此 后 ,在 点 cr，z(a) 降 为 鹤 . 在 另 一 边 ， 场 风 被 强制 项 河 着 势 同 上 
驱动, 开始 误 减 :在 六 (Co) 变 号 之 后 芭 误 减 . 这 个 友 误 减 在 接近 c， 
时 发 散 , 光 (Cz) 趋 向 无 限 大 . 当 接 近 ar 时 , 由 第 一 个 场 方程 得 到 史 
cc ，, 由 第 二 个 方程 得 到 56cc (cr 一 zc) 这样 ， 当 我 们 接近 奇 点 
时 ,gcctkar 一 5c) 1! , 按 对 数 规律 发 散 . 阁 存 在 男 外 的 极点 ， 驱动 项 
V ,就 可 能 变 导 ,并且 如 果 它 足够 大 , 能 抵消 反 误 减 项 , 人 恒 可 停 赴 
$ 的 运动 , Coleman-De luceia 岁 子 仅 在 上 述 情 况 下 才能 得 到 m1 选 
择 摧 的 值 , 使 风 怡 在 ci 变 为 堆 , 就 出 现 上 述 情 况 .这 时 解 的 两 端 
是 非 奇异 的 , 且 能 够 延 拓 至 第 三 洛 仑 兹 区 域 . 在 过 去 的 暴 胀 宇宙 
模型 中 多 采用 C-D 瞬 子 , 因为 它 是 唯一 非 奇 异 的 解 类 似 于 赔 可 
夫 斯 基 的 隧道 解 .但 是 de Sitter 空间 和 闵可夫 斯 基 空 间 不 同 ， 哪 
一 个 退 子 解 是 容许 的 , 这 问题 需要 分 别 研究 . 决定 一 个 瞬 子 解 是 
不 是 物理 上 容许 的 , 主要 准则 是 计算 欧 氏 作用 量 了 系统 的 波 晒 数 
在 主 级 近似 下 正比 于 e 二 所 以 不 构成 无 限 大 的 作用 量 . 欧 氏 作用 
量 由 下 式 给 出 : 


了 一 |azv 二 引 一 Tr + Vv 5.2.86) 
在 4 维 情况 下 ， 爱 因 斯 直方 程 的 这 可 与 为 
R=8aG[ (8): +4V (#)], 
所 以 作用 量 为 
了 一 一 [EE AT 一 一 z2|dcbt(o)7( 鸭 ， (5. 2. 7) 


式 中 积分 沿 S$; 的 一 半 , 注意 作用 量 是 负 的 .有 趣 的 是 ,即使 对 于 
奇异 瞬 子 (在 奇 点 Y 按 对 数 规律 发 散 ), B53(0) 也 随 toy 一 0) 线 性 地 
变 为 零 ; 所 以 欧 氏 作用 量 仍然 是 收 伍 的 . 仔细 考察 不 难 发 现 , 作用 
量 的 标量 场 部 分 对 数 地 发 散 ( 因 为 风 线 性 地 发 散 ),， 但 是 这 一 发 散 
恰好 被 引力 作用 量 中 的 一 个 相反 的 发 散 抵 消 了 . 现在 的 计算 和 闵 
可 夫 斯 基 空 间 中 隧道 效应 的 计算 存在 两 个 根本 的 区 别 .第 一 ， 瞬 
子 在 空间 上 是 有 限 的 , 这 就 去 掉 了 与 场 相 联系 的 发 散 ; 第 二 ，5| 
力作 用 量 不 是 正 的 , 这 样 可 以 消 掉 标量 场 作用 量 中 的 发 散 . 这 两 
点 区 别 有 个 值得 注意 的 结果 ,类 似 于 闵可夫 斯 基 空 间 的 情况 ,能 
* ?D0: 


够 找到 一 个 容许 瞬 子 解 的 单 参 数 族 . 

现在 我 们 来 考察 在 rr 处 的 类 时 奇 点 .存在 类 时 奇 点 在 半 经 典 
近似 下 不 一 定 是 致命 的 问题 , 这 跟 氢 原子 的 情 饮 类似， 粒子 轨道 
可 避免 奇 点 , 男 外 , 量子 涨 落 对 于 消除 奇 点 可 能 已 经 足够 了 . H-H 
认为 , 场 和 度 规 涨 落 可 由 欧 氏 区 域 的 延 拓 来 定义 , 诊 性 仅 在 此 多 
域 的 边沿 上 的 一 点 出 现 . 场 涨 落 的 模 芭 数 很 容易 用 改变 坐标 (从 6 


到 共 形 坐标 和 = | ds/6(a)) 的 方法 来 处 理 . 因为 在 or 处 积分 收 
化 ,所 以 到 不 能 小 于 季 . 重 新 调整 $ 一 22 以后, 使 可 满足 具有 势 
U=619 6 Vy ~ ( 当 太一 0) 

的 类 其 定语 方程 . 区 域 1 的 因果 结 枸 在 同样 的 共 形 坐标 中 很 容易 
看 出 来 ,车 近 奇 点 , 区 域 1 的 空间 度 规 与 管 R11 X3: 是 共 形 的 . 这 
个 奇 点 是 与 管 并 相对 应 的 世界 线 . 

正如 前 面 提 到 的 . 还 能 找到 另外 的 瞬 子 ,描述 一 个 由 cm 党 
上 康 方 向 延 拓 的 闭合 暴 胀 宇宙 . 这 个 朋 子 的 作用 量 是 (5.2.7) 的 两 
档 ,但 积分 区 间 只 取 [0, om]. 函数 5Co) 和 #4o) 也 稍为 不 同 
$$ (0) 必须 是 零 ， 所 以 速度 册 在 对 应 面 上 是 奇异 的 , 这 使 得 在 一 0 
点 关于 名 的 泰勒 展开 只 会 奇数 项 , 于 是 上 了 ) 在 洗 仑 兹 区 域 是 复 
的 ,而 我 们 希望 的 解 是 实 的 .虽然 不 可 能 严格 操作 , 但 总 可 以 给 
贞 加 上 一 个 小 的 虚 部 . 在 这 种 方法 中 ,5 的 虚 部 在 梭 帐 期 间 恬 减 . 
此 后 得 可 认为 场 和 度 规 是 实 的 了 、 

人 们 和 希望 势 是 十 分 平坦 的 . 以 容许 更 大 的 暴 胀 e 重 数 . 了-T 
对 于 各 种 标量 势 进行 了 数字 计算 , 在 这 种 框架 中 , < 重 数 的 数目 
很 大 , 结果 很 简单 一 -对 于 c 的 大 部 分 范围 ， 有 很 好 的 近似 &(c) 
s 直 和 oss 万 -mc, 式 中 百 : 一 8rGVg)73. 在 开 和 闭 的 两 
种 情况 下 , 欧 氏 作用 量 均 为 


2 
~ Vg 


式 中 普 阅 克 质 量 M, 一 (8xG) 2 


(5. 2. 8) 


" Fo" 


$5.3 0 的 值 


密度 参数 f2 的 值 由 暴 胀 e 重 数 确 定 . 在 对 应 的 面 上 , 只 的 值 
在 开 暴 胀 的 情况 下 是 零 ， 在 闭合 的 情况 下 是 oo, 在 暴 胀 期 间 ， 由 
于 人 1 一 ]cca ,所 以 从 趋 近 1. 再 加 热 之 后 , 在 辐射 时 期 027! 一 1 
cca:， 在 物质 时 期 人 2-' 一 1oca， 所 以 间 都 偏离 1. 
综 上 所 述 ,， 且 假 姑 瞬间 加 热 , 我 们 得 到 
1 


Fexpl oN 
| Teheat 1? 了 
-ee | (5. 3. 1) 


2 上 


式 中 正和 负 分 别 对 于 开放 和 闭合 . 现在 的 温度 是 了 ,, 在 物质 -辐射 
相等 时 为 .我 们 假定 了 > 常数 -x 依赖 于 再 加 热 温 度 . 为 
了 分 别 再 加 热 到 弱电 和 大 统一 标 度 ,， .ec 应 在 10* 和 10” 之 间 . 

在 慢 滚 动 期 间 ,， 暴 胀 e 重 数 由 


Mg Vg) 
NC) ~ | dp 0 C5. 3. 2) 


近似 地 给 出 , 式 中 积分 下 限 贞 是 刚 离 开 慢 滚动 相 时 的 点 值 .对 于 
2 次 势 ， 六 一 (页 2 对 应 于 很 小 的 加, e 重 数 也 很 小 . 在 开 的 


情况 下 02 很 小 . 对 于 充分 大 的 N,f0, 接近 于 1. 但 是 在 十 log-oxr 
士 1( 即 30 士 1 或 者 60 士 1) 范 围 内 的 六, 为 了 再 加 热 到 弱电 和 大 统 
一 标 度 , 我 们 有 90.1 过 0 过 0. 9. 这 些 都 是 HT 的 数值 计算 结果 . 

式 (5. 3.1) 包 含 # 个 未 知 参 量 , 我 们 要 选择 其 中 一 个 保持 国 
定 . 爱 因 斯 坦 方 程 容许 3 个 独立 常数 , 如 五 2, 和 To 在 物质 - 辐 
射 相等 时 温度 了 。 是 不 独立 的 因为 它 由 现在 的 物质 密度 确定 (由 
D2, 和 五 , 确定 ), 市 现在 的 辐射 密度 由 T。 确定 . 原则 上 了 .. 跟 退 硝 
时 的 温度 一 样 由 拉 格 朗 日 确定 , 但 是 不 知道 这 一 恰当 的 拉 格 朗 日 
的 具体 形式 . 于 是 只 好 由 (5. 3. 1) 确 定 Po， 代 人 

T=2. 4X100,hT,, 
。752 。 


得 到 fl 二 -2 exp[ 2N (ph)]， (5. 3. 3) 
reheat | 

2. 4X 10h°Te) 

(对 于 开 的 情况 , 如果 名 过 (2.4X10%4?) 和 了 >To。， 应 该 将 

《5. 3. 1) 中 的 了 。 代 之 以 了 .> 由 现在 观测 到 的 参数 Tu， 互 。 和 暴 胀 

参数 ( 即 初始 场 贞 和 再 加 热 温 度 了 .。)， 代 人 式 (5.3.3)， 可 以 给 出 

Qo. 

我 们 把 前 面 的 讨论 小 结 一 下 , 对 任意 的 暴 胀 势 ，H-T 构造 了 
描述 开 的 和 闭 的 暴 胀 宇宙 的 背景 解答. 这 些 解 解 决 了 标准 暴 胀 模 
型 的 困难 ,由 指定 哈 圭 体 积 中 的 初始 数据 恒 可 获得 均匀 宇宙 ;还 
定义 了 用 欧 氏 区 域 解析 延 拓 获 得 的 涨 落 谱 . 下 面 我 们 讨论 这 些 解 
预言 的 扰动 和 闻 的 几率 分 布 . 


"和 


$5.4 2 的 估计 


宇宙 波 函 数 在 半 经 典 近 似 下 正比 于 exp( 一 2 了 )), 由 2 值 给 出 
的 宇宙 原初 扰动 几率 和 这 个 波 应 数 的 平方 成 正比 .按照 我 们 选择 
的 理论 ,再 加 热 温度 Ta 由 拉 格 朗 日 确定 ， 而 初始 场 机 仍然 是 一 
个 自由 参数 . 考虑 一 个 从 零 开 始 增 大 的 暴 胀 势 . 对 于 任意 大 的 内 ， 
都 存在 阔 的 和 开 的 解 , 所 以 至 少 对 于 适当 平坦 的 势 ， 原则 上 所 有 
可 能 的 2, 都 是 容许 的 . 当然 也 存在 -we ”六 1 的 闭合 解 ， 其 宇宙 
在 加 热 到 现在 的 温度 7T。 之 前 又 重新 二 缩 . 

欧 氏 和 作 用量 (5.2.8) 是 相当 大 的 , 在 几率 分 布 Pd) 中 很 同 
能 起 决定 性 作用 . 人 们 偏爱 的 那些 宇宙 应 该 具有 微小 的 初始 场 
各 一 一 在 开 的 情况 下 , 它们 在 7 应 该 是 空 的 ,而 在 内 的 情况 下 上 比 
T。 旱 很 多 时 就 应 重新 十 缩 . 这 些 宇宙 与 我 们 所 在 的 宇 害 相 当 不 
闻 . 似乎 我 们 有 理由 扼 弃 这 个 理论 . 但 是 H-T 认为 , 其 他 的 暴 胀 
模型 在 这 个 河 题 上 都 失败 得 更 桥 一 一 他 们 委 本 没有 关于 这 个 问题 
的 数学 上 的 显 式 . 比如 , 根据 混沌 暴 胀 模型 ,宇宙 披 指 数 规律 及 


胀 的 部 分 仍然 在 暴 服 ,我 们 生活 的 宇宙 当然 不 是 这 梓 的 ， 
+ FH 


H-T 担 出 ， 可 以 把 人 择 条 件 自 然 地 放 人 由 时 斯 (Bayestan7 框 
架 ， 然后 再 计算 导致 星系 形成 的 名, 的 几率 . 这样, 我 们 有 
Pl lgaljoc Pegal | DY)P ND, I ec 


3 
exp| 一 元 -一 27( 辐 ) |. (5.4. 1) 


式 中 第 一 个 因子 表示 对 于 给 定 的 怠 , 我 们 附近 星系 质量 区 域 经 历 
过 引力 南 锁 的 几率 ;是 在 星系 质量 尺度 上 庆 性 密度 场 的 询 方 差 ; 训 
As1， 是 发 生 引 力 抽 缩 要 求 的 线性 扰动 幅 的 极限 . 在 (5. 4.1) 中 ， 
只 包含 主要 的 指数 项 ， 并 假定 最 简单 的 暴 胀 模型 预言 的 扰动 是 高 
斯 扰动 . 
现在 密度 场 中 的 均 方 根 着 等 于 哈 寺 半 径 处 的 扰动 幅 八 ($6) 
溢 以 生长 因子 CC . 这 个 因子 强烈 地 依赖 于 02,. 对 于 产 一 0. 65， 
我 们 有 G60.) 一 2.4X 10 一 10433. 在 慢 湾 动 近 似 中 ,视界 处 
的 线性 扰动 幅 为 
A = (5. 4. 2) 
比较 一 下 开 暴 胀 和 闭 暴 胀 的 延 拓 是 很 有 趣 的 . 如 果 固 定 办 ， 
欧 氏 作用 量 和 先前 的 几率 是 很 相似 的 . 由 55. 3. 3) 可 见 , 对 于 固定 
的 五。 和 了 0 一 个 具有 密度 参数 人 的 开 宇 宣 和 一 个 具有 密度 参 
数 (2 一 上) 的 闭 宇宙 一 样 , 很 可 能 都 是 先 验 的 . 当然 , 这 两 个 宇宙 
很 不 相同 . 第 一 个 区 别 是 , 闭 宇 宙 相 当年 轻 . 对 于 =0.65,， 开 宇 
宙 年 龄 是 150 亿 年 ,而 闭 宇 宙 只 有 80 亿 年 ;第 二 个 (也 是 最 重要 
的 ) 区 别 是 , 开 宇 宙 在 空间 上 是 无 限 的 , 而 闭 宇 宙 是 有 限 的 ,按照 
维 林 金 和 温 伯 格 的 观点 ,观测 到 的 星系 总 数 是 决定 因素 ， 人 和 们 将 
推断 ， 开 暴 胀 是 最 可 能 的 , 因为 它 可 以 给 出 无 限 大 的 星系 数 . 霍 
金 则 采用 贝 叶 斯 统计 的 方法 , 他 认为 考虑 在 固定 的 五 。 和 了 ,形成 
一 个 星系 的 几率 比 考虑 星系 总 数 要 好 1. 
在 开 的 情况 下 , 星系 形成 的 几率 在 好 之 后 有 一 个 峰 . 在 很 低 
的 fo， 生长 因子 是 相当 小 的 . 由 {5. 3. 37 有 
do 2V 
di MaiV s 
» FDd* 


‘1—12,), (5. 4. 3) 


由 此 可 得 吕 , 的 最 可 能 值 

a) 1 

,0. 01| 3 人 

对 于 最 简单 的 暴 胀 模型 , 后 一 因子 接近 1, 因此 os0.01. 这 一 结 

果 很 有 趣 , 它 接近 原始 核 合成 要 求 的 重子 密度 , 但 与 现在 的 观测 
比较 则 太 低 了 . 

根据 以 上 分 析 , 霍金 认为 ,最 可 能 的 开 宇 宙 应 是 这 样 的 :其 
中 物质 -辐射 相等 发 生 在 红 移 100, 相当 于 在 退 耦 之 后 . 这 时 视界 
尽 度 一 25008 -ad ， 并且 对 于 纯 重 子 宇宙 , 物质 扰动 能 谱 从 这 个 
尺度 (5 降 ) 到 Silk 阻尼 尺度 是 不 变 的 ， 数量 级 比较 小 . 

在 闭合 的 情况 下 , 以 前 的 几率 分 布 支持 温度 达到 工 , 之 前 就 
重新 雪 缩 的 那些 宇宙 . 如 果 固 定 ZT 各 五 ,( 妈 要 求 宇宙 是 膨胀 的 )， 
就 要 靠 人 择 条 件 来 产生 12, 几率 的 峰 , 这 个 天 择 条 件 是 , 字 宙 应 
该 足够 的 老 , 容许 生命 的 发 展 , 比如 5 万 亿 年 .对 于 哈 蔓 常数 二 
0. 65， 上述 条 件 要 求 2, 二 10, 后 来 几率 的 峰会 在 2, 二 10 处 , 如 果 
我 们 升 高 这 个 年 龄 到 10 万 亿 年 , 则 最 可 能 的 2, 值 将 恰好 大 于 1. 
在 第 一 种 情况 下 , 闭 宇宙 比 开 宇宙 存在 的 可 能 性 更 大 , 在 第 二 种 
情况 下 则 相反 . 

总 之 ,， 替 金 和 他 的 学 生 们 提出 了 一 个 关于 暴 胀 宇 守 的 新 框 
架 , 在 这 一 框架 中 , 对 于 一 般 暴 胀 势 ， 允许 密度 参量 心 关 1,， 仍 保 
持 了 曾经 预言 密度 扰动 的 一 个 成 功 的 暴 帐 模型 . 这 个 框架 的 一 般 
预言 是 一 个 很 开 的 或 者 很 闭 的 宇宙 ，、 若 再 含 其 他 场 和 额外 维度 ， 
则 可 能 导致 更 可 接受 的 接近 1 的 省 值 . 


《5.4.4) 
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Bb Vilenkin 的 量子 宇宙 学 


确定 宇宙 的 量子 态 有 两 种 方法 , 第 一 种 是 由 签 金 和 他 的 合作 
者 们 建立 起 来 的 . 他 们 用 欧 氏 斤 何 的 路 径 积 分 来 定义 字 宙 波 函 数 ; 
第 二 种 是 由 维 林 金 (Vilenkin) 等 人 建立 起 来 的 . 这 一 方法 认为 ， 宇 
宙 在 de Sitter 空间 自发 成 核 , 然后 沿 暴 胀 线 演化 , 这 个 宇宙 成 核 
的 数学 描述 与 穿 过 一 个 势 公 的 量子 隧道 的 计算 十 分 相似 . 这 两 个 
学 派 都 说 他 们 各 自 的 波 函 数 预 言 了 暴 忧 , 但 这 两 个 波 函 数 无 法 直 
接 进 行 比 较 ,， 因 为 它们 是 对 于 不 同 的 宇宙 模型 来 计算 的 . 

本 章 重 点 介绍 维 林 人 金 的 贬 道 效应 方法 ,并 把 它 的 宇宙 学 预言 
与 霍金 等 人 的 方法 对 应 的 预言 进行 一 些 比较 


86.1 基本 体系 


我 们 首先 考虑 由 拉 格 并 日 
S17R+ Ca) VF) (6.1.1) 
定义 的 模型 , 式 中 已 一 (16xC)12 为 普 朗 克 长 度 ,，G 是 牛顿 常数 ， 声 


二 c 二 1, R 是 标 曲 率 . 物质 场 由 一 个 标量 场 描 述 . 这 个 模 昏 的 波 画 
数 定义 在 所 有 3 维度 规 有 ,x) 的 空间 积 3 维 标量 场 多 wx7?: 


ph I) PAEDD. 

假设 宇宙 是 闭合 的 ,这 个 波 函 数 满足 方程 
五 入) 区 一 0 6b. 1. 2 
Hx) p=0. 6.1.3) 


式 中 HH'=21D, 3 一 中 元. (6. 1. 4) 


“756， 


村 一 一 号 六 十 各 人 | 一 个 RR 二 二 和 人 $+VR) |= 
—RBCV—0), cé. 1. 65) 


， 人 6 Ss 1 a 
2 一 上 173 
Ce 6k, is h 全 由 ? (5, 1. 6) 
上 一 det (5h,,),， DD, 是 关于 度 规 如,(x) 的 协 变 微分 ;Giw 为 


1 ，_ 
Gon 二 二 Rahat hh — Ah, ha). 


式 (6. 1,6) 第 二 项 的 系数 7,, 依 束 于 第 一 项 翌 子 次 序 的 选择 , 正确 
的 选择 目前 还 不 知道 ， 也 可 能 不 存在 ,因为 以 爱 因 斯 坦 引 力 理论 
为 基础 的 自治 的 量子 引力 理论 自前 还 没有 完成 . 但是, 利用 
(6. 1.2)~《6.1. 人 还 是 可 以 计算 出 半 经 典 情况 下 的 波 函 数 亚 的. 
因子 次 序 不 确定 性 以 及 高 阶 修 正 项 和 重 整 化 问题 仅 在 普 朗 克 曲 率 
R 这 1;? 时 才 很 重要 . 我 们 将 看 到 , 在 一 些 宇宙 模型 中 . 对 于 宇宙 
的 整个 历史 ， 均 可 以 做 半 经 典 的 处 理 ， 

式 (6.1.27 和 (6.1.4) 意 味 着 于 与 3 维 空间 的 坐标 选择 无 关 . 
这 个 事实 通常 表示 为 亚 定 义 在 所 有 3 维 几 何 空间 和 物质 场 构 形 
( 超 空 间 ), 在 它们 中 ，{,Cx) ,$Cx)}( 只 用 坐标 变换 来 区 分 } 的 所 
有 组 合 都 是 等 同 的 ， 

采用 (6.1.5) 和 (6.1.6) 中 的 记 法 ; 我 们 可 以 把 W-D 方程 
(6.1. 3) 写 为 与 克 莱 因 - 高 登 方程 类 似 的 形式 ， 


(v—U y=0. (6, 1, 7) 
柑 克 荣 因 -高 登 的 情 闹 一 样 ,我们 可 以 构造 一 个 守恒 流 

J=5(% Vy), 《6.1. 8) 

VV .J=0. (6. 1. 9) 


式 中 的 标 积 所 用 的 度 规 是 式 (6,1.6) 所 定 六 的 , 这 个 流 和 超 空间 的 
几率 流 是 一 致 的 , 但 是 种 克 莱 因 -高 登 情 况 一 样 , 也 将 遇 到 贫 几 
率 的 问题 . 
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86.2 边界 条 件 


三 隧道 效应 方案 中 , 宇宙 的 形成 是 非 奇 异 的 事件 . 半 经 典 地 ， 
势 仅 下 的 传播 对 应 于 虚 时 间 里 的 演化 , 因此 ， 量子 隧道 由 一 个 欧 
氏 场 方程 的 规则 解 (一 个 瞬 子 ?描述 . 这 个 解 在 成 核 点 与 兆 仑 兹 解 
相符 会 . 即使 宇 害 以 一 种 非 奇 异 的 方式 开始 , 在 未 来 也 会 出 现 奇 
异性 (例如 黑洞 或 大 挤 压 ). 


图 6-8 

超 空间 的 边界 可 以 看 作 由 奇异 性 构 形 组 成 , 这 些 构 形 有 一 些 
点 或 区 域 具有 无 限 大 的 3 维 曲率 或 无 限 大 的 $8 或 者 无 限 大 的 
(a$8)*。 和 无 限 大 3 维 体 积 的 构 形 . 舌 要 指出 的 是 , 3 维 刀 何 奇异 
不 一 定 表示 4 维 几 何 奇 异 . 例如 , 像 图 中 给 出 的 那样 切割 一 个 4 
维 球 , 得 到 一 个 没有 半径 的 ,在 两 极 有 无 限 大 曲率 的 3 维 球 , 虽然 
这 个 4 维 几 何 是 完全 规则 的 . 更 一 般 地 ， 如 果 我 们 把 3 维度 写 为 

hh, — 0h,,, 
当 1 一 0, 而 锡 ,，$ 非 奇异 ,这 个 构 形 也 不 一 定 是 4 维 奇异 的 , 另 
一 个 例子 如 图 中 (b)? 所 示 ,，3 维 空间 在 已 点 有 奇异 性 . 这 个 构 形 对 
有 拓扑 改变 的 隧道 获 迁 是 很 重要 的 . 把 所 有 的 由 切割 规则 4 维 久 
何 产生 的 可 能 奇异 性 进行 分 类 是 很 有 趣 的 . 由 于 篇 幅 所 限 , 这 里 
不 讨论 ， 我 们 只 简单 地 假定 这 是 可 以 做 到 的 ， 这样 ,我 们 可 以 把 
超 空间 分 成 两 部 分 . 第 一 部 分 包括 3 维 几 何 , 这 3 维 几 何 仅 有 切 
割 规则 4 维 几 何 产生 的 奇异 性 , 我 们 称 为 超 空间 的 非 奇异 性 边 
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界 .第 二 部 分 包括 边界 的 其 余部 分 , 称 为 超 空 间 的 奇异 性 边界 . 波 
函数 的 隧道 边界 条 件 可 以 表述 为 ; 

在 超 空 间 和 前 琳 异 边界 ; yw 仅 包 括 出 射 模式 (C6. 2. 1) 
这 个 边界 条 件 与 费 曼 传播 子 的 因果 边界 条 件 形 式 上 类 似 . 

人 射 . 出 射 模 式 的 定义 与 正 . 负 频率 模式 的 定义 类 似 , 方 苛 指 
向 起 “时 间 * 方 向 作 用 的 边界 . 这 些 模式 在 一 般 情 况 下 能 否 精 确定 
义 还 不 是 很 清楚 , 但 在 半 经 典 表 述 中 , 这样 的 定义 是 可 能 的 . 半 
经 上 典 波 泪 数 本 以西 为 

$= Ce”. (6. 2. 2) 


式 中 S, 是 迅速 变化 的 波 函 数 ， 它 满足 趋 空间 的 蚂 米 顿 - 雅 相 比方 
程 


(CVS) Uo=0. (6. 2. 3) 
(6. 2. 2) 式 第 w 项 的 流 为 
|| WS,. C6, 2. 4) 


边界 条 件 (6. 2.1) 查 求 笑 量 一 5, 在 边界 处 由 超 空 间 向 外 . 每 一 
个 函数 5S, 都 定义 了 一 个 超 空间 中 的 经 典 路径 . 边界 条 件 (6.2., 1) 
还 表明 , 这 些 路 径 可 以 在 起 空间 的 奇异 性 边界 处 终结 , 但 不 能 从 
这 里 出 发 . 
除了 (C6.2. 1 以 外 , 我们 还 加 一 个 规则 性 条 件 : 
PAD (6. 2.5) 
险 特 -霍金 的 理论 认为 , 对 于 一 个 确定 的 3 维 构 形 , 波 函 数 由 
一 个 路 径 积分 定义 ; 
1 一 Cag, Iaglexp[— Telgm, $)]. (6. 2. 6) 
致密 4 维 几 何 可 以 看 作 位 于 一 点 “无 "Cnothing) 和 一 有 限 3 维 几 
何 之 间 , 这样 ，(6. 2. 6) 给 出 的 理论 与 “从 无 到 有 "的 量子 隧道 效应 
相似 . 这 个 波 函 数 加 与 由 (6. 2.1) 定 义 的 波 薄 数 内 很 不 相同 . 其 
中 一 个 重要 区 别 是 yr 是 实 的 , 因此 (6. 1.8) 式 恒 为 零 : 而 (6.2.1) 
定义 的 波 函 数 内 则 必定 是 复 的 ， 
+* ?759。 


§ 6.3 小 超 空 间 波 函数 


1. de Sitter 空间 
我 们 首先 考虑 一 个 简单 的 小 超 空 间 模 型 ， 


了 一 |azv 一 5 一 oo 《6.3.1) 
式 中 p, 是 恒定 真空 能 , 假设 宇宙 是 闭合 .均匀 和 各 向 同性 的 : 
ds:=o[ NC dt —a(t) df |]. (6, 3. 2) 


式 中 NG) 为 任意 的 时 穆 (Lapse) 隔 数 , df2 为 单位 3 维 球 上 的 度 
规 , 二 2G/3x. 这 个 模型 只 有 一 个 自由 度 , 标 度 因子 e， 因 此 & 一 
ta). 当 NG) 二 1 时， 这 个 模型 的 经 典 解 为 de Sitter 空间 ， 


atty—=H coshtHi}. CH. 3. 3) 
式 中 再 一 二 Goy (6. 3. 4) 
关于 l(a) 的 到 -D 方程 是 

E at Ua) | 一 0， (6, 3.5) 
参数 p 表示 因子 次 序 的 不 确定 性 ， 

Ula)=a(l— Hia’), ‘6. 3.6) 


方程 (6. 3.5) 和 上 坐标 为 a 的 单 粒 子 一 维 巷 定 答 方 程 形式 相同 . 
粒子 能 量 为 零 , 势 为 U(a). 经 典 区 域 为 Ula) 夺 0 或 a 衬 电 .在 这 
个 区 域 中 , 方程 (6. 3. 5) 的 WKB 解 ( 忽 略 指数 前 的 因子 ?为 


pi Ca) = exp| 二 :| pa yda' 和 干 亚 |， (6. 3.7) 
在 区 域 as 所 五 -:， 即 势 人 又 下 ， 解 为 
五 -1 

PE (a) =exp| 士 | pCa ) lda’ | C6, 3. 8) 


式 中 pe) 三 [一 Ce)]22. 09 描述 一 个 正在 收缩 的 宇宙 ， 而 2' 描 
述 一 个 正在 膨胀 的 宇宙 . 穿 过 势 誉 的 隧道 对 应 于 e 盖 如 一 的 出 射 
流 
jrla>H = (a). (6, 3.9) 
。760 。 


由 下 KB 的 连接 公式 可 以 得 到 形式 为 
racH = (0) — FY (a) C6. 3. 10) 


的 势 刍 下 波 函 数 . 不 考虑 ea 一 吾 的 邻近 区 域 ，(6. 3, 10) 的 第 二 项 
可 以 忽略 .因此 力 s 攻 Ca 该 了 芳 数控 指数 规律 增 大 ,直到 a==0. 
“隧道 幅 " 与 下 式 成 正比 : 


他 (五 -ArC0) ~ exp| — 和 jaca) ldar |= 


exp| — Te0s |. C6.3,11) 


图 6-9 
由 险 特 - 电 金 理论 可 以 得 到 
tnaH yn (a), C06. 3, 12) 
pala>H- I= a) ty Ca). C6. 3. 13) 


这 个 波 函 数 丘 述 了 一 个 收缩 的 和 再 次 膨胀 的 宇宙 . 势 倒 下 波 陶 数 
gzta) 按 指数 规律 减 小 (图 6-9 中 Cb》). 


2. 标量 场 模型 
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现在 我 们 考虑 一 个 更 真实 的 模型 ， 由 作 用量 
[= ja /BR+ ag) 一 VC$) | C6. 3. 14) 
确定 . 这 里 假设 标量 场 是 均匀 、 各 问 同 性 的 , 度 规 为 (6. 3. 2) 式 . 引 
入 量 


$= dr/3) .2g, V = (4G/3). (6. 3. 15) 
W-D 方程 具有 形式 
FF pa 1l1#¥ | 加 
| 元 十 之 吉 0 $) |S=0. 《6 3.16) 
式 中 Ua, =a fl—aV 1]. (6. 3.17) 


这 个 模型 的 小 超 空 间 是 一 个 2 维 
流 形 ，0<a<ceo， 一 ce 拓 gccee， 
它 的 非 奇异 性 边界 是 线 4a 二 0， 
1#j <ce. 在 奇异 边界 ,两 个 变量 
中 至 少 有 一 个 是 无 限 太 . 引 人 一 
新 变 基 a 二 lna， 我 们 通过 一 个 共 
形 图 可 以 表示 出 小 超 空 间 和 它 
的 边界 (如 图 6-10). 这 个 图 与 a 
为 时 间 坐 标 ,# 为 空间 坐标 的 阁 
可 夫 斯 基 空 间 图 相同 . 非 奇异 性 图 6-10 
边界 由 过 去 类 时 无 限 大 处 的 单 ( 奇 } 点 7 表示. 
在 到 KB 近似 下 , 波 琐 数 表 示 为 (6. 2.2) 的 形式 ， 哈 米 顿 - 雅 

可 比方 程 (6. 2. 3) 取 

[ 芭 ] -[ 守 | +0= (6. 3. 18) 
的 形式 . 当 a 很 小 (a 一 一 00) 时 ， 势 U (la, 办 趋 于 零 , 是 形 如 

站 二 e" 《6. 3. 19) 
的 项 的 迁 加 .&>0 的 项 描述 向 育 点 十 织 的 宇宙 , 祖 应 的 无 质量 自 
由 标量 场 的 爱 因 斯 坦 方 程 的 经 上 典 解 为 


gcc (二 一 站 03， gl inte—t), 


。 712 。 


是 任意 的 . 在 共 形 图 上 ,表示 这 些 解 的 路 径 在 过 去 和 要 无 限 大 处 
与 边界 相交 , &<0 的 项 描述 由 奇 点 向 外 膨胀 的 宇宙 . 隧道 边界 条 
件 (6. 2.1}) 要 求 现 在 的 模型 是 正 2 的 .在 非 奇 异性 边界 1 , 波 随 数 
接近 一 个 常数 (对 应 于 & 一 0 的 模型 ): 

via=0, #) =eonst., 《6. 3. 20) 
我 们 对 :的 邻 域 内 的 行为 感 兴趣 . 这 个 区 域 对 应 于 宇宙 的 极 早 
期 (成 核 和 膨胀 的 开始 }, 在 这 个 时 期 量子 宇宙 效应 才 是 重要 的 . 


假设 上 eg) 是 & 的 缓 变 函 数 : 
IV dwrdg| 1. (6. 3. 21) 

还 假设 VC(#) 远 小 于 普 妆 克 尺 度 : 
IV ll1, (6. 3. 22) 


当 这 个 条 件 不 满足 时 , 半 经 典 近 似 就 不 能 使 用 . 此 时 量子 引力 的 
高 阶 项 变 得 很 重要 . 式 (6. 3.20) 和 (6, 3. 21) 表 明 , 对 于 足够 小 的 
a, 波 函 数 风 也 是 g 的 缓 变 函 数 . 因此 , 我 们 可 以 忽略 对 乡 的 导数 . 
《6. 3. 16) 变 为 

| 志 十 过 二 一 Ce， $) |$=0. (6. 3. 23) 
现在 仅仅 是 一 个 参数 , 问题 归结 为 前 面 讨 论 过 的 一 维 小 超 空 间 
模型 . 这 个 小 超 空 间 (a, 办 可 以 分 为 >0 和 UU<0 两 个 区 域 . 只 
要 式 56. 3. 23) 是 正确 的 , 这 种 分 法 就 是 把 小 超 空间 分 为 经 典 禁 区 
(多 呈 指 数 形式 ) 和 经 典 允 许 区 心 呈 振荡 形式 ), 这 两 个 区 域 之 间 
的 区 域 是 =0, 或 

a:=]1/V(#). (6. 3. 24) 
为 了 找到 (6. 3. 23) 的 解 ,我 们 注意 到 (I) 参数 p 不 影响 半 经 典 几 
率 ,( 工 ) 取 轧 二 一 1，(6.3.23) 可 以 精确 地 解 出 , 引 人 一 个 新 的 变 
蔓 

& 一 一 28) (aV), (6, 3. 25) 
取 p= 二 一 1， 我 们 有 

ES 


这 个 方程 的 一 般 解 是 Alry 示 数 A1( 一 z) 和 Bi( 一 z) 的 线性 组 合 ， 
a FBI™ 


Airy 苹 数 的 系数 是 g&% 的 任意 函数 . 为 了 读者 的 方便 ， 这 里 我 们 给 
出 太 z* 值 (4z 一 十 co)Airy 函数 的 浙 近 形式 ， 


] i 
Allz) ~ ee 
2 


1 _ 
lt, 


Btz) ~ 


A sin| $+ 于 | ， 
TT 
4 


Bs)~- 记 =e Weos| $+ 


A Og ) ~ 
| (6. 3. 26) 


式 中 攻取 = 
由 出 射 波 只 应 出 现在 经 典 允许 区 域 (对 于 az>>V 一 ， iayaa 
>0) 的 要 求 , 维 林 金 找到 了 隧道 波 函 数 好 . 由 式 (6. 3. 26) 和 条 件 
C6. 3. 21) 得 到 
和 一 关 1 (6. 3. 27) 
式 中 zo 一 zCa 二 0) 一 一 (2V) ?3, 当 人 V( 办 为 负 时 , x 和 zo 是 复 的 . 


令 


VI)=e "IV(D|, 一 * 一 e |z|， 
一 2 一 em | go | , 


我 们 得 到 与 (6, 3. 27) 式 [在 V(# 和 和) 二 十 0] 相 对 应 的 解析 延 拓 . 


采用 关系 式 
Alle™ zg) tiBile™ iz)—2e" Ai(e), (C6. 3. 28) 
可 以 把 六 (和 过 0 时 的 流沙 数 写 为 
— Allz)) 6. 3. 29) 
号 -一 Nc | | LV ($0J. * 


我 们 注意 到 , 在 这 个 区 域内 波 函 数 是 实 的 . 

在 经 典 容 许 区 域 , a:V 半 1, 上 日 不 太 接 近 势 难 时 , > 取 大 值 且 
为 正 , x 取 太 值 且 为 久 [ 见 (6. 3. 22)j. 于 是 采用 渐 近 式 (6. 3. 26) 
得 到 
La | 


ni 2Tr 一 1 到 _ 
Dr et(aV—1) exp| 水 


* ?bd 


《ea Y > 1)， ‘6. 3. 30) 
类 似 地 , 在 经 和 典 禁 区 , 我 们 找到 
{1l—e:W 1 | 


入 一 0 一 aexp| 3 
《azT7< 1)， 《6. 3. 31) 
应 该 指出 ; 最 后 一 个 表达 式 在 VY 二 0 是非 奇异 的 对 于 (办 为 正 
和 沪 负 两 种 情况 都 适用 .采用 式 (6.3.30) 和 (6.3. 317,， 很 容易 验 
证 ， 如 果 满 足 条 件 


Eb li/a:}, (6, 3. 32) 


则 在 (6. 3. 16) 中 略 去 对 外 的 导数 项 有 是 恰当 的 . 这 是 关于 六 (加 的 条 
件 的 最 终 形 式 ， 它 代替 形式 46. 3. 21). 

现在 我 们 来 寻找 对 于 这 一 模型 的 H-H 波 说 数 六 它 在 经 典 
禁区 应 该 是 ea 的 指数 函数 . 由 (6. 3.20), 我 们 有 


Al(—2) 
PH AAC zy) (6. 3. 33) 


采用 渐 近 式 (6. 3.26) ,得 到 经 典 容许 区 内 Vr 的 WKB 近似 式 


1 21”— 37 了 
pn=2(aV—1)- exp| Hos| sp 一 一 子 | 
(a:V 1), (8. 3. 34) 
在 禁区 有 
_ 2 3 
r= aV) exp| 一 Ts lt | 


Ca Vl)., 《6. 3. 35) 
有 趣 的 是 , 由 (6. 3. 33) 给 出 的 gr 可 以 由 C6. 3.27) 的 并 经 过 解析 
延 拓 得 到 . 这 由 式 (6.3.28) 可 以 看 出 . 如 果 把 a 代 之 以 ea， 
VC 和 代 之 以 e "V(t$), 则 ze"ig, Toe 3, pr 就 变 成 了 wn: 
pupr(V re "V, are™ia), C6. 3. 36) 
这 导致 一 种 有 趣 的 可 能 性 :在 一 般 情 况 下 , gr 和 yn 也 应 该 可 以 
通过 一 个 解析 延 托 联系 起 来 . 我 们 建议 把 上 述 变 换 推广 为 
herhs Ve "VV ($). 《6- 3. 37) 
很 容易 证 明 , 这 个 变换 不 改变 丈 - 了 D 方程 (6. 1. 7)， 
» F764" 


§ 6.4 wr 种 wy 的 宇宙 学 预言 


在 宇宙 成 核 之 后 不 入 , 宇宙 的 演化 已 成 为 经 典 的 了 , 波 沙 数 
C6.3.30) 和 (C6. 3. 34) 描 述 了 全 部 经 典 宇 宙 . 量子 宇宙 学 的 任务 是 
葡 定 宇宙 初 态 的 几率 分 布 .在 我 们 的 简单 的 模型 中 , 初 态 由 标量 
场 上 表征 [ae 的 初始 值 由 = 1/V ($$) 得 到 , 立 和 名 的 初始 值 均 为 
零 ] 

在 维 林 金 的 量子 隧道 方案 中 , 由宇 恒 方 程 (6.1.8) 可 以 得 到 
的 见 率 分 布 .在 小 超 空间 模 独 (6, 3.16) 中 , 物质 流 有 两 部 分 : 


= Fa ap Yap )， {6. 4,.1) 

j= ("ga ), (6. 4. 2) 
连续 性 方程 为 

ar 二 = 0. (6. 4. 3) 
天 可 以 看 作 < 处 区 的 几率 密度 . 关系 式 

a | dy 一 站 《6, 4, 4) 
表明 几率 守恒, 由 波 疯 数 (6. 3. 30) 给 出 的 经 虞 解 仅 包含 膨胀 宇宙 ，; 

a VV icosh (Vt), $const, {6.4.5) 


而 且 这 里 不 存在 负 儿 率 问 题 ( 换 句 话说 , 标 度 因子 a 对 于 上 述 模 
型 是 一 个 好 的 时 间 变 量 )， 

几率 密度 pla, 加 是 这 样 定 义 的 ; 当 标 度 因 子 为 a 时 , pla, 多 
dg 表 匠 标量 场 处 于 到 $$ 十 蝶 间 的 几率 , 把 (6.3.30) 代 入 
(8.4.1), 和 且 令 p 二 一 1， 我 们 可 以 得 到 对 应 于 内 的 pla, 内; 


Priags =Crexp| — 3085 |: 6. 4. 6 
由 上 式 可 见 , pr 与 4 无关, 这 是 因为 了 人 g) 是 组 变 函 数 ， 于 是 在 经 
由 加 道上 # 近 似 为 常数 . 式 (6.4.6) 仅 适用 于 站 (有 人 0 的 区 域 . 当 
V0 时 , gr 是 实 的 ,， 且 pr 二 0. 妇 一 北 常 数 Cr 由 式 
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-| [一 所 人 
确定 . 当 # 一 土 o 时 ,Vg)<0, 或 者 VC#) 比 弛 In1#| 更 快 地 趋 近 于 


零 、 则 此 积分 量 收 剑 的 .如果 多 是 定义 在 有 限 区 域 0 二 $< 和 内 的 
周期 变量 , 这 个 积分 也 是 收 钱 的 . 如 果 这 些 条 件 都 不 满足 、 
(6. 4, 人 外) 就 是 不 可 归 一 化 的 . 其 他 的 方案 也 应 该 要 求 46.4.7) 是 收 
化 的 , 并 把 它 作 为 迷 子 -物理 模型 的 一 个 约束 条 件 来 考虑 . 


《中 PP《 宙 ) PP (名 )} 


-小 


十 大 而 
[IA 


图 全 11 
图 8-11 中 给 出 了 不 同类 型 V( 和 的 几率 分 布 prt 办 .在 第 一 个 例子 
中 ， 当 |# 一 oo 时 ,V00 ,prt 办 一 const, pr (和 的 最 大 值 对 应 
于 势 V (加 D 半 1. 虽然 半 经 融 方 法 在 这 个 区 域 并 不 可 靠 , 但 是 V(#) 
1 时 着 的 行为 暗示 了 在 这 类 模型 中 Y( 归 全 1 时 宇宙 极 有 可 能 
成 核 . 如 果 在 大 $$ 处 势 的 增 大 足够 缓慢 ， 则 这 个 初 态 就 会 导致 混 
,767* 


[me 


沌 暴 胀 .在 第 二 个 例子 中 , 势 耻 ( 轨 设 有 和 下限. 我 们 认为 ， 只 要 在 节 
一 0 时 亚 稳 态 的 寿命 比 目 前 的 宇宙 年 龄 还 要 大 ，Y( 芭 和 设 有 下 眼 砍 
相 成 问题 . (8 最 大 时 宇宙 成 核 几 率 也 最 大 . 这 种 初始 条 件 已 纳 
入 新 的 暴 胀 模型 之 中 . 例 3 表明 , 在 大 |gj 值 ,78 一 时， 可 以 
得 到 一 个 类 似 的 几率 分 布 , 如果 max[Y gj] 所 1,， 则 宇宙 的 初始 密 
度 就 远 小 于 普 朗 克 值 , 便 可 以 用 半 经 典 的 方法 来 处 理 宇 宙 的 全 部 
演化 过 程 . 


§ 6.5 扰动 超 空间 


本 节 讨 论 小 超 空间 的 线性 扰动 . 这 个 扰动 理论 和 de Sitter 空 
间 的 量子 场 论 是 等 效 的 , 并 且 字 宙 波 函数 的 边界 条 件 确 定 了 引力 
场 和 标量 场 的 量子 态 . 霍金 等 人 用 H-H 方法 讨论 了 这 个 问题 ,得 
到 结论 :量子 的 初 态 是 de Sitter 恒定 真空 态 . 本 节 用 维 林 金 的 量 
子 隧道 方法 得 到 同样 的 结果 . 

假设 标量 场 的 势 有 上 限 . 由 小 超 空间 模型 的 分 析 可 知 , 隧道 
波 函 数 yr 在 最 大 V(#) 值 附近 达到 峰值 . 在 最 大 和 值 附近 有 


VD=H— Ao ). 《6. 5. 1) 
假设 pr< 委 豆 ， 以 使 最 大 值 对 于 暴 胀 是 足够 平坦 的 .在 % 一 0 附近 标 
量 场 的 小 扰动 可 以 用 球 谐 函数 展开 ， 

$x) = (2a DY) fn (FR Cx'). (6. 5. 2) 
式 中 nH, 2 331"*', t=O 1, **. 天 一 9 一 一 上 一 ”十 二 “esi 


因子 (2x:)!* 是 为 了 QQ. 能 归 一 化 .为 了 简化 , 指标 {xn,!， mm} 就 用 
表示 . 通过 选择 一 个 适当 的 规范 , 引力 扰动 形式 上 等 效 于 一 对 最 
小 业 合 无 质量 标量 场 ， 这 对 于 只 考虑 这 个 标量 场 来 说 是 足够 了 . 

考虑 这 标量 场 的 所 有 模式 , 波 函 数 就 变 威 了 一 个 有 无限 多 
个 变量 揭 波 函数 a， 刻 , f2，…),，W-D 方程 具有 形式 


a 司 
a Es 十 pa 充 一 at — Hn’)— 
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[nm 人 一 De 十 pas 及 | 所 = 0 . 《6. 5. 3) 


拒 波 郴 数 表述 为 
= e". (6.5.4) 


式 中 Sa ( 放 ) = Seo) 十 二 Sa 及 十 DG， 


(6, 5. 5) 
把 标 度 因 子 a 看 作 半 经 典 变 量 , 并 忽略 f; 中 4 阶 以 上 的 高 阶 项 . 
这 样 , 可 以 得 到 关于 5S, 和 5S; 的 方程 : 
STatl— Hia:}=0, ‘b. 5.6) 
a:SoSr — Si— nt —1)att sas =0. (6.5.7) 
式 中 小 撤 代 表 对 a 的 导数 . 式 (6. 5.6) 是 描述 de Sitter 空间 一 维 
小 超 空 间 模 型 的 半 经 典 方 程 ， 在 经 典 容 许 区 域 , aa 万- ， 它 的 解 
为 


Sol0) = — sn( He 一 1 【得 . 号 . 8) 


式 中 选择 的 符号 对 应 于 一 个 膨胀 的 宇 尖 (出 射流), 

由 于 jx 有 HH "1 且 量 子 隧 道 问 题 的 特征 尺度 为 a~ 恕 ”所 以 
与 (wm 一 1)a' 比较 起 来 ，(6. 5. 7) 式 中 的 jai 项 可 以 扰 略 .唯一 例 
外 的 情况 是 x=1 的 均匀 模式 .均匀 模式 方 的 波 淫 数 已 经 在 2 维 
小 超 空间 模型 中 研究 过 了 . 把 VY 和 =H: 一 记 户 代入 (6. 3. 30)， 
并 按 户 的 宕 展开 ,可 以 得 到 Si(a) : 


Ss re al2). (6.5.9) 
由 上 式 中 第 一 使 得 波 靖 数 贞 是 广 的 按 指 数 规 律 减 小 的 孙 
数 . 它 集中 在 jo 附近 宽度 为 和 万 一 五 2 的 管 中 . 下 面 我 们 讨 
论 n 放 1 的 非 斑 名 模式 ， 并 和 扰 略 (6.5.7) 中 的 最 后 一 项 . 
这 里 ,我 们 可 以 通过 关系 式 
r 让 
Ne 
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法 ,我们 选择 Ra 一 sa， 对 应 于 " 共 形 时 间 ”, 此 时 有 
a= (Hcost) 1， {6.5, 10) 
我 们 用 上 代替 a， 看 作 一 个 独立 变量 . 
臣 (6. 5.7)? 是 一 个 Riccatti 方程 ， 可 以 用 代 换 


S(t) a yy, Ay, 《人 . 5. 113 
线性 化 , 式 中 a 满足 (6.5.10) 式 ， 所 得 到 的 vw 的 方程 为 
2 1 ,= 0. 6. 5. 12} 


它 与 de Sitter 空间 中 标量 模式 隔 数 的 方程 是 一 致 的 . 因此 ,vz (2) 
起 了 标量 场 5 模 式 阔 数 的 作用 . 方程 (6,.5.12) 的 一 般 解 为 
pv tant) dT By CC—itant). C6. 5.13) 
式 中 
yyy yD Ny/ 
(8, 5.14a) 
v= yt Ey TI y/n), 
C6.5,14b) 
由 于 在 6.5. 11) 中 v(#) 互 相抵 消 , 所 以 它们 的 归 一 化 问题 并 不 重 
要 . 系数 B, 的 选择 决定 和 场 帮 的 量子 态 ， 
在 经 典 禁 区 ，c< 所 五 -… 未 受 扰 动 的 波 函 数 是 与 


So(d) 一 士 可 人 一 再 2 (6. 5. 15) 
对 应 的 两 项 的 选 加 [ 见 (6. 
3.10)J. 在 (6. 5. 13) 和 (6. 
5. 14) 中 , 把 i 搁 成 十 :1， 可 
以 得 到 相应 的 模式 函数 . 波 
函数 的 三 个 分 支 分 别 是 ; 按 
指数 规律 增 大 的 多 ， 按 指 
数 规律 减 小 的 vi 和 出 射流 图 612 
gr ， 如 图 6-12 所 示 . 在 成 核 点 人 a 一 五) 附近 ,多 和 风 5 有 可 以 比 
较 的 量 级 ， 而 多, 控制 了 禁区 的 大 部 分 . 

系数 B, 的 选择 , 应 该 对 于 所 有 的 a 值 都 有 
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Ims, Ce 0, 《6. 5.16) 
否则 多 将 是 扩 的 按 指数 规律 增 大 的 酒 数 ,限制 条 件 (6.2.5) 将 被 
破坏 . 采用 模式 函数 的 表 显 形式 (6.5. 14) 很 容易 看 出 , 当 |B, | 二 1 
时 ,yr 和 ,满足 条 件 (6.5.16), 而 对 y) 唯一 可 能 的 选择 是 B, 二 0， 

为 了 找到 波 函 数 不 同 分 支 中 3B, 之 间 的 关系 , 我们 考虑 成 核 
点 & 一 五 -的 邻近 区 域 . 这 里 半 经 典 近 似 方 法 不 适用 ,这 个 问题 
需要 细致 分 析 , 在 量子 隧道 方法 和 H-H 方法 中 都 会 遇 到 ， 我们 假 
设 波 了 蝴 数 的 去 个 分 支 是 互 为 解析 延 后 的 , 使 B, 在 区 ,yt 和 yr 中 
其 有 相同 的 值 . 这 样 ,在 三 个 分 支 中 都 有 中, 一 0. 

对 于 引力 子 来 说 ; 模式 商 数 (6. 5. 14a) 的 选择 对 应 于 de 
Sitter 恒定 真空 态 . 具有 势 (6. 5.1) 的 标量 场 是 不 稳定 的 , 不 具有 
de Sitter 恒定 态 , 对 于 最 小 耦合 无 质量 标量 场 也 是 一 样 的 有 质 
量 标量 场 共 有 de Sitter 恒定 态 ， 相应 的 模式 波 孙 数 在 零 压 量 报 了 县 
时 及 回 到 了 薄 数 (6. 5. 14a)， 在 这 种 情况 下 , 各 量子 宇宙 模型 预言 
的 量子 态 都 与 这 里 得 到 的 de Sitter 真空 态 非常 接近 . 在 量子 隧道 
方法 中 预言 的 量子 态 与 H-H 方法 得 到 的 量子 态 也 是 相似 的 , 它 
们 仅仅 在 均匀 模型 中 有 一 些 不 同 . 

人 和 们 常 说 ， 闭 的 宇宙 必然 要 重新 收缩 . 如 果真 是 这 样 ， 那 么 
yr 和 描述 的 所 有 暴 胀 宇宙 都 将 热 化 , 并 在 有 限 长 时 间 内 到 达 
一 个 天 挤 压 状态 . 但 是 如 果 考 虑 到 标量 场 的 量子 涨 落 ,这 个 结论 
就 会 改变 . 维 林 金 认为 ， 宇 宙 有 一 个 开端 ,但 没有 人 终点， 我们 生 
活 在 一 个 10"* 年 以 前 就 已 热 化 的 区 域 , 但 是 宇宙 本 身 可 能 比 这 还 
要 古老. 


§ 6.6 开 暴 了 胀 和 人 择 原 理 


客 年 来 ， 人 们 对 开 宇 宙 不 太 感 兴趣 ,因为 暴 胀 预言 的 是 一 个 
平 直 的 宇宙 i. 近 几 年 情况 有 了 变化 ， 因 为 观测 结果 倾向 于 低 的 物 
质 密度 值 , 所 以 人 们 相继 提出 了 一 些 开 暴 胀 的 宇宙 模型 ， 与 观测 
结果 相符 合 . 在 第 5 章 中 ,我 们 介绍 了 Turok-Hawking (1998) 的 
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工作 , 下 而 我 们 讨论 维 条 金 41998) 关 于 开 暴 胀 方面 的 工作 . 

维 林 金 认 为 ,人们 对 人 择 厚 理 怀 有 偏 抑 ( 坏 印象 ) 是 不 应 该 
的 ， 因为 如 果 我 们 真 的 生活 在 开 宇 害 中 , 不 用 人 择 原理 就 很 难 解 
释 六 的 观测 值 . 同样 道理 也 适用 于 具有 非 零 宇宙 常数 的 宇宙 . 

1. 开架 胀 

C1) 单 场 模型 

开 暴 胀 的 最 简单 模型 是 考虑 一 个 标量 场 多 和 具有 相当 特殊 形 
式 的 势 立 (加 ， 这 个 势 有 一 个 亚 稳 的 假 真 空 , 经 过 一 个 势 健 和 一 段 
平坦 的 慢 滚 动 区 域 到 真 真 空 ， 暴 胀 的 第 一 阶段 发 后 在 场 # 陷 人 假 
真空 时 . # 不 时 地 隧道 贯穿 势 双 而 形成 泡 . 接着 # 缓慢 地 滚 问 势 
的 真 最 小 , 导致 泡 内 暴 胀 的 第 二 阶段 . 泡 的 成 核 过 程 由 一 个 紧 致 
的 OC4) 不 变 的 瞬 子 描述 , 这 瞬 子 是 欧 氏 场 方程 的 一 个 解 . 成 核 几 
率 为 P~e-, 式 中 无 是 瞬 子 的 欧 氏 作用 量 . 成 核 后 泡 的 演化 由 
把 钥 子 解析 延 拓 到 洛 仑 兹 号 姜 而 得 到 ， 可 以 证 明 , 泡 的 内 部 与 开 
的 Robertson-Walker 宇宙 同 构 . 泡 的 均匀 和 各 向 同性 由 瞬 子 的 
高 度 对 称 性 保证 . 因此 , 视界 问题 的 解决 不 是 因为 大 攻 的 暴 胀 ， 
而 是 因为 泡 成 核 过 程 的 对 称 性 . 

对 于 泡 之 闻 的 空间 , 扩散 速率 相当 高 , 且 泡 之 间 的 碰撞 非常 
少 ， 因 此 , 泡 可 视 为 孤立 的 开 宇 宙 . 所 有 这 些 宇宙 都 具有 相同 的 
0 值 , 而 此 和 值 由 慢 滚动 暴 胀 的 e 重 数 NN 决定 ， 对 于 观测 到 的 2 
值 , 应 有 六 sz60， 

这 个 最 简单 的 模型 证 明 ， 暴 胀 确实 可 以 与 低 密 度 宇 宙 相 符 
合 , 但 需要 大 量 的 微调 . 势 了 (办 要 有 一 个 尖锐 的 又 和 平坦 的 慢 滚 
动 区 域 相连 ,而 这 是 一 种 相当 不 自然 的 拼合 . 

2. 双 场 模型 

Linde 和 Mezhlumaan 引 人 了 一 个 更 自然 的 模型 , 其 中 有 两 
个 场 o 和 $$, o 用 于 隧道 贯穿 ,而 上 用 于 悍 滚 动 ， 势 的 形式 为 


Tte， 和 一 Vel0) 十 二 go 和， (6.6.1) 


式 中 Voto) 在 o=0 处 有 亚 稳 的 假 真 空 ， 而 在 g=c。 处 有 真 真空 . 
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当 g 处 于 假 真 空 时 # 是 无 质量 的 ,但 在 真 真空 中 它 的 质量 为 
m= gigp. (6.6.2) 
暴 胀 宇宙 中 的 无 质量 标量 场 受 制 于 量子 涨 落 ， 而 后 者 可 摘 述 为 沿 
$ 轴 的 随机 移动 ， 过 一 会 儿 , 银 的 所 有 值 都 变 得 同样 可 能 . 
在 这 一 模型 中 , 泡 可 以 在 不 同 的 $ 值 处 或 核 , 其 成 核 几 率 为 
Pe en (6. 6. 3) 
泡 内 人 慢 滚 动 暴 胀 的 < 重 数 也 是 与 #4 有关 的 : 
NU) 27TGF. (8.6. 4) 
因此 ,可 以 期 望 得 到 具有 不 同 0 值 的 泡 分 布 . 
然而 , 最 近 Garcia-Bellido; Garriga 和 Montes 给 出 的 分 析 表 
明 , 这 种 图 像 过 于 简单 了 . 场 #$ 在 泡 中 不 是 均匀 的 . 其 原因 是 泡 
扩展 到 涨 落 的 场 $ 的 区 域 中 去 , 而 涨 落 又 渗透 了 泡 壁 ,数学 上 ， 
这 可 以 由 所 谓 超 曲 率 模式 描述 . 令 1, 表示 场 = 停顿 于 m 处 的 真 
最 小 时 所 用 的 时 间 ( 这 里 : 是 泡 内 的 R-W 时 间 )， 则 在 时 间 为 常 
数 的 上 曲面 上 圣人 一 5 和 具有 高 斯 分 布 
Plg}ocexp (OO—#/2(F)), (68.6.5) 
其 中 弥散 
{~ Ra 6, 6,6) 
这 里 上 &; 为 泡 成 核 时 刻 的 半径 ， 分 布 (6. 6.5) 实 际 上 与 (6. 6.3) 中 
的 分 布 相 同 , 但 意义 完全 不 同 . 式 (6. 6. 3) 给 出 的 是 $ 值 给 定时 泡 
成 核 的 几率 ， 而 56. 6. 5) 出 给 出 单个 渔 中 # 的 几率 分 布 . 
只 有 上 多大 于 普 妆 克 质 量 zx, 的 区 域 才 暴 胀 ， 而 且 由 (6. 6.4) 可 
知 ,， 上 暴 了 胀 蕙 对 于 各 个 区 域 都 不 相同 ， 因此, 每 个 泡 都 包含 着 无 数 
多 个 具有 不 同 间 值 的 区 域 ， G-B 等 人 称 这 一 图 像 为 “ 准 开 暴 胀 ”. 
it 时 刻 泡 内 上 的 关联 长 度 为 5~RAHim?R， 式 中 瑟 : 为 
候 真 空 的 膨胀 率 , 而 用. 是 超 曲面 1~z, 的 曲率 半径 . 这 个 关联 长 
度 决 定 了 器 变化 的 长 度 标 度 , 且 必 须 比 现在 可 观测 宇宙 的 共 动 尺 
寸 大 得 多 (因子 至 少 居 10', 这 是 为 了 使 微波 背景 辐射 的 各 向 腊 性 
不 致 于 大 得 不 可 接受 )， 为 了 做 到 这 一 点 , 可 以 在 势 (6. 6. 11) 中选 


择 适 当 的 参数 . 
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显然 , 在 这 类 模型 中 , 不 可 能 肯定 地 预言 名 值 , 只 能 确定 2 
的 几率 分 布 . 

3. 平凡 原理 

每 个 泡 上 都 可 能 寄居 无 限 多 个 文明 世界 ， 而 每 个 文明 世界 剖 
量 的 只 和 值 一 般 不 相同 . 在 某 些 区 域 , 只 会 很 低 而 不 能 形成 任何 星 
系 . 于 是 , 测量 此 如 值 的 几率 为 零 ， 因为 那里 没有 文明 世界 观测 
它们 .人们 所 谈 到 的 人 人 择 原 理 一 般 就 是 指 这 类 约束 条 件 . 但 是 ， 
这 里 我 们 要 讨论 的 是 另 一 表述 一 一 由 维 林 金 提出 的 一 种 更 加 定量 
化 的 表述 . . 

维 林 金 提 议 , 如 在 区 间 df 内 的 几 宰 PCQ)dn 应 正比 于 在 此 
区 间 中 测量 从 的 文明 世界 个 数 . 假设 我 们 是 典型 的 文明 世界 ,我 
们 可 以 期 望 观测 到 的 如 值 在 已 人 2) 的 最 大 和 值 附近 ,这 种 大 择 原 理 
表述 称 为 平凡 原理 , 是 哥 白 尼 原 理 的 推广 哥 白 尼 原理 认为 我 们 
在 宇宙 中 的 位 置 不 是 特殊 的 , 而 平凡 原理 则 认为 我 们 要 测量 的 宇 
宙 参 数 的 值 也 不 是 特殊 的 . [Carter, Leshe 和 Gott 用 类 似 的 方法 
来 估算 我 们 人 类 的 期 望 寿 命 ，Gott 又 将 其 用 于 估算 各 种 政治 ,经 
济 结构 的 寿命 ， 包括 他 发 表 文章 的 "自然 "要 志 ， 

基于 平凡 原理 的 计算 见 文 [58]. 当时 ,人 们 还 未 发 现 L-M 模 
型 (6. 5.1) 的 淮 开 性 质 . 下 面 我 们 介绍 维 林 人 金 和 Garrniga，Tanaka 
的 工作 C1997), 他 们 首先 运用 了 准 开 宇宙 的 图 像 ,大 大 简化 了 计 
算 . 其 次 ,他 们 更 注意 了 星系 形成 的 天 体 物 理学 方面 的 讨论 . 

平凡 原理 也 用 于 其 他 的 宇宙 参数 的 计算 , 例如 宇宙 常数 和 害 
度 涨 落 幅 "1. 

4. PCQ) 的 计算 

准 开 图 像 使 计算 可 以 大 大 简化 , 这 是 因为 在 泡 内 全 可 以 取 所 
有 可 能 值 . 由 于 所 有 泡 在 统计 上 是 平权 的 , 所 以 对 单个 泡 计 算 
PC 和) 就 足 驶 了 了. 

分 布 PC(RQ) 可 以 表示 为 


PINEPOAe DC 人) | 人 。 C6.6.7) 
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这 里 ，P(2) 是 g 的 几率 分 布 6.6.5)， 后 面 一 个 因子 的 出 现 是 因 
为 初始 $$ 值 不 同 的 区 域 暴 胀 量 不 一 样 ;e** 中 是 体积 脱 胀 因子 .“ 人 
择 困 子 ”%(2) 正 比 于 单位 体积 内 星系 形成 的 个 数 . 更 准确 地 说 ， 
它 是 星系 尺度 的 体积 中 最 终 抽 缩 形成 星系 的 那 部 分 所 占 的 分 数 
《我 们 很 定 文 明 世 界 药 个 数 正 比 于 星系 数 )， 最 后 一 个 因 了 于 是 从 
变换 到 总 的 雅 痛 比 因子 , 其 变换 关系 为 -中 

了 2 2 

Ti Tn (6. 6. 8) 
式 中 吾 , 和 工 . 分 别 表 示 暴 上 胀 结 束 时 的 脱 胀 率 和 温度 ,了 6 是 物质 
和 辐射 密度 相等 时 的 温度 ,Tews 是 提 值 给 定时 的 温度 . 

高 斯 分 布 (办 在 #8=0 处 取 峰 值 . 这 对 应 于 总 一， 而 体积 天 
子 支持 大 的 # 值 , 并 促使 从 增 至 介 =1. 对 于 v2} 的 效应 的 理解 ， 
我 们 应 注意 到 , 开 宇 守 中 的 密度 涨 落 在 红 移 满足 1 十 < 一 旧 处 不 
再 增 天 . 如 果品 太 低 ， 星系 就 形成 不 了 . 因此 ， 当 一 0, rv(0) 
—0. 

一 个 有 趣 的 情况 是 P(t 办 比 体 积 因 子 大 很 多 . 此 时 人 择 因 子 
vy( 和 站) 使 分 布 的 峰值 由 二 0 处 移 至 中 的 非 零 值 处 . 

为 了 计算 vcQ)、 四 对 宇宙 密度 涨 落 的 性 质 做 一 些 假 设 . 我 们 
采用 高 斯 涨 薪 ， 由 再 复合 时 刻 在 随 动 星系 尺度 上 的 弥散 a 表征 . 
这 里 ， 参考 时 间 的 选择 是 不 重要 的 , 只 要 比 曲 率 为 主 的 时 刻 早 得 
多 即 囊 ,所 以 可 以 假定 ow 与 分 无 关 . 关于 星系 尺度 , 我 们 现在 取 
随 动 尺度 为 1Mpe. 

在 te 时刻, 具有 密度 参量 忆 .. 的 开 宇 宙 中 , 渐 近 未 来 密度 涨 
落 的 叉 散 5 只 比 5 大 一 个 有 限 因 子 : 


To 5 {2 5 er ‘2 
FoI 2 Tanlt £8. 6. 97 


式 中 最 后 一 步 采 用 了 物质 时 期 满足 的 关系 式 

TOU N/R=econst. 《6. 8. 10) 
现在 可 以 用 Press-Schechter 格式 来 确定 v22) 了 . 只 有 在 线性 化 
密度 差 8 大 于 临界 值 5x1.7 的 区 域 中 星系 才能 形成 . 因此， 
xo) 由 高 斯 分 布 对 82>6. 的 积分 即 误差 函数 给 出 : 


HH: ND a 


“7Z7ZD 


| |. (6. 6.11) 


| 
CO) 一 erfe| -| =erfc| « 
式 中 ec 一 二 (6. 6. 12) 
原则 上 ,me 值 可 以 由 密度 涨 落 的 基本 理论 中 得 到 但 是 实际 
上 还 没有 这 种 理论 , 在 实际 操作 中 我 们 可 以 令 me 符合 CMB 观 
测 . 但 是 这 样 做 又 有 局 限 性 , 因为 由 观测 得 到 的 re* 值 依赖 于 宇宙 
中 我 们 所 占据 的 这 一 部 分 的 哈 勃 常数 五 。 和 密度 参数 0D,, 而 这 恰 
怡 是 未 完全 确定 的 . 由 于 这 种 不 确定 性 ， 


x 二 0. 1] +0. 05. 《6. 6.13) 
由 方程 (6. 6.51 一 (6.6.8) 和 (6.6.11),， 可 以 得 到 对 于 总 的 几 
率 分 布 的 最 终 形式 ， 
dP : 
Tn ?erfeCy). 《6. 65. 147 
式 中 yl 《6. 6.15) 


wd 加 
注意 ,由 (6.6. 10), 变量 y 并 不 依赖 于 测量 如 时 的 温度 Tcue. 
对 于 y 之 1， 误差 晴 数 可 近似 为 


erfcl y) 所 ， (6.6.17) 
且 分 布 46.6.14) 峰 值 处 的 吕 值 可 以 解析 得 到 : 

«| 15 | | 光一 吝 | “ (6. 6. 18) 
这 个 蜂 相 当 宽 ， 宽 度 为 

4| ls | ~s5. (6. 6. 19) 


Pu 的 一 些 有 兴趣 的 值 ， 既 不 靠近 0 也 不 接近 1, 由 一 些 “一 1 的 
模型 中 得 到 (这 些 模型 很 容易 构造 )、 进 一 步 的 详细 计算 见 [59]. 
以 上 分 析 的 意义 在 于 , 给 出 一 个 粒子 物理 模型 , 对 于 吕 的 几 
率 分 布 就 可 以 由 基本 原理 进行 明确 的 计算 . 
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$s， 宇宙 的 年 龄 

对 于 只 过 1 模型 的 反对 意见 通常 是 它 很 难 解释 为 什么 我 们 恰 
好 生活 在 曲率 为 主 的 时 代 , 即 为 什么 有 

to~t,. (6.6. 20) 
式 中 ,是 现在 的 时 刻 , t 是 曲率 为 主 的 时 刻 . 在 i<&t. 的 时 刻 ， 观 
测 者 会 发 现 之 1, 而 当 t 污 t 时 , 1 冬 1. 人们 似乎 应 该 为 生活 在 
全 与 零 和 1 都 相差 很 远 的 时 代 而 感到 幸运 . 其 实 , 一 致 关系 46. 6. 
20) 并 非 那么 令 人 惊奇 . 

由 前 一 节 的 分 析 可 知 

t-te 《6. 6, 21) 
式 中 zc 是 星系 形成 的 时 刻 . 不 存在 人 择 因 子 vif 人 2 时, 有 nN 的 几率 分 
布 在 人 >0 处 取 峰 值 , 这 对 应 于 i. 一 0. vt0) 的 作用 是 移动 峰值 的 
位 置 ,使 得 星系 一 旦 形成 曲率 就 占 主导 地 位 ， 上 故 有 t.~tc. 

Dicke 的 观测 结果 表明 ,现在 的 时 间 ts 和 上 典型 主 序 星 的 寿命 
差不多 , ~t, 一 10" 年 ,而且 从 观测 上 看 , 大 星系 出 现 的 宇宙 结 
构 形 成 年 代 满 足 Zc 一 1~3, 或 者 tf 一 10:~10" 年 . 故 有 如一 一 
fo， 由 {6.6.21) 有 t+. 一 to. 以 上 论述 基于 与 观测 相符 合 的 关系 

tot,s CH. 6, 22) 
而 这 关系 不 能 在 我 们 的 模型 中 得 到 解释 . 星系 形成 的 时 间 tc 依赖 
于 宇宙 密度 涨 落 的 幅度 , 而 恒星 寿命 +. 由 基本 常数 决定 ， 在 我们 
的 模型 中 , 唯一 可 变 的 量 是 上 #, 而 ti 和 tt, 都 是 固定 的 . 可 以 设想 ， 
关系 (6. 6. 22) 可 以 在 更 一 般 的 模型 中 找到 某 种 人 择 解 释 , 在 这 种 
模型 中 其 他 一 些 “ 常 数 ” 也 可 变 ， 

6， 开 字 宙 的 量子 创 生 问题 

在 上 一 章 中 我 们 介绍 了 霍金 和 Turok 提出 的 宇宙 创 生 模 型 ， 
开 字 宙 可 以 自发 地 从 无 到 有 地 创 生 ， 他 们 握 出 用 Coleman-de 
Lucca 有 瞬 子 描述 这 一 过 程 . 维 林 金 指出 , Liinde 曾 用 同一 个 瞬 子 
措 述 具有 泡 的 闭合 宇宙 成 核 过 程 . 此 瞬 子 的 解析 延 拔 给 出 一 个 其 
有 冉 胀 泡 的 闭合 软 胀 宇 害 , 泡 的 内 部 同 构 于 开 R-W 空间 . 在 接 
下 来 的 演化 过 程 中 还 有 不 止 一 个 泡 成 核 , 霍金 也 认为 ， 他们 的 工 

”YY 


作 预 言 了 一 个 很 开 的 或 很 闭 的 宇 密 . 霍金 和 Turok 的 工作 还 认 
为 ， 开 宇 宙 在 具有 最 简单 的 势 的 模型 中 也 可 以 创 生 , 它 没 有 假 真 
空 , 对 于 这 一 反 ， 维 林 人 金 曾 提出 质疑 他 认为 ， 比如 下 (和 ) 一 


Sm, 这 种 模型 没有 规则 的 有 瞬 子 解 ，H-T 瞬 子 是 奇异 的 . 从 几何 


上 看 , 它 像 是 具有 刺 的 球 , 而 刺 的 顶点 正 是 奇 点 ， 此 处 曲率 各 标 
量 场 为 无 限 大 .后 来 霍金 和 Turok 又 指出 , 此 奇异 性 是 可 积 的 ， 
而 且 瞬 子 作用 量 是 有 限 的 . 这 一 瞬 子 的 解析 延 拓 给 出 闭 的 奇异 字 
宙 , 此 时 空 的 一 部 分 同 构 于 开 R-W 宇宙 . 这 一 奇异 性 具有 膨胀 
着 的 奇异 泡 的 形式 , 但 决 木 会 让 宇宙 的 及 -W 部 分 的 观测 者 吉 上 ， 
所 以 填 金 -Turok 认为 此 奇异 性 不 是 一 个 问题 . 他 们 的 瞬 子 有 一 
个 自由 参数 ,对 应 于 奇异 性 的 强度 ， 当 此 参数 变化 时 , 开 宇 宙 的 
密度 参数 总 也 变化 . H-T 运用 一 种 人 人 择 方 案 找 到 了 虽 的 最 可 几 
值 . 他 们 的 人 择 方案 与 维 林 金 的 不 同 ( 不 是 平凡 原理 ) H 一 T 令 
人 择 因子 x(C927 正 比 于 空间 密度 , 而 维 林 金 令 其 正比 于 观测 者 的 
个 数 ， 

维 林 人 金 认为 ， 应 该 作为 欧 氏 作用 量 的 驻 点 , 能 给 出 对 欧 
二 径 积分 的 于 时 页 献 而 在 奇异 瞬 子 中 , 场 方程 在 奇 点 处 不 能 
被 满足 ， 所 以 这 类 了 瞬 子 不 是 作用 量 的 驻 点 . 因此 他 认为 , 所 有 的 
奇 民 屋子 都 值得 怀疑 ， 除 非 能 够 证 明 此 奇异 性 并 非 真 的 . 

另外 , 对 于 同一 个 模型 [V (8) 一 地 m: 7]， 维 林 金 也 构造 了 一 
个 渐 近 平 直 的 奇异 瞬 子 . 从 几何 上 看 , 它 像 是 具有 刺 的 平面 ， 场 
在 奇 点 附近 的 行为 与 H-T 瞬 子 相同 , 且 作 用 量 也 是 有 限 的 ， 维 林 
金 认为 这 一 瞬 子 会 导致 与 观测 相 共 上 秆 的 结果 . 所 以 他 认为 , 他 得 
到 的 奇异 瞬 子 和 H-T 奇异 瞬 子 都 不 太 可 取 . 

一 个 有 趣 的 新 进展 是 Garniga 的 工作 (1998)， 他 证 明 ，H-T 
肯 子 可 以 由 非 奇 异 的 5 维 的 Kaluza-Klein 瞬 子 退化 到 4 维 而 得 
到 . 而 且 他 还 发 现 , 维 林 金 的 渐 近 平 直 瞬 子 也 有 5 维 的 对 应 物 ， 
结果 ，H-T 明子 和 维 林 金 瞬 子 都 没有 自由 参数 了 . 

Garriga 发 现 , 对 于 紧 致 维 的 足够 大 半径 , 平 直 空间 衰减 几 
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率 小 到 可 以 忽略 . 看 来 ， Garrlga 的 阵子 描述 宇宙 创 生 还 是 可 以 
的 ,但 是 正如 他 本 人 已 注意 到 的 , 由 于 他 的 咀 子 没有 自由 参量 ， 
故 所 得 到 前 只 值 是 固定 的 . 前 面 关 于 人 择 原 理 的 讨论 不 适用 于 此 
模型 ,而且 还 再 要 用 一 年 量 的 微调 来 得 到 现在 的 非 平 凡 吕 值 . 这 
种 允许 吕 在 一 连续 范围 内 取 值 的 模型 至 今 尚 没 构 造 出 来 . 
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其 他 量子 宇宙 学 模型 


前 面 我 们 讨论 了 Hartle-Hawking 的 量子 字 宙 学 ， 其 中 物质 
场 只 限于 共 形 耦合 标量 场 .下 面 我 们 讨论 于 种 其 他 的 情况 . 


$7.1 有 质量 标量 场 模型 


Hawkmg”“"" 和 Wu- 中 考虑 了 包 合 有 质量 标量 场 的 更 实际 的 模 
型 . 在 这 种 情况 下 ,采用 代 换 


r=—ash$, y=—=achs$, C7?.1,.1) 
到 -DD 方程 可 写 为 
2 J 
| 一 二 十 六 TY(z， y) v(x, y) =0, C7. 1. 2) 
其 中 二 VV 为 


Virs y) =r ym (x yarcthi(x/y). 7.1.3) 
方程 (7. 1. 2) 的 边界 条 件 由 半 经 典 近 似 波 郴 数 给 出 . 注意 到 在 
xz-y 空 间 中 的 光 锥 y= |z1 上 经 典 作 用 量 的 值 很 小 ， 因而 边界 条 任 
可 取 为 
=1 当 y= |xl|, QO 
方程 (7.1. 2) 在 上 述 边 界 条 件 下 的 数值 积分 已 由 Hawking 和 
Wu 给 出 .结果 表明 , 在 了 <0 区 域 , 到 是 指数 增长 的 ;在 了 >>0 区 
域 , 具有 振 葛 形式 . 这 正 是 Hawking 所 预言 的 结果 . 他 指出 ,经 
典 区 域 的 半 经 典 波 函数 具有 形式 


Vlas BAN exp| yp [cos| (oo “一 


1 


/9m 一 工 | (7.1.4) 


这 波 函 数 具 有 人 快速 振 蓝 的 性 质 , 故 可 用 WKB 近似 ,在 WKB 近似 
下 , 波 函 数 可 写 为 
VAC exp (ls ). 《7. 1.5) 

式 中 S 是 快速 变化 的 相 因子 , 满足 a-#$ 平 面 中 的 经 典 险 密 顿 - 雅 
可 比方 程 ;C 是 组 变 系 数 ,， 由 W-D 方程 给 出 . 

为 了 得 到 快速 振荡 的 经 典 波 函数 ,， 并 有 足够 长 的 暴 胀 期 ， 模 
型 中 包含 这 种 有 质量 标量 场 是 必 不 可 少 的 . 

Hawking 和 Luttvell 定义 了 新 的 变量 1, 将 作用 量 写成 


7 一 一 ] dz v 一 [ReCemC + BR:] — 
去 jaz VE[K(O 十 28R) — 4aK, Conn,] 
《ay P= const, ) 7.1.6) 
式 中 Cw 是 Wevyll 张 量 .这 里 RR 是 一 个 独立 变量 , 作 民 挽 
gm= (1+28R) gs $=| 去 | 
可 以 证 明 g# 满 足 方程 
元 人 172 173 ~ 
(7. 1. 8) 
这 一 方程 和 与 引力 耦合 的 质量 为 mm 一 | 南 | 的 标量 场 满足 的 方 


程 形式 相同 . 用 (7.1.7} 引 入 的 变量 gg 和 #， 可 将 作用 量 (7. 1. 6) 
改写 为 


172 
PR, (7.1.7) 


I= — bl vBR+ dir V—B| $B + 


2 十 4 至 | 有 | C7.1.9) 
这 种 情况 下 和 前 面 讨论 的 有 质量 标量 场 情 况 下 的 小 函 数 的 性 


质 相 似 ， 数 值 积 分 的 结果 也 说 明了 这 一 反 ， 
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$7.2 含 暴 胀 标量 场 的 模型 


Moss 和 Wright 讨论 了 具有 共 形 不 变 标 量 势 的 模型 :4 , 取 势 
具有 形式 


_1 | 1 
Vt C= So in 冰 


| 十 二 az 湛 ， (7. 2. 1) 
(Ca, $n=const. } 
在 $3 二 向 处 VY 有 极 小 值 . 

波 范 数 也 可 在 两 个 不 局 区 域 加 以 讨论 . 如 果 宇 宙 远 离 势 的 极 
小 点 ， 则 波 函 数 关 于 a 的 形式 与 Hawking 给 出 的 形式 相同 , 并 且 
五 的 值 由 标量 场 给 出 : 

H’=2rod /3m:. 
波 函 数 关 于 Y% 一 ge 的 形式 可 写 为 


9D~vexp| 一 备 [[1 一 4 一!)， (7. 2. 2) 
4=20| FIn 全 | 


此 波 函 数 具 有 指数 衰减 的 形式 , 这 表明 宇宙 最 有 可 能 处 于 较 小 8 
值 的 状态 . 这 样 ,如果 宇 宙 开 始 就 具有 较 小 的 # 值 ， 则 它 将 会 较 长 
时 间 保 持 在 这 个 状态 , 在 这 段 时 间 内 , 宇宙 按 指数 规律 膨胀 . 这 正 
是 暴 胀 的 性 质 . 如 果 宇 宙 在 平面 $ 一 a 中 己 点 , 且 靠 近 极 小 线 Y 一 
4， 那么 宇宙 将 围绕 这 极 小 线 振东 .在 这 种 情况 下 ,对 所 有 跨 过 
极 小 线 的 宇宙 平均 所 得 的 平均 几率 为 


CO 
AL CEeo) wan， (7. 2.3) 


式 中 C; 为 常数 ,ma 给 出 宇 省 第 一 次 通过 玖 极 小 点 的 时 间 ,az 是 了 了 

点 的 标 度 因 子 . 因为 宇宙 在 第 一 次 通过 势 极 小 点 之 前 是 按 指数 规 

律 膨胀 的 , 而 经 典 方 程 给 出 asccz,， 困 此 膨胀 将 使 宇宙 的 标 度 增 

加 x 千 . 由 C7.2.3) 给 出 的 几率 隔 数 是 相当 平坦 的 , 这 表明 只 要 上风 

和 和 a 不 很 小 , 宇宙 取 各 种 #5 和 a 值 的 几率 几乎 相同 ; 取 小 #$ 什 的 几 
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率 比 较 小 . 
Carow 和 Watamura 讨论 了 上 共有 最 小 三 侣 标量 场 的 情 说 .此 
时 势 的 形式 为 
Va, $= (pM) (7.2.4) 
A, Mf=const. 
对 相应 的 W-D 方程 作 数 值 积分 发 现 , 适当 选择 某 些 参数 ,， 波 图 
数 的 局 部 极 小 附近 有 一 个 明显 的 峰 . 这 表明 ,对 于 这 些 参数 范围 ， 
宇宙 更 可 能 处 在 假 真 空 状 态 . 波 范 数 的 另 一 个 特点 是 , 在 欧 氏 区 
域 中 流 郴 数 的 指数 增长 区 间 有 所 收缩 . 这 可 以 解释 为 , 在 反 转 点 
4 二 0 标量 场 有 一 个 非 零 的 速度 % 一 0 
在 上 述 两 种 情况 下 , 宇宙 处 在 假 真 空 状态 的 几率 是 已 知 的 ， 
因此 在 选取 了 “内 让 时 间 " 之 后 , 这 种 假 真 空 的 存在 寿命 便 可 以 得 
到 ， 从 而 不 难 给 出 暴 了 胀 的 平均 时 间 . 


§$7.3 整体 转动 模型 


宇宙 的 整体 转动 在 一 定 程度 上 可 以 说 包含 在 现在 的 观 负 中 ， 
确切 地 说 , 现在 的 观测 结果 不 能 排除 宇宙 存在 一 个 较 小 转动 的 可 
能 性 . 因此 大 们 应 该 解释 宇宙 为 什么 会 有 这 样 一 个 较 小 的 转动 ， 
或 者 根本 没有 这 种 整体 转动 . 由 高 维 空间 投影 到 4 维 空间 的 热 编 
理论 "可 以 给 出 这 种 解释 . 

我 们 考虑 一 个 具有 R-W 几何 和 无 源 辐射 场 以 及 有 源 物质 场 
的 模型 . 按 一 般 方式 定义 转动 参量 ; 

(Cg) Wp, 


1 
Was= TY Lv, 到- 
可 以 发 现 , 半 经 典 近 似 波 画 数 对 转动 泉 量 模 长 页 的 依 闵 关系 为 
VN) 一 expt — 二 [CR 十 4R, 阅 十 1 3712 十 


上 -号 一 工 ] 《7, 3.1) 
硬 FBI = 


式 中 F? = Br2t2 忆 372creaoss 吉 ( 一 志 ] 一 


所 2 
Ficos R fin)s 
di_ /有 
di 入 RR! 


RR 二 const, 产 以 及 以 下 的 大 分 别 囊 示 流 场 及 辐射 场 的 能 量 密 度 
参量 . 对 R, 旭 沪 1( 对 应 于 下 面 的 一 3/2) 及 Rof2<&1( 对 应 于 下 面 的 
< 一 1)， 波 函数 07.3.1) 简 化 为 


v=exp| — RD)| . 《7 了， 3. 2) 
这 个 结果 和 由 以-D 方程 


1r1 号 | .3931_,: 24 3° 2 
| [| 2& 十 如 4 agttd 十 


Fa]¥ta, B)—0 (7. 3. 3) 
B= 2 xeRoA 
的 解 所 给 出 的 结果 相同 ， 

该 敬 数 对 转动 参量 旭 的 依 束 关系 总 的 说 来 是 按 指数 规律 衰 
减 的 , 但 是 指数 中 的 系数 是 依赖 于 时 间 的 .在 大 爆炸 开始 时 ， 因 
子 了 ~0, 因此 波 函 数 很 弱 地 依赖 于 豆 . 这 表明 , 此 时 宇宙 可 以 具 
有 任何 大 小 的 第 速度 ,这 是 量子 涨 落 为 主 时 期 的 特征 .如果 相 对 于 
流体 的 能 量 密度 而 言 ， 宇宙 中 输 射 场 的 能 量 密度 是 占 主导 地 位 
的 , 这 就 可 能 形成 宇宙 的 较 太 的 转动 角速度 . 由 于 宇宙 更 有 可 能 
处 在 a 很 大 的 状态 , 因此 六 ?将 更 有 可 能 具有 非 零 值 , 具有 较 大 转 
动 角 速度 参量 的 几率 很 小 . 

角速度 的 上 限 值 局, 取决 于 辐射 场 能 量 密 上 度 与 流体 能 基 密 度 
之 比 RoB/a 产 ，、 因 此 2 的 平均 值 为 

(本 一 二 [1 一 (9 页 十 1)e-m]， (7. 3.4) 
式 中 
oO—= FR, /de, 
在 宇宙 常数 起 主导 作用 的 情况 下 , 总 有 9 所 1， 此 时 可 得 
。784 ， 


_ 1] 一 
(I C7. 3 5) 


妈 

Eb /af. 《7. 3.6) 
结果 (7. 3. 5 给 出 衬 密 角 速度 演化 的 初始 条 件 , 因此 由 它 给 出 的 
宇宙 现在 的 角速度 应 该 可 以 与 观测 结果 进行 比较 . 


37.4 高 维 模 型 


通过 增加 维度 的 方法 , 可 以 把 Harttle-Hawkmng 的 基态 理论 
用 于 高 维 情 况 , 最 简单 的 模型 是 具有 正 宇宙 常数 的 Kaluza-Klein 
宇宙 模型 . 其 度 规 形式 为 
ds:—=—df:+a td ph (da. (7.4.1) 
所 有 经 典 洛 仑 兹 种 欧 氏 解 都 是 已 知 的 , 但 只 有 欧 氏 解 


全 ， 六 » lA , i 六 1 122 
ds =dr’+ Sin | | r ja08+Cicos| | 下 | caoi 


“=const., 【7. 4. 2) 

在 南极 才 是 紧 致 的 . 
在 半 经 典 近 似 下 ,路 径 积 分 形式 的 波 图 数 可 写 为 

下 一 No> Aexp(— B,). 《7. 4. 3) 
在 所 讨论 的 情况 下 、 疲 隔 数 具有 形式 

(a, b=Noexp| Tab — Hia')' | (7. 4. 4) 
式 中 a<| 全 | “AN, 为 常数 ， HB- 一 | 全 “. 当 a>H 1! 时 , 波 
函数 具有 形式 

到 (ay =N' vcos| od Ha — 1 +6 | (7. 4, 5) 
式 中 N' 和 6 为 常数 .把 (7.4.5) 代 入 经 典 流 包 满 足 的 方程 

vy,S=P,, (7. 4. 6) 
可 以 得 到 波 也 的 经 上 典 轨 迹 : 


"78DO"* 


di 二 一 di 十 coshv N6zds2: 十 


Cisinh:v A Ord 0:. 《7. 4. 7a) 
式 中 C 为 常数 . 上 式 表 明 第 5 维 的 圆 扩张 为 3 维 球 , 旦 不 再 自动 
压缩 ， 
简单 的 5 维 Kaluza- 长 lein 模型 并 不 引起 自动 压缩 .下 面 我 们 
考虑 一 个 具有 正 宇 宙 常 数 的 模型 , 度 规 形 式 可 写 为 


ds:=—dii+ta: tdn te dn:, (7.4.7b) 

其 引 帮 作用 量 为 
_ 十 了 一 RR: 37zr? 
r= [de {t+ [= + ms |+ 
[6r- > 十 人 一 lynre] 一 241- (7. 4. 8) 

式 中 我 们 给 出 参数 

a 二 Rr", b= Rr ', 《7 了 .二 中 ) 
一 般 以 比例 参数 玉 作 为 一 个 时 间 泽 标 . W-D 方程 可 写 为 

局 < 可 了 一 


有 _. 
i RR RK 天 十 Ro + GTi 


— 1 生 lz - -11 四 
[6e anp[ tn 21] 十 n(n 本 ee 十 3773dj 


2AR’Y) WR, p) 一 0， (7. 4. 10) 


式 中 p 代表 路 径 积 分 中 的 一 些 值 , 但 不 是 所 有 的 值 . 令 p 一 1, 条 
用 誉 标 变 换 
= Rsinhp, Y= Reoshp, (7, 4.11) 
我 们 得 到 两 个 明显 的 欧 氏 解 : 
1) SXS, 
T3222 
“一 | 24 I lcs "J 
Ga 十 2 一 1 和 
bb | 计 于 | 和 
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(7, 4.12) 


(C2) 1 


十 
a 一 oo 一 | 一 人 | ， 
Ta 十 2212 fT: 24 1 ， 
5 一 | | cos| | 5 二 2 -| [7 了 .44. 13》 


我 们 选择 e 一 1, 这 与 更 一 1 的 边界 条 件 一 致 ， 且 其 假 导 数 为 零 . 
在 一 处, 条件 至 一 1 来 自 欧 氏 度 规 . 此 时 在 欧 氏 度 规 南 极 有 


dp da 
5 一 0， 刷 一 1， 让 二 0 
在 zx 一 一 处: 上述 条 件 为 
de __ de 
闲 二 总 ， dr—i? 下 一 小 
在 只 到 达 地 势 面 
4) 0 (7. 4, 14) 
他 pb: 


之 前 . 波 函 数 有 一 个 典型 行为 , 它 在 


2 a 2 2 1 
3n (十 <[ 过 | 一 也 十 Sm 十 6 一 (7. 4. 15) 


处 开始 震 菏 . 因此 ， 所 有 的 经 典 演化 都 得 从 这 里 开始 ， 月 初始 速 
度 为 零 . 这 一 条 件 来 自爱 因 斯 坦 约 束 关系 入 -了 DD 方程 的 经 典 计 算 
部 分 , 在 所 有 这 些 轨 和 迹 中 ,两 个 明显 的 精确 轨迹 是 (7,4.12) 和 和 
《7. 4. 133? 中 的 洛 仑 兹 部 分 ， 


Cl) a=| 2 号] cosh[| yy) 7 ; =p (7.4.16) 


(2) b= [| cosi[| 二 | “让 4a (7-4.17) 


它们 有 一 个 固定 标 度 wo, 名 的 内 部 空间 S$; 或 5,. 如 有 果 5; 的 初始 
标 度 小 于 ao， 它 将 拥 缩 , 而 外 部 的 5, 将 无 限 脱 胀 . 如 时 5 的 初始 
标 度 小 于 5&6， 则 它们 的 行为 将 反 过 来 , 如 果 韧 始 标 度 都 大 于 对 应 
的 常数 标 度 ， 则 5; 和 5, 都 将 无 限 地 膨胀 . 

可 以 想见 , 在 内 部 空间 即将 雪 织 时, 量子 引力 效应 起 着 重要 
作用 . 实际 上 半 经 典 近 似 在 这 里 已 失效 .不仅 表 达 式 (7, 4. 3) 不 能 
给 出 一 个 稳定 的 波 函 数 , 而 且 不 能 通过 简单 地 雷 掉 高 阶 项 把 W- 
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D 方程 变 为 Hamalton-jacobl 方程 ;相反 地 ， 必须 把 这 些 高 阶 修正 
项 放 在 方程 的 右边 , 在 十 缩 附 近 , 我 们 希望 从 被 函数 的 数值 计算 
中 看 到 演化 的 细节 . 

我 们 把 零 势 面 从 欧 氏 区 域 到 洛 仑 兹 区 域 的 转变 看 作 量子 隧道 
的 一 种 形式 . 一 个 基 子 隧道 在 零 势 面 通过 (a, 5) 构 形 的 相对 几率 
可 以 用 一 个 路 径 积分 表示 出 来 : 


vw=| .dLg.J[sJexp(— TLg,, $]). (7.4.18) 


爱 因 斯 坦 场 方程 的 瞬 子 解决 定 了 路 径 积 分 . 例如 ， 如果 蕊 十 
C "是 一 个 配子 , 则 几率 就 取 一 个 极 值 . 在 一 般 情况 下 , 在 瞬 子 北 
极 的 正则 条 件 与 南极 的 一 样 强 . 因此 , 它 也 显示 出 了 最 可 能 的 演 
化 途 行 . 

必须 强调 的 是 拓扑 S; 和 5S。, 对 这 个 模型 不 是 必 不 可 少 的 ， 但 
其 中 的 曲率 项 很 重要 . 如 果 缺 少 这 些 项 ,质量 演化 束 相 当 困难 ( 即 
使 在 经 典 条 件 下 ). 

前 面 讨论 的 模型 作为 真实 的 理论 模型 有 一 年 困 难 ， 因 为 维度 
和 宇宙 常数 都 是 任意 给 定 的 . 人 们 通常 把 11 维 超 引 力作 为 更 真实 
的 理论 , 下 面 我 们 就 来 讨论 这 一 理论 . 

11 维 时 空 可 能 是 真实 的 . 通过 自动 收缩 , 那 额外 的 7 维 可 以 
被 压缩 在 普 朗 克 尺 度 范围 内 . 这 个 尺度 范围 表明 了 粒子 物理 的 内 
部 对 称 性 . 让 对 称 性 要 求 引入 一 个 3 阶 反 对 称 张 量 Awwe. 这 样 ， 
场 方程 可 写 为 


Ry — FguR 一 8 (BF yrogF MN — gunFsronF  )》， 


(7. 4. 19) 


FMP = = Mevra py MF, m, C7. 4. 207 


OEM, N:P, Q, S, R, E10). 
式 中 Fuwea=4d! duanpay? 
N= |gl- se ™, 
下 面 我 们 将 使 用 有 限 自由 度 的 小 超 空间 模型 . 假设 时 空 为 爱 因 斯 
* 788* 


坦 形式 Mx X MM.x, 不 为 零 的 场 分 量 为 
Ear Eo) {m:n ps 9—=0, "", 1), 
Frpo CI) Fmty) CH Vs Ps T= 10). 

再 在 我 们 尝试 寻找 基态 被 范 数 ,把 MM 看 作 只 Xe ， 把 
Ad 看 作 Si_i; 这 里 屁 代表 时 间 ,， Ss_!1 和 Si- 分别 代表 外 部 和 
内 部 空间 . W-D 方程 中 标 度 w 的 几何 平均 值 作为 类 时 坐标 . 在 顶 
型 空间 , w 足够 小 , 欧 氏 度 超 的 作用 量 也 委 小 . 波 函 数 的 具体 形式 
依赖 于 罗 -D 方程 中 算 符 的 次 序 . 人 们 希望 一 达到 零 势 面 的 内 空 部 
分 波 函 数 就 开始 振荡， 宇宙 就 开始 经 典 演 化 . 但 是 不 幸 的 是 零 势 
面 处 处 类 时 , 没有 洛 仑 蓝 区 域 . 这 与 在 这 个 ansatz 下 没有 任何 经 
典 洛 仑 花 解 相 一 致 . 

如 果 我 们 假设 Mi; 一 RX Hi_i(R 守 4)， Mi 二 Sui， Mi 二 R 
XS (RE 一 2，3》，1d 一 五 则 情况 就 完全 不 同 了 .我 们 可 以 
找到 拓扑 六 XS XX Su 的 经 典 解 , 度 规 符号 为 (一 一 … 一 

一 r 一 一 


十 十 … 十 》 和 (十 十 … 十 一 一 … 一 )， 这 些 解决 定 了 基 春 的 路 径 积 
I nn 
分 ,到达 五 ,或 五 时 波 范 数 开始 振东 ,表示 基态 的 经 典 洛 仑 
兹 轨道 .k= 二 2， 3,…，9 时 可 能 存在 畦 道 , 这 意味 着 可 能 得 到 2， 
3,，""，9 维 的 宏观 时 空 , 考虑 维度 ,我们 希望 最 可 能 的 宇宙 演化 
是 下 一 4， 事实 确实 如 此 . 
为 了 得 到 最 可 能 的 演化 ， 我们 必须 找到 奶子 解 . 现在 我 们 寻 

找 拓扑 空间 5S; XSi_4 的 瞬 子 . 如 果 上 二 1，2，3，, 我 们 有 Fw 二 0， 
由 方程 (?. 4. 20) 得 到 

Fe” =D, (7,4. 21) 
或 者 d"F=0. (C7. 4. 22) 
考虑 到 已 是 势 4 的 度 规 场 , 所 以 下 必定 是 空间 S11-; 中 的 4 维 形 
起 ,由 于 五 :CS1. i;) 是 零 维 的 , 我 们 得 到 

Fm = 0. (7. 4. 23) 
当下 一 5 时 ,095) 为 零 事实 和 方程 (7. 4. 20) 据 定 了 下 mw 的 分 量 
为 零 . 用 同样 的 方法 ， 可 得 (7. 4. 23). 值得 注意 的 是 , 在 5; 北极 的 

ZEO。， 


正则 条 件 是 很 重要 的 ， 如 果 缺 少 这 个 条 件 ，$:* 的 非 紧 致 部 分 将 有 
一 个 非 零 的 Fiwm. 
显然 , 所 有 这 些 讨 论 也 适用 于 ==6, 8，9，10 的 人 情况 .但 是 
我 们 可 以 得 出 结论 :只 有 3, xs3, 的 情况 才能 得 到 瞬 子 解 . 
由 于 五 03) 一 1， 所 以 对 于 SS XS， 了 ww 必须 采用 下 面 的 形 
式 ， 
Pp ™— fon =—=const. C7. 4. 24) 
如 果 令 
Fm—=0, 《7.4. 25》 
则 由 爱 因 斯 坦 方程 可 知 , 洛 仑 兹 部 分 必须 是 一 个 Freund-Rubin 
空间 ， 此 空间 是 反 de Sitter 空间 , 圆 的 5; 空间, [SO {3,2)/SO 
C3, 1)]XSOQt8)/SO (C7) 空间 , 或 者 是 一 个 Duff-Pope 空间 . 前面 
的 解 给 出 了 一 个 具有 SO8) 不 变性 和 NN 二 8 超 对 称 性 的 4 维 模 
型 , 而 后 面 的 解 内 给 出 了 SOC(5)XSOt52) 不 变性 和 N=1.0 超 对 
称 性 , 外 部 和 内 部 空间 的 有 效 引 力 常数 分 别 为 一 4 广 /3 和 2/3， 


瞬 子 的 度 规 符号 为 (一 一 一 一 十 十 十 十 十 十 十 》， 
如 果 Fw 不 为 零 ， 则 有 
Fm = Sie. a. (7. 4. 26) 
对 于 S;，Engler[Phys. Lett. 119 B. 339(1982)] 发 现 ， 如果 
Sw 是 满足 
Ro THS,) =0 (7. 4, 27) 


的 全 反对 称 张 量 5S+ 中 的 一 个 ,， 则 条 件 (7.4. 26) 可 解 出 场 方程 
《7. 4. 20) 的 5; 部分， 


Fe ,= 2 i ng 《7. 4. 28) 

对 于 收缩 的 5S;， Englert,;Rooman ;Spindel[| Phys. Lett. 127B， 

47(1983)] 找 到 了 上 其 有 扭 量 Sy ww 的 解 ， Srw 使 S; 变 为 Ricel 平 的 ， 

Rt i =0. (7. 4. 29) 

形 如 《7.4.25) 和 (7.4. 26) 的 规范 场 导致 了 一 个 各 向 异性 的 宇宙 常 
"790。 


数 ( 一 5 疡 /2，3 产 /2)， 这 两 个 场 均 无 超 对 称 性 . 
我 们 可 以 证 明 ， 所 有 (7.4.28) 的 解 都 具有 (7.4.26) 的 形式 . 
对 于 (7.4.28)? 的 任意 一 个 解 ， 定 愉 


T= Komme (K—const, ) [7.4. 30) 
具有 扭 量 了 的 Riccl 张 量 满足 
眼 人 十 C7?. 4. 31) 


我 们 总 可 以 选择 适当 的 常数 下 , 使 RwtT% 十 T%) 二 0 成立, 对 于 
Englert,， Rooman, Spindel 的 和 解 ,我 们 有 下 =1/wv3 4!. 册 
(7. 4. 28) 和 (C7.4. 30) 可 得 

d*F(ycF ry), 

Tiy})cc "Fty), 
由 此 可 得 

FryyccdT (Cy), C7. 4. 33) 

我 们 已 伺 给 出 了 所 有 已 知 的 S,X5; 的 解 ,Freund-Rubin 解 
的 重要 意义 在 于 通过 假定 的 寄生 规范 场 ， 得 出 $; 是 自发 收 迪 的. 
在 量子 宇宙 学 中 ， 只 有 了 瞬 子 解 星 重要 的 , 这 是 由 理论 本 身 决 定 
的 .开始 人 们 对 引信 5S; 中 规范 场 获 得 Englert 解 感到 很 惊奇 . 现 
在 人 们 意识 到 了 , 所 有 的 解 都 必须 与 S, 有 关 . 然而 人 们 还 不 知道 
场 方程 的 刀子 解 是 否 已 全 部 找到 了. 

总 之 , 本 节 指 出 了 在 Hartle-Hawkting 基态 理论 框架 内 , 瞬 子 
解决 定量 子 茎 迁 几 率 、 给 出 最 可 能 的 宇宙 演化 途径 . 我 们 证 明了 ， 
在 11 维 超 引力 空间 和 小 超 空间 S:X S11_, 条 件 下 , 肯 子 解 只 能 取 
Ss XS; 的 形式 .对 于 真实 的 党 仓 兹 时 空 , 这 意味 着 , 在 11 维 超 引 
力 空间 中 的 自发 收缩 把 我 们 的 时 空 限制 在 4 维 或 者 7 维 , 并 且 只 
有 一 个 时 间 坐 标 . 


(7. 4. 32) 


$7.5 一 个 无 奇 点 的 宇宙 解 


在 物理 学 中 , 任何 内 豪 奇 异性 都 是 令 人 厌恶 的 ， 按照 奇异 性 
边界 理论 , 奇异 性 是 一 切 非 类 空 短程 线 不 可 延 揪 的 边界 ， 定 宙 奇 
* 79。 


点 这 表示 宇 骨 演化 的 起 点 或 终点 ,在 那里 不 存在 任何 因果 联系 ， 
或 者 说 一 切 因果 联系 在 那里 均 被 割 肠 了 . 这 在 物理 学 中 显然 是 难 
以 接受 的 . 许 萎 彦 和 刘 辽 指出 , 若 考虑 到 早期 宇宙 物质 场 真空 的 
量子 单 圈 效 应 对 经 典 爱 因 斯 卉 方程 的 修正 , 宇宙 奇 点 是 可 以 避免 
的 ,他们 提出 了 一 个 匹 奇 点 的 振 萝 式 反 弹 宇 宙 解 7. 
会 有 奇 点 的 佛 里 德 曼 度 , 对 于 天守 0, 天 一 0 和 天 < 二 0 三 种 情 

次 ,分 别 具 有 形式 

ds:—~ai (ny) (dy —d¥ sn Xd —stn Xsin:0d ), 

ds: =a:m) (dy —dxr—dy ~— de ), 

ds: ~a:tn) (dr —d¥ — sn Xd —sinh Ysn Gd ). 


(C7.5.1) 
由 此 式 可 以 得 到 Ricei 张 量 的 分 量 和 标 曲 率 : 
局 一 形 一 局 一 一 二 (ae 十 字 寸 26 中 )， 
R=—S(atad), C—O (7. 5. 2) 


和 和 下 < 二 0. 
共 形 不 变 物质 场 的 能 动 张 量 了 .的 真空 平均 值 的 皮 常 迹 为 ， 


T 一 DR 十 有 | RaR*— 3R:| +7ConC™, (7.5. 3) 
式 中 a， ,7 为 无 量 网 常数 . 满足 关系 
3a— 2—27=0， 《7. 5. 4 
对 于 标量 场 、 中 微 子 场 和 电磁 场 依 次 为 : 
a B 
) 1 1 标量 场 
二 11 中 微 子 场 
12 62 电磁 场 
(7. 5. 5) 


将 (7, 5.2) 式 代入 (7. 5.3) 式 , 可 得 Friedmann 时 空 的 反常 迹 
一 一 让 | aa 一 4aae 十 axa 一 302 十 (202 一 2aa)t | 一 
a a 
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128 | Tri— Batt Cd:—ad)k | (7, 5. 6) 
地 性 LE 


设 宇宙 中 充满 着 共 形 不 变 的 辐射 场 ， 对 于 辐射 场 能 量 密 度 p. 
== 志 /a'， 其 中 巨 是 一 个 常数 .辐射 场 的 作用 量 为 : 


— |e v= gd =o— ma) /pdr —— Vpdn 


z (7.5.7) 
对 于 大 >0 的 Friedmann 时 空 ， 
7 二 | dx| de| dysinesinzx = 9. (7.5. 8) 
总 的 经 典 作 用 量 为 ; 
|R /Edir |p Vgdr = 
_ Va F(a 一 a 统 ) 十 | (7.5. 9) 
式 中 1 是 Planck 长 度 ，: 一 | 1 一 1.2X10-*em. 


考虑 了 单 圈 项 的 贡献 以 后 ， 总 的 有 效 必 用 量 可 表示 为 ; 
Tlg)=T(g) i tg), C7.5.10) 
式 中 Ti(g) 为 单 轿 项 对 作用 量 的 贡献 , 它 与 反常 迹 的 关系 可 以 表 
示 为 
2 SD, 
"Bg, 
由 (7, 5, 8) 和 (C7.5.11), 可 以 解 出 荆 : 


oo 让 


T= 二 《7. 5. 11》 


, 
a | (7. 5. 12) 
Er 


oa| £4 + 8| 生 | 一 68 
把 (7. 5.9) 和 (7.5.12) 代入 (7. 5.10), 得 到 


a 

好 ， 

Et 
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I(a) =V|dg| 一 让 (4? 一 ak) 一 应 一 3 


在 CGS 单位 制 中 疡 应 改写 为 法 瑟 ,7(a) 是 一 个 无 量 纲 的 量 . 
1 是 Planck 长 度 , 5 是 一 个 无 最 网 的 实 参数 , 则 (7. 5. 13) 式 可 以 
改写 为 

1 = Vd, b, b), (7., 5. 15) 


dp dp 
其 中 “二 而， 2 一 


等 等 ， 
(8s bs b=—6(8 2) —P,— 


se| 全 | 一 6q| 到 2) 开 十 


B 
Ee | 
B 11 一 68| 二 | k. C7, 5. 16) 
经 典 几 何 应 
BT 
吏 一 《7.5, 17) 
由 于 加 (6; 5b, 5) 和 7 无关, 一 一 次 积分 后 可 得 
d ac 
五 一 -总 爱 | 二 +b -4， (7. 5.18) 
五 是 积分 常数 . 将 (7.5.16) 式 代入 (7.5.18) 式 可 得 : 
， ， 加 ph? pp 
E=—60— 60k+pi6r pl2 pr— 
bp: plt pl? 
3a 了 | 一 6 到 六 8 十 38| 2) 一 68| 多 | 有 
(7. 5. 19) 


这 蚌 一 个 单 圈 量子 修正 后 的 爱 因 斯 坦 引力 场 方 程 . 下 面 讨论 此 方 
程 在 < 一 十 1 情况 下 的 解 . 
在 所 考虑 的 情况 下 , 经 典 佛 里 德 曼 宇 宙 由 奇 点 膨胀 , 到 某 一 
极 大 线 度 后 又 收缩 ， 直至 奇 点 . 下面 讨论 (7. 5.19) 的 一 个 具有 极 
小 尺度 (无 奇 点 ?的 解 的 存在 问题 . 极 小 太 度 (或 称 反 弹 点 ) 的 边 异 
条 件 可 写 为 
* Fad: 


pOI—=b0, B00)—=0, (0 0, (7. 5. 20a) 
式 中 必 表示 宇宙 的 极 小 (最 小 ) 尺 度 . 
在 加 附近 ,可 将 #8 展开 为 
bin =p, 十 680)9 十 去 5(0) 玉 十 3 6 0) 十 
假设 宇宙 关于 时 间 是 对 称 的 ， 则 有 


五) 一 站 (7,5, 20b) 
极 大 尺度 对 应 的 边界 条 件 可 以 表示 为 
bn = (一 DJ<0; 《7. 5. 21 
此 时 量子 单 圈 效应 可 以 下 考虑 ，(7.5. 19) 简 化 为 
FE—E=— 6 — bk. 《7. 5, 22) 


将 上 式 与 文献 46] 中 的 经 典 佛 里 德 曼 时 空 的 爱 因 斯 坦 引 力 场 方程 
比较 ， 可 得 五 一 0， 显 然 ， 当 宇宙 尺度 较 大 或 极 大 时 ， 即 当 了 很 大 
时 , (7. 5. 19? 的 解 趋 近 于 经 典 佛 里 德 曼 度 规 . 

由 式 (7.5. 20?， 可 将 爱 因 斯 坦 引 态 场 方程 (7.5. 19? 简 化 为 


34| 三 上 十 6 汰 一 瑟 一 0 (7. 5. 23) 
当 上 = 十 1， 上 式 化 为 
3a8 — B666:=0. (7. 5. 24) 
fl 
s—[ 条 | al | 0. (7. 5. 25) 
此 方程 的 近似 解 为 
b=bcosh (pn) 3 (7. 9 267 
fp 174 3 
其 中 p+ 一 | 象 | 1 有 | ， C7. 5. 27) 
当天 一 站 时， 方程 (7.5. 231) 具 有 形式 
| (7. 5. 28) 
5 一 | 名 | b=—0. .5. 
解 之 ， 得 
b=pcosht py). ¢7,. 5. 29) 
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式 中 p= [多 | . (7. 5. 30) 


3 
’ 三 7 
在 CGS 单位 制 中 ， 一 | a6 . 由 7 二 0, 5 为 极 小 值 知 :5 不 
能 为 负 , 更 不 能 为 零 ， 因而 只 能 大 于 地. 这 就 避免 了 了 当 w=0 时 的 
坷 点 解 . 
当下 过 0 时 ， 方程 (7. 5. 23) 具 有 形式 
3ab— Db: Hb!=e. (7. 5. 31) 
进一步 取 近 做 ， 上 和 式 变 为 : 
* 一 | 各 | a 1 二 号 | 一 0. C7. 5. 32) 
上 式 的 近似 和 解 为 ; 
p=bcosh(p—y), (7.5. 33) 
其 中 
"rm 1+t; 四 172 
p- 一 | 人 (1+ 党 | . C7. 5. 34) 


由 上 面 的 讨论 可 知 ， 当 计 入 单 圈 量 子 修正 以 后 ,可 以 避免 宇 
宙 的 奇 点 ， 


$ 7.6 宇宙 的 拓扑 结构 


关于 普 朗 克 时 期 宇宙 的 时 空 扼 扑 结 构 问 题 , 已 有 诸多 学 者 进 
行 了 有 意义 的 探讨 ， 似 平 在 这 一 宇宙 演化 的 极 早期 形成 单 连通 字 


害 和 多 连通 宇宙 的 可 能 性 都 存在 7. 
宇宙 基态 由 H-H 波 函 数 描述 
pC) = N| dg Jexp(—I[g.]). (7. 6. 1) 
我 们 取 Planck 时 期 宇 窗 时 空 拓扑 结构 为 
RICOS 9T ， (7. 6. 2) 


这 里 R! 表示 时 间 维 ，3” 表示 a 维 球 ，7” 表示 DD 维 环 ， 此 时 度 规 


为 
ds:=—dt ra die (Cdn C7.6.3) 


» OP +* 


由 上 式 经 计算 可 得 作用 量 为 


_ 2 
1 fae se De + pda 


PD DE 2 eh|, 07.6.4) 
p: a 0 


此 处 是 9 子 空间 的 曲率 常数 , ko 是 了 T?” 子 空间 的 曲率 常数 . 
仿 上 一 rr， 


[ ，， . A 
Ag? 
1 


aj Nexp 


pia) Niexp| 去 eos| | 人 一] 2 _ 


(7.6,6) 
对 于 三 维 环 Ts， < 一 0 万 一 3, 且 二 一 0 考虑 到 环 空 间 上 枚 
次 不 重要 ,我 们 有 波 函 数 


GO) NabEZ1 EN ' (7, 6. 7 
这 里 2 为 柱 图 数 . 
又 我 们 知道 a,， 2 的 经 典 解 分 别 为 
三 
EN $e (9. 6., 8) 
p= AveV #1, (7. 6. 9) 
4u 为 常数 . 


又 因为 在 Planck 时 期 , 因此 
1~190 "ts), 而 A~10"cem 下) 
把 式 (7, 6.8) 和 C7. 6. 9) 分 别 代 人 式 (7. 6.5~7), 展开 , 得 到 
| 3 
Ni 1 二 + 了 4! |，a<N 南 ， (7. 6. 10) 


『 


Yo) 一 -GT4 Qa 交 ， 【7 了。 6. 11» 


二 HF» 


YO EN, te fa (7. 6. 12) 


此 处 Co 为 常数 . 在 本 文中 为 讨论 简单 起 见 ， 我 们 不 妨 取 Co eC] 
为 同 级 常数 . 


3 


若 1col 志 1， 县 |Nsco| 安 |Ni|， 则 波 蚂 数 风 四 ) 只 有 很 低 的 峰 ， 
相 比 之 下 yta) 显 得 有 很 高 的 蜂 ， 且 此 时 有 
[CB | | Ca) | (7. 6. 13) 
若 |col 污 1, 且 |Nzeol 守 |N|， 则 波 酉 数 y(B) 有 很 高 的 蜂 ， 且 
此 时 有 


(0) | | pa) | 《7.6.14) 
若 [Neo | = IN | 9 则 此 时 有 
gp) | | a) 7. (7.6.15) 


/3 
(1) a 及时 . 


Ni 
若 |c,| 1 BINal< 管 |， 则 波 函 数 (6) 只 有 很 低 的 
峰 ， 相 比 之 下 ga 显得 有 很 高 的 峰 . 且 此 时 有 
pep De pea) | {7,.6.16} 
MN 
车 |eco | 次 1， alvely| 劳 9 因 波 了 消 歼 区 (7 有 很 高 的 峰 ， 
且 此 时 有 
[p00) | gta) |:. 《7.6.17》 
若 jNaco| 一 | 9 则 此 时 有 
[gO a | a) Ei. (7.6.18) 


根据 波 函 数 的 几率 解释 ， 由 (1 和 (I) 得 到 在 宇宙 Planck 
时 期 ,产生 球 拓扑 与 环 拓 扑 见 率 都 存在 的 结论 ,从 而 在 理论 土 说 
明了 形成 单 连 通 宇宙 与 形成 多 连通 宇宙 可 能 性 都 存在 . 在 标准 字 
宙 模 型 中 通常 假定 时 空 是 单 连通 的 , 不 过 , 这 个 假定 没有 理论 上 
“738。 


或 观测 上 的 根据 宇宙 党 原理 并 不 要 求 时 空 是 单 连通 的 ， 
Finstetn 方程 亦 不 要 求 时 空 是 单 连通 的 , 观测 上 也 并 不 表明 时 空 
一 定 是 单 连通 的 ， 


$7.7 时 室 泡 沫 结构 和 虫 油 


惠 朝 曾经 指出 ,在 普 良 克 斥 度 附 近 , 由 于 物质 场 的 量子 涨 
落 , 将 使 得 时 空 在 小 尺度 上 具有 允 连 通 的 泡沫 结 枸 '"]， 刘 辽 担 
出 ， 时空 的 泡沫 结构 在 QED 中 产生 新 的 顶 角 恰好 可 以 抵消 QED 
中 三 种 最 低 阶 的 原始 发 散打 

设 母 宇宙 中 原 米 的 拉 氏 量 为 兰 w (加 , 当 出 现 忠 油 和 半 忠 洞 以 
及 子 宇 宙 时 ， 应 代 之 以 有 效 拉 氏 量 : 

Sg) = (+ Ds ($) ar ta,). C7.7.1) 

式 中 ,各 a 分 别 为 第 :个 虫 洞 、 半 虫 润 和 子 字 宙 的 醒 凑 算 符 和 
产生 算 符 ,st, (是 虫 洞 与 场 $ 相 互 作用 的 拉 格 朗 自 ,对 上 所 有 可 
能 出 现 的 虫 洞 、 半 虫 洞 和 子 宇宙 求 和 . 

不 难看 出 ， 当 半 忠 洞 和 子 宇宙 不 存在 时 ，(7.7.1) 式 仍然 成 
立 , 这 时 它 表 示 对 中 任意 多 的 息 洞 对 拉 覆 朗 日 的 贡献 , 也 可 以 认 
为 ， 这 就 是 由 虫 调 组 成 的 时 空 泡沫 结构 对 场 的 影 啊 . 


容易 发 现 ， 

[a a) a alj 天 0， 7. 7. 2) 
这 表示 算 符 @==a! 十 < 和 粒子 数 算 符 六 一 aa 不 可 能 有 共同 的 本 
征 态 , 设 

Nin}=n|n}, 《7. 7 3) 
则 有 Qln}= va 十 Ia 十 1 十 wa |n—1). (7.7.4) 
对 于 大 地 ,我们 有 

Qn 2 ww |n). (7.7.5) 


这 表明 , 仪 当 虫 洞 足够 多 时 , 算 符 Q@ 才 在 其 福 克 空间 中 近似 具有 


本 征 态 , 本 征 值 为 发 散 量 2 v wx. 于 是 得 到 
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LB 一 Se 人 (和 十 NLAG) 2 vn. (7.7.6) 
设 虫 洞 种 类 仅 一 种 , 或 

P=) YY 
并 认为 时 空 泡沫 中 , 微 虫 洞 的 4 体积 为 不 (Ze 妈 普 朗 移 长 度 )， 


则 单 人 三 4 体积 中 微 虫 润 的 数 和 且 约 为 
ltcm*) =- 
Ticem'y™ (7.7.7) 
最 后 有 a 十 由) 一 ac 了 (7.7. 8) 


式 中 a 三 2 vn *， 为 尤 量 纲 量 . 

式 (7.7.6) 可 以 改写 为 

Sng) = gas g). (7.7. 9) 

式 中 (加 是 上 #$ 场 与 一 个 虫 洞 的 相互 作用 拉 格 朗 日 量 , a 是 一 个 
无 量 纲 的 发 散 量 . 

下 面 我 们 确定 QED 中 名 ,四 的 具体 形式 , 设 M 为 简直 流 
形 . 

出 于 虫 润 的 出 现 只 是 一 种 时 空 流 形 的 拓扑 分 鱼 , 在 母 流 形 中 
并 未 出 现 新 的 物质 场 . 所 以 它 对 母 流 形 中 场 论 的 影响 应 只 表现 为 
出 现 各 种 新 的 自作 用 项 (或 顶 角 ), 已 知 QED 中 的 费 恩 曼 图 由 三 
种 基本 元 素 组 成 ， 邯 


电子 线 ~ 一， 光子 线 ------ 和 顶 角 > 


图 6-13 
因而 由 虫 铀 (泡沫 结构 ) 诱 生 新 的 自作 用 项 角 只 能 是 


p' 
k ----- 欧 -下 ， 一 一 区 一 一 ' 和 多 一 
区 :rr) i{e) pp Ev) 


图 6-14 
和 否则， 我们 所 观测 到 的 电动 力学 就 不 是 Maxwell-Lorentz 电动 力 
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学 . 
由 洛 伦 蓝 协 变性 要 求 及 量 纲 要 求 . 可 唯一 确定 最 低 阶 的 
(QED) 应 为 下 述 新 的 顶 角 项 的 线性 组 合 ; 


1(7)=B| —T Fak [B,J=M", (7.7. 10) 
erite) =B[ -Byam 更] 一 
及 [一 到 (3 十 站) 亚 ] 十 BBS 主事 ， (7.7. 11》 
[BJ=M’, Lm' j=M， 
dm=m—m, [mj= MM, 
其 中 sm' 为 任 一 量 纲 为 Mi 的 实 常 数 , 产 为 电子 静 质 量 ， 
(vu) =P Ce 更 7 更 4) [AJ=M'. (7.7. 12) 
上 述 公 式 中 的 记 , 2， B, 利 m' 均 系 由 忠 润 或 泡沫 所 诱 生 的 不 
可 观测 的 实 耦 台 常 数 , 它们 对 47.7.9) 趟 右边 第 二 项 的 页 献 为 出 
现下 述 新 顶 角 : 


xsi00)=2Ci| 一 二 FaP |， 2C, =ap,, C7.7. 13) 
a tte) [C—O an 
T=aB., ad.dm, {7.7, 14) 
a AY TA, A=ap,, 

而 a (QED)=a( ET FE (eH Lv)), (7.7.15) 


式 中 CG, os J1i 和 4 万 QED 的 背景 对 空中 的 泡沫 结构 所 诱 生 的 
新 项 角 中 的 4 个 不 可 观测 的 发 散 实 契合 常数 . 
在 动量 表象 中 ， 上述 新 顶 角 的 贡献 分 别 为 


+Co(2n) OCR oR 下 人 一 此 页)) ， 《7.7.161) 
— Jon op— pp Up+m) — J (2rd pO— p'), 

《7.7. 17) 
二 eA(2r) Y(tp— p' —&). (7.7.18) 

注意 到 QED 中 三 种 最 低 阶 的 原始 发 散 项 为 

—C ord mR RD OO— Rk) 《7.7. 191 
+ J 2a Op— pp YUPp+m) tT (2r (pO— p'), 

(7.7, 20) 
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—eAt2Aa yy (太一 站 一 下)， (7.7. 21) 

不 难 发 现 , 若 令 (7.7.16 一 18) 中 的 不 可 观测 的 发 散 量 Co， 

7 和 4 分 别 是 47.7.19 一 21) 中 对 应 的 发 散 积 分 , 则 QED 中 
三 种 最 低 阶 的 原始 发 散 项 恰好 被 新 顶 角 抵消 . 


$7.8 一 个 闭合 宇宙 模型 


本 节 讨 论 在 Brans-Dicke 理论 框架 中 的 一 个 宇宙 解 “”， 共 形 
不 变 标 量 场 真空 涨 落 的 有 效 作 用 量 可 以 写 为 


ell "al, al’ 
fa 一 Yo se| 4 | 十 6a 2 | 十 


! 


有 | 人 | +68 <| | (7.8. 1) 
式 & 为 民 -W 度 规 中 的 标 度 因子 , a 二 一 8; 圆 点 表示 对 共 形 时 间 
求 导 数 . 度 规 具有 形式 


ds:=a: Cd — dy: — sin: Xdf2: ] ， (7. 8. 2) 
无 宇宙 项 的 B-D 作用 党 为 
lw = | (Ry — wp tgp a Y 一 gd!X, C7, 台 ， 3) 


于 是 可 以 得 到 真空 涨 落 的 半 经 典 B-D 有 效 作 用 量 的 表示 式 : 
I = 1 二 Tw = 


Ev (a 十 ajp — wpa 

3ala/a)’ — ata/a)'], 《7.8. 4) 
其 中 了 = [ax| ae| “dgsm’xsmo 一 2r. (7. 8. 5) 
由 上 式 可 写 出 举 经 典 Brans-Dicke 理论 的 有 效 拉 氏 量 为 


Léalata guy agt3a| £) 一 中 全 . 《7. 8. 6) 
由 于 a ,8 仅 是 共 形 时 间 ?的 函数 , 对 a 的 拉 氏 方程 为 

2 daL dd. 
对 9 的 拉 氏 方程 为 


“2 


一 -一 一 一 -一 一 一 


《7.8.8) 


将 (7.8.5) 式 代入 (7. 8.6) 和 (7. 8.7) 式 , 可 分 别 得 a- 方程 


agua’a 一 4aguiad + Bagraa’ — Seg a — 2aga' — 


2a PE 二 ag 2a giy— Swag + 2a'g =0, C7. 8. 9) 


和 方程 


wapp— po 二 2wguag 39a 二 Sag =.0, 


它们 分 别 是 四 阶 和 二 阶 非 线性 常 微分 方程 ,求解 是 很 困难 的 ， 为 


此 对 拉 氏 量 工 进行 如 下 变换 , 令 


gE=art, f 一 最， 
则 有 
OE aE 
L = 一 12| | 专 | 5 一 [去 十 
. | 
ee| 二 | 一 3c| 志 2 专 三 十 中 二 | -三 |- 
， 和 
中 二 | ， 
再 令 u=ln|é#|, v=lnlr|; 
则 得 
LL =6e"*+3(2er a) (utu 2uv OY) 十 
3f252e2 一 ar —atu—v)!, 
其 中 
2 一 2 
P= 


由 拉 氏 量 (7. 8. 13) 式 可 得 w- 方 程 
12e2 十 人 《1282 十 Be) 二 十 12e222 十 6am 十 
l2e* piv 二 1l2a(n—o) (tu—v)=0, 
和 ww- 方 程 
6{2pe*—a)v6aut+l2a(i—d) (uv) 十 


(7.8.10) 


{7.8.13) 


《7. 8. 14) 


(7.8.18) 


本 S03* 


24d0°eg— 和 = 人 0 (C7. 8, 16) 
它们 都 是 二 阶 非 线 性 微分 方程 . 下 面 讨论 a 值 小 时 的 宇宙 解 . 
a 取 小 值 意味 着 x 取 太 的 人 负 值 , 即 es0, 于 是 方程 组 
C7.8.15) 和 (7. 8. 16) 分 别 简化 为 


[1 十 2 一 zz 十 [1 一 2(02 一 om 一 0 (7. 8. 17) 
[1+2CGa—v) jm—[1l— (na—v) jes=0. (7.8.18) 
两 式 相 加、 相 减 后 分 别 得 
# 一 0 或 1 十 20 一 已) 六 一 人 站， 《7. 8197 
二 0 或 1 一 2(x 一 vw) 二 0, {7. 8. 20) 
此 方程 组 的 合理 通 解 为 
u=A+By,v=Ct Dy. (7. 8. 21) 
于 是 呈 一 Ai rm-el mm, 
由 此 可 得 a= et (7. 8. 22) 
其 中 24=A 一 C ,6 一 8 一 也. 
由 于 aln)dn = dt. (7. 8, 23) 
将 (7. 8.22) 式 代入 (7.8.23) 式 积分 得 
a{tt}) =b(tt EE, 《7. 8B, 24) 
9 一 去 {lnL6G 十 已 一 四 ， (7. 8. 25) 


Pi) =exp | 2 十 lnBletE) —q] | 一 


exp| 2 一 + 入 ne =HaY, 
Hexp| om (7. 8. 26) 


这 里 所 得 到 的 半 经 典 B-D 解 与 半 经 典 爱 因 斯 坦 解 不 同 , 它 描 
述 一 个 自 奇 点 开始 膨胀 的 闭 宇 宙 . 


§7.9 一 个 具有 耦 合 标量 场 的 模型 


熟 郑 ,上 一 1 的 Robertson-Walker 度 规 为 
。80d。 


d$: cdfi? 二 Tattydr, 《7.9.13) 
这 里 at?) 是 宇宙 的 标 诬 因子 ,ec 为 光速 ,而 


qd 一 < -+ri(dy +smn’ddg). (7. 9. 2) 
由 (7. 9.1),(7. 5 2) 式 求 得 时 空 的 曲率 标量 为 
Lal 
R=6l 7 十 二 十 下 | ， (7. 9.3) 
、 de _da 
这 里 “一 到 ,二 于 5 (7.9.4) 
令 dr 一 所 ， 《7. 9.5) 
则 57. 9.4) 式 为 
a 41 
R=6l ca ela asl’ (7. 9. 6) 
， da _dia 
这 里 a jc (7. 9.7) 
我 们 选取 如 下 作用 量 "*”?， 
[= Tux /= EC(R— 24) + 
4. _ po | Hb 二 2 | 
| rw 一 站 于 | 3 838 SR$ ， (7. 9. 8) 


gw 十 1 


其 中 是 光速 ,C 是 引力 常数 ,是 曲率 标量 ,= $$ 一 2 二 
为 标量 场 ,4 为 字 宙 常数 . 


邻 dn 二 oy /一 二 1 二 | 《7 了, 9.9) 
为 简单 起 见 , 令 4 一 
此 时 欧 氏 作用 量 为 
， a ] at 
7 — ware:|dgl — Si — a + 十 一 = a -is 
(7, 9. 10) 


da dx, 


这 里 一 A, = dy de 
由 (7. 9.10) 式 求 得 与 a,x) 共 轿 的 动量 为 


27io ， 
=- 了 


王 ,一 一 


人 


* BOS * 


2 


Po= z=1,2,. ,8N+1. (£7. 9.11) 
由 (7. 9. 107 和 (7. 9. 1 两 式 得 体系 的 Htamalton 为 
RW 1 再 十 1 
五 一 一 re 二 十 macfca 十 一 pp DE 0 
(7.9,12) 


在 量子 引力 理论 中 ,对 应 于 Schrodinger 方程 的 是 Wheeler- 
De Witt 方程 


全 1 
| 一 cm 机 十 有 (一 3RCR 十 24 十 


rT 部 ,到 wh 有 一 0， 7. 9. 13} 
其 中 ?RR(4) 为 三 维 面 的 标量 曲率 ,T, 为 能 景 密度 算 符 ,Giw( 超 空间 
的 度 规 ) 由 所 有 £,, 构 成 ， 
Gn= Dh akst hah —hhw). 


由 (7.9.12) 式 ,通过 正则 量子 化 ,可 得 宇宙 小 函 数 则 (ayzl， 
Xa" yaN 141) 所 满足 的 Wheeler-De Witt 方程 : 


3M+1 


让? 1 ， :| 加 方 ? ee 了 ， 
dm ap a Bm 并 + pe 和 十 | “ 
Pas TT "XeN+1) =0, 《7 了。 8. 1 4》 


其 中 参数 p 代表 量子 引力 中 某 些 算 符 次 序 的 模型 , 它 对 以 下 讨论 
没有 多 大 影响 ,不 失 一 般 性 可 取 p 二 0. 
下 面 用 分 离 变量 法 来 求解 方程 (7. 9. 14)， 
念 Warieezav 1) 一 BCI eVhv+TIKZaw+1)， 
C7.9.15) 
则 (7. 9. 0 
大 2 
dao da 


让 村 2 

a 本 十 人 — xi) =0, 
真 2? diV, 
Ax! dx: 


* S06* 


du (aga)u=0, (7, 9.16) 


— 71X30V,=0, 


a dsv-1 


re + CAsn i Tay) Ven =0, 《7.9. 17) 
这 里 4 一 SA， 《7.9. 18) 
G7. 9. 17) 式 是 标准 的 谐振 子 方程 ,其 解 为 

和 一 有 (2 十 1 一 01,2，， (7. 9. 19) 


oz 一 one FH,, | | 至 -| + {7, 9. 20) 


j=1,2," ,38N+1, 
其 中 互 ,, 是 Hermit 多 项 式 . 
今 n= 二 N01] 
二 ] :21,8 十 1 ， 7.9. 2]} 
于 是 (7.9.15) 式 可 改 为 
Ba TaN) 一 Du Ca Van Cr1) 


TaNr1)s 7, 9. 22) 


人 


而 4= 直 22n+8N+ Dn0,1,2， (7. 9. 23) 
则 2: 满足 以 下 方程 式 : 
2 
e+ | Con+8N+1)—4 Fa jw 一 0 (7. 9. 24) 
hCG 下 
令 i = | | * 


则 (7. 9. 24) 式 可 写 为 
dRR, [了 3 
dy 6y 


Fr 
二 这 (2n+8N+1) 记 一 竺 |R， 一 0， 


《7 了 ,日 . 25) 


当 yy 二 a 一 oc 时 ,(7. 9.25) 式 的 渐 近 解 为 
:507。 


Re ， 【了 ?了 . 9. 26) 
则 (7.9.25) 式 的 解 可 写 为 


-a> 


Re fly). 《7.9.27) 
将 (7.9.27) 式 代入 (7.9.25) 式 可 得 
df, 2mdf, EE xe: +], =o. 
dy: dy Lley: 2l2y " 
(7. 9. 28) 


我 们 用 磊 级 数 方 法 求解 67,9. 28) 式 , 设 
(一 六 2 (7. 9. 29) 


其 中 如 关 0. 为 了 保证 解 在 y= 二 a: 二 0 处 有 限 ,之 二 特 {7. 9.29}) 式 
代入 (7.9.28) 式 ;由 y* ' 项 的 系数 为 零 , 得 到 ,应 满足 关系 式 : 


2 
TY 十 3) 一 守 (2n+8N+D 


bi {7.9.30) 
G 十 :十 DG 十 人 十 评 
当 woo 时 ,有 
2 
mh (7. 9. 31) 


2 


所 以 级 数 (7. 9. 29) 式 在 y->co 时 的 行为 与 < ”相同 , 因而 


rT 
一 也? 


nC— yte > f(y), 
在 yc 时 ,os 趟 于 无 限 大 ,这 与 波 函 数 的 有 眼 性 相抵 触 . 由 此 得 
到 结论 ;级 数 (7,9.29) 式 只 能 包含 有 限 项 . 令 这 级 数 在 sv 二 n, 时 中 
断 , 则 由 系数 5, 41 二 9 可 得 到 


2 0n, 9=nt tl. 《7.9. 32) 


男 一 方面 ,级 数 (7. 9. 29) 式 是 从 s 一 上 0 开始 的 ,所 以 5_1 要 等 于 私 ， 
* 308 ， 


以 "一 一 1 代 信 57.9. 30) 式 ,得 
3 
5 一 1 十 1 一 
由 此 有 := 了 或 :二子 
了 一 4 号 4 
当 ; 二 二 时 ， 
一 宁 十 2N， (7. 9. 33) 


为 了 使 Hy 为 整数 , 刚 取 二 2 
于 是 得 到 方程 (7. 9. 24) 的 解 : 


Ig 
由 加 
HW WE 人 >， par 天 一 站 ,2 4 《7 了 .日 . 34) 
b 一 已 


其 中 N 为 归 一 化 常数 . 
下 面 我 们 考虑 在 se 十 de 球 壳 的 几率 .对 于 任何 ”有 


全 ”一 站 rr 人， C7?. 9. 35) 
则 WW 0. (7, 9. 36) 
这 可 解释 为 ,对 于 任意 ”的 量子 态 ,在 奇 点 = 一 0 附近 宇宙 存在 的 
几率 为 零 . 
2 2 
Es mM | 
Wo=BriNse " [Dlba”)'a’, (7, 9. 37) 
二 详 
这 个 几率 极 大 值 的 位 置 为 
dW _ 
-一 0， (7. 9. 38) 
gm 
妈 Bot YE Do, — bla — Bowat*t? — 0. 
T 一 自 
(7,9. 39) 


由 (7.9.39) 式 ,不 失 一 般 性 可 假设 刀 半 0, 从 而 由 (7. 9.30) 式 可 推 
知 ; 
Bo Oba >0,k—=1,2,.,N. 《7.9. 40) 
。 809* 


作 变 换 , 令 直 a* 一 2， (7. 9, 41) 
则 (407 式 可 化 为 


1 二 oa2 二 eZ 十 十 cwi 人 一品， 【7.9.421 
其 中 心 G 一 1, 2 ,2N 十 1) 为 与 入 有 关 的 实 常 系数 , 且 eo.1 志 0， 
cof = NN, 【7 了。 9. 43) 


由 代数 学 中 有 关 定 理 可 推 知 (7. 9. 42} 式 至 少 存在 有 一 个 正 实 
根 Zo( 车 不 至 有 一 个 实 根 ,我 们 可 取 一 个 最 小 正 实 根 ), 从 而 由 
《4, 9. 41) 可 推 知 


Lp. (7. 9. 44) 
并 


这 表明 ,对 有 限 的 入, 宇宙 的 最 可 几 半 径 ( 汪 即 最 小 半径 ) 为 
Planck 尺度 上. 
由 (7. 9. 22) 式 知 


me 
gearastD ~ 2 ei "| 5 ar | 
9 BNl 


让 -于 2 wo nH,, | Ea | (7. 9. 45) 


语 概 素 论 中 有 关 定 理 可 知 , 多 个 标量 场 的 几率 密谋 小 于 只 有 
一 个 标量 场 的 几率 密度 , 当 :二子 时 ， 


7 二 7, 0.46) 
汶 了 使 Mr 为 整数 , 则 取 nn 二 ] 35 
于 是 得 到 方程 (7. 9. 24) 的 解 : 
一 本 2 十 2 
wus Ne YS ae 一 1 3 5 《7.9.47) 
v=l 


类 似 (7.9.35) 一 (7.9.45) 诸 式 讨论 ,我 们 可 推 知 5 一 立时 有 
* 一 工时 的 相同 结果 . 


时 iD" 


$7.10 含有 旋 量 场 的 模型 “7 


我 们 知道 Roberston-Walker 度 规 具有 形式 


ds =dP— — [dr + rd +tr sn Gd] 


| 1+ 了 | 
C7.10.1) 
其 拉 氏 量 为 
ss 一 到 | 二 十 令 |， (7. 10. 2) 


. da 二 二 
这 里 e 一 尼 ,4 为 宇宙 常数 ， 


Darasc 场 的 拉 乓 量 为 
< 一 可 [只 “YA CTPA] mm Be (7. 10. 3) 
这 里 zr 为 Dirac 粒子 质量 ,六 为 杰 曲 空间 的 Dirac 矩阵 :让 为 旋 量 
场 流 郴 数 , 且 $=#$) ,$=#$17, ,而 加 为 平 空间 的 Dairac 矩阵 ,#1 为 


$ 的 共 胃 转 置 , 吕 ,二 3, 十 ,3. 为 普通 微分 ,二 一 77. 


4 
平 空间 Dirac 矩阵 满足 关系 : 
了 二 六 二 2 (7.10. 4) 
其 中 n=diagtl,—1;—1,;,—1) 
i QQ 1 
我 们 有 | | 《7. 10.5) 
一 了 | 
os J &, 
=| | 一 2 【了 . 10. 6) 
一 上 吕 ， 人 
这 里 了 工 为 2X2 单 位 矩阵 ,= 为 Paul 矩阵 . 
nn 1 i 一 站 i'1 | 
一 4 ,一 可。 = 一 
can 


弯曲 空间 的 Dirac 矩阵 满足 关系 
" Si"* 


Y=2g” (C7. 10.7) 
我 们 有 
1+ Lr 
4 3 
att) 
1 ， 了 sz 
1 十 1 六 1 十 4 rr 和 


上 3 一 
atr)r Yo a remg 


7 ,一 一 


2 


《7. 10. 8) 


y= ,7 ey 《7, 10.9) 
-一 二 
1 十 4 1 十 4 
经 过 繁复 元 长 计算 ,我 们 有 

了 一 月 ， 


:一 访 2 了 7 一 sand 7 一 cosg7 六 |. 
1 二 1 十 村 六 


《7, 10. 10) 
从 而 我 们 得 到 
Ge 一 


六 
1 一 开 ]# $+ 


| 2 
8 
1 2 1 oe — 

1+ eo TF | mg+ Tp, C7. 10. 11) 
令 dt=rdr, 

则 (7. 9. 2)、《7. 9. 11) 和 化 为 


* BlZ" 


2 A 
sex 一 于 | 一 1 | 《7. 10. 12) 


nis 

= 1 + 2 | | a 

= 二 [1 一 后 #7 了 g 十 
去 [1 二 守 | corOp* 7p | 一 mg Yap, 《7. 10. 13) 


这 里 “* "表示 对 Tr 求 导 . 


欧 氏 作用 量 为 

7 = larll VB, 4 gr dy， (7. 10. 14) 

和] Ee 
这 里 v or 7 了 SI 【7. 10. 15) 

1 十 一 

4 | 

dz 

令 dz7 一 一， 《7. 10. 16) 


则 有 
7 一 去 | | 一 as 一 人 十 全 十 ( 扩 几 一 虹 罗 oa 二 
kB! YF Bas — ng ya: |dy， (7.10. 17) 


这 里 & 为 带 数 ，… “表示 对 了 求 导 ,于 面 求 基 态 波 函数 ， 
我 们 知道 :在 量子 引力 理论 中 ,对 席 于 Schrodinger 方程 的 是 
到 heeler-De Witt 方程 


[- — Gungh BF + | ?ROD +24+ 


gr 部 天 | | 0 =0, (7. 10. 18) 
其 中 ?RC(4) 为 三 维 面 的 标量 曲率 ,7T,, 为 能 量 密度 算 符 ,G,w( 超 空间 
的 度 规 ) 由 所 有 三 维度 规 ,构成 ， 
Gm 二 方 有 三 Chuahnt huhn hhau). (7. 10, 19) 
对 应 于 47. 10.18) 的 下 heeler-De Witt 方程 为 


l 了 于 [入 一 a 十 全 a — mg Ppa' tkogt PF pas |s=°0. 
(7, 10. 207 
我 们 用 WKB 方法 来 计算 . 
.813: 


令 4= 人 十 | 2mng 8 一 全 | at 
五 一 pp- Po ger, 
十 Bi 一 民 R(a ee’, 
RG) = [it | 2mg+ yg— S| | ett hig PY g)a’, 
一 


tan 人 y(ta}) 一 - 一 A {£7.10. 21) 
十 21m$' 二 Y$— | a 
我 们 得 到 波 孙 数 
{9 i 
pv RE Se[+| via)e "da | (7, 10. 22) 


为 了 使 于 讨论 ,我 们 答 出 《7. 10. 22) 式 当 a-0( 足够 小 ?时 和 
-cc 足够 大 ?时 的 淋 近 解 . 


当 ea- 时 ,分 两 种 情况 来 讨论 . 
1 ) 若 | pm 8 一 全 az<e1 ,此 时 (7. 10. 21) 式 可 简化 为 
Ria)~a Bla ~ — kd TT jam=ca, 《了 。 10， 23) 


此 处 ci 一 — kg! Fo7,$. 
这 时 由 (7. 10. 22) 式 可 得 


PN 


op[ 2 A 3da |~ 


N et -ER ?PP#" 和 CF. 10, 24) 
| 


而 当 a-*0 时 ,通常 的 标量 均 解 为 


了 e 信 ,因此 考虑 放量 声 后 , 字 


宙 波 函数 将 移动 一 个 相 因 子 ez( 这 里 a 为 一 次 老 , 可 以 看 出 旋 量 
场 的 贡献 很 强 ) , 当 旋 量 场 不 存在 时 ,这 个 修正 自然 消失 . 当然 附加 
的 相 因 子 并 不 影响 “测量 "结果 . 
f) 茜 2zrgt 了 8 全 | 六 1 此 时 (7 10. 21) 式 可 篇 化 为 
R(a) ~eia,, 
» B14 


tanBra) 一 上 ,g(a)- 工 ， 
a 2 
这 时 由 (7. 190.22) 椒 可 得 
pp 


ez (7. 10. 25) 
Ce 
与 通常 的 标量 场 解 相 比 , 可 以 看 出 旋 量 场 的 次 献 很 大 ， 
当 a 一 50 时 ,可 得 
ROa) ~| 2m$ -7g— A =a 
(a) ~ Rog ?ong la, 《7. 10. 26) 


了 | 
+ 一 -一 一 一 
2 7 3 


这 里 cx 一 2mrg+7g 一 全 


这 时 波 函 数 为 
py—N 2 [| Va emda |~ 
1 + Vr _ 10 
和 一 一 ya e+ a 《7. 110, 27) 


由 此 可 以 看 出 旋 量 场 对 波 函 数 的 贡献 有 两 部 分 ,一 部 分 是 旋 量 场 
的 能 量 密度 mg 7#, 其 对 波 函 数 的 影响 和 通常 标量 场 一 样 ; 另 一 
部 分 是 类 似 于 (7. 10. 24) 式 中 相 移 因子 的 贡献 ,此 贡献 是 旋 量 场所 
特有 的 .但 这 时 a 入 于 加 村 


初始 时 , 旋 量 场 能 量 密度 很 高 . 若 2mp17g>> 信 ， 则 


] 1 VE 
gr (7. 10. 28) 
~ A 
当 能 量 密度 下 降 到 2mg yog< 王 时 ， 
r ] t UT 也 a 
J—N ya tr et a. 《7 10. 29) 
由 于 器 一 站 8g~a 3，, 故 当 a 很 大 时 ， 
et 1 (7. 10, 30) 
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此 处 c, 近似 为 一 常数 . 当 a 很 天 时 , 旋 量 场 的 行为 和 通常 标量 场 
行为 完全 一 样 

因此 可 以 看 出 旋 量 场 在 宇 窗 “ 创 生 " 初 期 影响 很 大 ,使 字 宙 波 
函数 改变 了 一 个 相 因子 ,而 随 着 宇宙 的 膨胀 , 旋 量 场 的 影响 越 来 起 
小 , 当 宇 宙 进 人 Lorentz 区 域 | 2mg 7 | 后 , 旋 量 场 的 影响 趋 
于 消失 ,这 时 旋 量 场 的 行为 和 通常 的 标量 场 行为 一 样 , 仅 仅 能 量 密 
度 在 起 作用 . 
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9 诱导 引力 和 宇宙 模型 


本 章 讨论 售 对 称 隆 自发 破 缺 的 引力 理论 及 建立 在 这 一 理论 基 
础 上 的 量子 宇 定神 型 . 对 称 性 自发 破 缺 概念 在 物理 学 的 许多 领域 
都 是 很 有 成 效 的 . 在 弱电 统一 理论 中 已 经 知道 ， 费 米 弱 耦合 常数 
Cr 是 由 真空 自发 厂 缺 雇 定 的 ， 即 Cr 一 1/ 喇 ,， 其 中 vv 表示 希 格 斯 场 
的 真空 期 望 值 . 爱 因 斯 坦 引 力 理 论 中 也 含有 一 个 回合 常数 Cxw* 他 
具有 与 Gr 完全 相同 的 量 网 .这 一 类 似 性 使 Zee 把 对 称 性 自 
发 破 缺 引 人 到 引力 理论 中 , 提出 了 著名 的 诱导 引力 理论 *. 


$ 8.1 诱导 引力 理论 


爱 因 斯 坦 引 力 理论 和 费 米 胖 相 互 作用 理论 有 一 个 共同 的 特 

征 :与 电动 为 学 和 强 相 互 作用 的 现代 理论 相 比 , 他们 都 含有 一 个 

量 纲 为 M “的 奈 合 常数 . 这 些 耦 合 常数 都 很 小 , 其 中 费 米 看 合 常 

数 Gr 一 (300mw) ,牛顿 克 合 常数 Gy~(l0 mw“? 人们 旱 就 提 

出 Gr 很 小 , 这 是 因为 中 介 玻 色 子 有 质量 , G; ~e*/M%. 电磁 与 获 

相互 作用 统一 的 成 功 , 使 这 一 思想 精确 化 . 统一 方案 的 核心 是 对 

称 性 上 自发 破 缺 的 概念, 它 使 某 些 标量 场 有 真空 期 望 值 "， 从 而 产 
生 中 介 焉 色 子 的 质量 : 

Gree /Mi ~ 1/v. (8.1.1) 

对 称 性 自发 破 缺 的 概念 在 许多 物理 学 领域 硕果 累累 , 因此 值 

得 尝试 把 它 和 引力 结合 起 来 显然, 引力 物理 与 纶 作用 物理 大 不 

相同 ,因为 引力 是 长 程 力 , 其 中 介 引 力 子 是 无 质量 的 . 然而 我 们 

宁愿 希望 有 一 个 类 似 于 (8.1.1) 的 关系 式 , 并 把 牛顿 引力 常数 Gx 
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很 小 的 原因 归结 为 某 种 粒子 有 质量 . 由 这 一 点 出 发 , 把 爱 因 斯 坦 
引力 作用 量 写 为 下 面 的 形式 : 

1 一 Jarrv | DepR 十 D8 一 (9 十 sc | 

(8.1.2) 

这 里 9 为 标量 , se 为 一 无 量 岗 耦合 常 数 , 其 量 级 取 为 过 1, 2 是 其 

余部 分 的 拉 格 朗 日 . 我 们 必须 区 分 两 种 物理 意义 不 同 的 情 说 ,<。 

是 否 舍 有 92， 即 多 是 否 直 接 与 物质 场 有 相互 作用 . 这 里 我 们 假设 

2 不合 gp 设 当 8g=v 时 VCp) 取 最 小 值 . 令 8 一 则 (58.1.2) 退 化 
为 爱 因 斯 坦 作 用 量 ， 其 中 

1 1 | 


— Er 


Gx—T6al 2 {8.1.3) 


这 样 ， 需 要 一 个 非常 大 的 真空 期 望 值 u, 量 级 为 普度 克 质 量 着 ,一 
10smw， 在 下 面 讨论 中 令 Vtv)==0, 但 不 需要 知道 Vlg) 的 具体 形 
式 . 在 特殊 情况 下 ,为 得 到 明显 结果 , 取 Vp 一 (9 一 v7)?. 

作 代 换 g=v 十 8， 发 现 丝 理论 要 求 存在 一 标量 粒子 8, 其 质量 
由 [Vy"(g==v)j 避 给 出 实际 上 , 由 于 与 引力 的 特殊 粳 合 , 这 一 
质量 略 小 于 EV "pp 一 2 /U1 十 6e) 人， 稍 后 我 们 会 讨论 这 一 点 . 

如 果 采 用 Www: 则 是 有 质量 的 ,其 质量 为 A ?vw 一 A/8rre)1 
ms IOGeV， 其 中 二 1. 在 一 般 情况 下 , 尽管 # 的 质量 不 能 由 
理论 确定 , 但 是 没有 理由 认为 了 相对 地 比较 轻 .5 与 引力 的 相互 
作用 跟 任何 其 他 粒子 与 引力 的 相互 作用 都 不 相同 , 特别 是 , 它 不 
稳定 , 很 快 衰变 为 两 个 引力 子 ， 宽度 为 卫 一 Etyu， 若 采用 下 or， 
则 荆 ~eihmz， 在 这 里 , 我们 先 认定 无 量 岗 而 合 常 数 ( 如 8 和 4 都 
具有 量 级 过 1， 于 是 着 mr 罕 iapy 则 上 粒子 可 以 是 相对 较 至 的 ， 

一 个 特别 引信 注目 的 猜 调 是 , 产生 牛顿 引力 常数 的 对 称 性 自 
发 破 缺 也 可 氛 解 释 由 统一 理论 导出 的 弱 , 强 和 电 克 相互 作用 . 人 
们 已 经 知道 ， 弱 .电磁 和 强 相 互 作 用 在 某 一 大 质量 尺度 下 结合 
统一 的 杨 -米尔 斯 规范 理论 ， 特 别 诱 人 的 方案 是 Geocrgl 和 
Glashow 的 SU(5) 规 范 理 论 !" 只 要 知 道 耦合 常数 是 如 何 依赖 于 
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质量 的 ,知道 低能 时 弱 . 电 磁 和 强 相 互 作 用 的 值 , 就 可 以 确定 统 
一 发 生 时 的 质量 尺度 . 分 析 结 果 表 明 , 统一 发 生 在 10 GeV， 在 
这 一 框架 内 , 接近 于 普 朗 克 质 量 mr, 的 质量 尺度 似乎 仪 在 数值 上 
吻合 ; 但 是 我 们 相信 , 这 不 是 偶然 的 , 而 是 表明 了 (8. 1,2) 式 中 的 
标量 场 9 应 该 换 成 SU (5) 下 类 似 于 24 变换 的 Higgs 场 多 
(8.1. 2) 式 中 的 9g? 和 (3.9)? 的 表达 式 应 该 换 成 产 和 (4.98)*. 在 统 
一 的 SU (C5) 理论 中 , 相关 的 质量 尺度 为 10?GeV， 且 根 定 存在 具 
有 这 种 质量 的 矢量 玻 色 子 ，|8| 的 真空 期 望 什 也 假定 为 一 10 
GeV、 这 样 , 一 个 统一 的 机 制 既 可 以 解释 引力 的 质量 尺度 , 也 可 
以 解释 SU (5) 到 SU (3) XSU(2)XUC) 的 破 缺 .当然 , 这 一 想法 
并 没有 统一 所 有 四 种 相互 作用 , 但 它 确实 提出 了 引力 与 其 他 三 种 
相互 作用 之 间 令 人 感 兴趣 的 联系 . 
我 们 可 直接 从 (8. 1.2) 中 的 作用 量 导 出 运动 方程 ， 只 需 注意 
dg BR ) 一 8 十 和 RS te edR, 
(8.1.4) 
中 最 后 一 项 是 全 散记 ， 可 在 标准 引力 理论 中 省 去 . 前 两 项 导致 党 
因 斯 坦 引 力 场 方程 中 的 爱 因 斯 坦 张 量 CR” 一 三 g”R)， 这 里 ， 
(8.1. 4? 式 中 的 第 三 项 必须 保留 . 通过 分 布 积分 , 再 利用 各 个 恒 
等 式 , 可 以 得 到 修正 的 运动 方程 : 
到 ep20R“ 一 二 BeR) 一 一 于 [7 十 TY 二 (ep2 0 一 
EC)》 4]. 《8. 1. 5a ) 
式 中 TY 是 (8.1. 2 中 由 区。 得 到 的 能 动 张 量 ， 
Tr=arg0'p—g"| se” op V (PD | (8. 1. 6) 
场 2 的 运动 方程 为 
p71 st Bo eRy=0, (8. 1. 7a) 


5 不 会 吕 车 中 2 会 8 则 上 式 右 端 不 为 零 ， 代 之 以 
8 Idd 


GP 省 DLP 
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存 现在 世界 的 对 称 竹 破 缺 相 中 , g(x)} 一 v, V(v) 一 0， 于 eu 一 


(16xGwn) ,于 是 (8.1. 5a) 变 成 期 望 的 爱 因 斯 担 场 方程 因此, 现 
在 的 实验 不 能 区 分 这 个 理论 和 爱 因 斯 坦 引 力 理 论 . 在 (8. 1. 7a) 
式 中 的 eR$ 项 是 可 和 扰 略 的 . 
我 们 要 给 这 个 理论 加 上 一 个 要 求 ， 即 物质 与 引力 场 的 能 量变 

挽 应 该 由 爱 因 斯 坦 理 论 精确 描述 ,这 相当 于 等 效 原 理 的 一 个 翻 
版 ， 我 们 现在 证 明 这 确实 是 对 的 , 即 只 要 笃 . 不 含 名 则 

0, (8. 1. 8) 
在 爱 因 斯 翰 理 论 中 ,此 方程 由 爱 因 斯 坦 张 量 所 满足 的 缩 并 毕 安 基 
恒等式 得 到 . 在 现在 的 理论 中 , 这 一 恒等式 给 出 的 是 守恒 定律 

{a LT ]),,=0. C8.1.9) 
式 中 

ap 

tT 2a 2g "a!i, 
加 括号 中 的 量 可 认为 是 * 等 效 ” 的 能 荔 张 量 . 我 们 要 证 明 , 考 虑 到 多 
的 运动 方程 , (8, 1. 9) 式 实际 上 就 是 (8. 1. 8) 式 . (8, 1, 9) 式 可 改写 为 


1 i 一 mm Eb 1 Am 

Ti ,一 人 上 5 RR) 十 2 Fv ‘8, 1 10) 
利用 恒等式 

a Ra—a't sg—a,k:ne 8.1.11» 
《8. 1. 19) 式 简化 为 

T* ,=a'"R—T?,. (8. 1. 12) 
最 后 ,利用 gp 的 运动 方程 (6. 1.7)， 得 到 

Tn ,=a' rR, 《8. 1. 13》 


我 们 的 征明 就 完成 了 . 央 此 ,时空 度 规 决 定 质 点 的 运动 . 
另 一 方面 如果 5 含有 2 正如 我 们 猜测 的 , 2 也 涉及 到 统 

一 理论 分 化 为 弱 , 电 磁 和 强 相 互 作用 ， 那 时 9 的 运动 方程 不 胃 是 
《8. 1. ?7)， TY , 二 0 不成立, 而 应 有 
| Be, Ho, 


一 | 中 5 Bg 。 


(8, 1. 147 
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但 是 在 ww 不 变 的 时 空 区 域 中 , 例如 现在 的 情况 , 确实 有 了 T& ,一 0. 

早 在 1961 年 ，Brans 和 Dicke 就 已经 提出 了 一 个 含 标量 场 的 
引力 理论 . 与 这 些 较 早 的 理论 不 同 , 诱导 引力 理论 包括 了 对 称 性 
自发 破 扇 . 这 是 关键 问题 ，Brans-Dicke 理论 基于 马赫 原理 的 考 
虚 , 其 中 的 标量 场 g 没 有 自 相 互 作用 , 并 把 物质 能 动 张 量 的 迹 作 
为 源 . 摘 馈 话说 ，(8. 1.2) 中 的 势 V(g) 没 有 包括 进来 . 这 导致 B- 
D 理论 在 观测 上 不 自治 ,除非 某 一 参量 特别 太 ， 相 比 之 下 , 诱导 
引力 理论 中 场 被 对 称 性 破 缺 势 固 定 而 有 一 定 值 ,只 要 有 曲率 标量 
尺 在 所 考虑 的 时 空 区 域 中 不 是 非常 大 . 

现在 回 到 二 粒子 在 时 空中 的 传播 , 这 与 任何 其 他 粒子 不 同 . 
考虑 平 直 空间 中 的 微 扰 gj 一 ?十 hs， 且 P=w 十 Et， 我 们 把 运动 方 
程 (8. 1. 5a) 和 (8.1.7a} 展 开 到 一 阶 : 


:ls 1, 4 ap 

3? 中 有 37h |= a) (8. 1. 5b) 

[a + Vy) =ev9 zh， C8. 1. 7b) 
这 里 我 们 采用 了 谐 和 规范 


Dh 
注意 引力 波 的 源 [(C8.1. 5b? 式 右边 ] 是 上 的 一 阶 项 ,这 与 通常 的 源 
是 物质 场 微 扰 的 二 阶 项 的 情况 不 同 . 取 {8.1.5b) 的 迹 , 并 代 人 
(8. 1. ?by ， 得 到 


Eee | 一 0 《8. 1. 7c) 


这 个 质量 变化 可 认为 是 波 函 数 重 整 化 的 结果 . 因此 , 平 直 空间 中 
传播 的 了 粒子 牵动 了 引力 波 激 发 ， 其 幅度 为 


je 一 一 全 | 十 2 全 | 人 人， (8.1.15) 
虽然 现在 无 法 用 实验 区 分 诱导 引力 理论 和 爱 因 斯 坦 引 力 理 
论 ， 但 它 使 我 们 预言 ， 在 另外 的 时 间 和 和 地 点 可 能 会 显示 二 者 的 不 
同 . 在 R-W 宇宙 中 , 标量 曲率 为 
R= 8/ (9H’], 《8.1. 16) 
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式 中 五 为 啥 勃 常数 ,3 为 减速 因子 , R 是 标 度 因子 . 下 三 十 1，0， 
一 1， 分 别 对 应 于 宇宙 是 闭 的 , 平 直 的 和 开 的 ， 当 我 们 逆 时 间 看 此 
宇宙 时 , 吕 增加 ，(8.1. 7a) 中 的 sp 项 变 得 越 来 趣 重 要 , 它 改 变 
8 的 真空 期 望 值 ， 这 样 ， 引 力 “ 常 数 ”G 随时 间 变 化 : 

人 =-2 ~ 加 (8.1.17) 
这 一 变化 完全 可 以 忽略 , 除非 于 害 的“ 年龄 ”五 “ 变 得 可 以 与 
的 康 普 顿时 间 相 比拟 .对 6G/G 有 贡献 的 另 一 效应 是 当道 时 间 时 
宇宙 温度 的 升 高 ， 大致 上 说 ,有限 温度 了 的 效应 是 在 势 VYtp) 上 
加 上 一 了 Tg? 的 项 , 此 项 导致 引力 “常数 ”的 改变 为 

BC 一 了 FA 《8. 1.18) 
同样 ,这 一 变化 也 可 忽略, 除非 温度 变 得 与 my 差不多 . 

引力 常数 变化 的 理论 早 就 有 人 提出 来 了 . 但 在 这 些 理论 中 ， 

8G/G 杰 太 ,与 观测 事实 不 符 . 诱导 引力 理论 不 存在 这 个 困难 ， 因 
为 gp 的 期 望 值 本 质 上 被 了 (了 固定 . 这 一 理论 和 爱 因 斯坦 引力 理 
论 只 在 标 曲 率 和 和 温度 值 超 高 时 才 有 明显 不 同 ， 因 此, 在 初始 奇 反 
附近 两 个 理论 给 出 不 同 结果 . 当然 , 在 奇 点 附近 又 必须 考虑 量子 
理论 本， 


$8.2 虫 洞 解 ”% 


在 小 超 空 间 近 似 下 ,， R-W 度 规 可 与 为 


ds:= — df:+a: (dfn, (8, 2. 1) 
式 中 atz) 为 标 度 因子 ,dd 为 单位 3 球面 上 的 度 规 . 引 人 共 形 时 
间 ww, 使 满足 

di 二 ad”, 
则 (8. 2. 1) 可 写 为 

ds 一 a: C7 (一 d 六 十 df03). (8. 2. 2) 
希 格 斯 势 可 写 为 

V (WD= BAP 0)’, (8. 2. 3) 
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/4 二]、 
式 中 4 为 无 量 岗 的 自 耦 全 常数 设 除 希 格 斯 场 以 外 不 存在 其 他 物 
质 场 ， 则 作用 量 (8. 1. 2) 化 为 


了 一 zz|dy[sep'a 一 36a 好 一 Beaagw 十 
Sp — a 一 co | (8. 2. 4) 
拉 氏 量 作为 
=3eag!— Seceg 一 6eaagpt Fa — HA Cp vy’, 
【号 2, 5) 
其 中 “。” 表 示 对 共 形 时 间 了 求 导 . 
询 了 消除 拉 氏 量 < 中 的 交叉 于 zp， 引 人 和 人 新 变量 
a 


yp 


拉 氏 量 (8. 2.5) 可 重新 写 为 
2 4 
6E 十 1 2 ， By 0) (8. 2.6) 


Yer 3er 十 一 3 3 8 
与 位 形变 基 x, y 相对 应 的 正则 动量 为 
忆 一 时 6ex， CB, 2 7) 
Ar 


aL I 
P= = (et 1) ay (8B. 2,. 8) 


哈密 顿 量 形式 为 
HBH —XxPr+ yn,— = 
ps 1 . 
基干 


B20) (8. 2. 9) 


2 
Ps— 3ex? 十 
8 


进行 正则 量子 化 , 即 在 (8.2.9) 式 中 作 代 换 P: 一 一 : 元， 已 ,一 


3 _ 
i By 得 到 W-D 方 程 
* S27" 


Vir, y)=0, (8, 2. 10) 

当 希 格 斯 标量 场 的 取 值 接近 真空 期 待 值 时 ,， 即 p==y 一 v 

时 ，W-DD 方程 (8. 1.2) 可 近似 写 为 
1 ,2 1 9 


Ge ar Get1Y Br er T=—0. C8. 2.11) 
分 离 变 量 

Vir, y=, tr) ,CYy), 
上 式 蛮 为 

rabe rijP,=0, C8. 2. 12) 
1 ,dP, 

BET yr “二 总 于 ,== ‘8.2, 13) 

其 中 五 为 常数 . 


我 们 所 关心 的 是 玻 函 数 中 与 扩 度 因子 a 有 关 的 部 分 ， 即 
更 :zy)， 为 此 可 以 用 于 KB 近似 方法 求解 方程 468. 2. 12)， 邻 轨 , 二 
es， (8.2. 12) 式 变 为 


一 工 | 守 ] 十 至 一 36E2zr4 一 (8. 2. 14) 
Fo ' FR 4 
当 -< je ; 即 a<. | 时 ， 
Y= exp| :| 2 工 ,证 一 55eerdz | C8. 2. 15) 
这 是 振荡 形式 的 波 隙 数 , 对 应 经 典 多 许 区 , 即 洛 伦 兹 区 . 
FE i174 1 
当 ‘> {38s| 即 a> 二 | | 时 ， 
.=exp| 一 | 二 v 36e x — Fdxr. | (C8. 2. 16) 
E | re 
即 ”| -到 | 二 一 1 一 arctan al 2 -| 


(8. 2. 17) 
这 是 指数 形式 的 波 函 数 , 对 应 经 典 禁 区 ， 即 欧 几 里 德 区 . 在 该 区 
* 824。 


域内 发 生 的 是 重子 过 程 ， 允许 空间 拓扑 变化 ,允许 出 现 连 接 两 个 
大 的 时 空 区 域 的 虫 澜 或 子 宇宙 从 和 母 玫 宙 中 分 离 出 来 从 (8. 2. 17) 
式 可 以 看 出 ， 当 a 一 ce ， 即 < 一 ce 时 ， 波 函数 玫 , 指数 吉 减 为 玲 ， 
这 是 描述 虫 洞 的 波 郴 数 . 

设 欧 氏 作用 量 为 I:, 则 洛 仑 蓝 作 用 量 工 为 


Tr=ile, 
引入 * 一 地， 我 们 有 
一 2 |ar [3ea’p: 十 3sazgp32 十 Geaagy 一 ep 一 
1 2 2 
gap’ — ww) | (8. 2. 18) 
式 中 国 点 表示 对 fr 求 导数 . 


由 上 式 取 变 分 ,可 以 得 到 经 典 运 动 方程 . 首先 对 a 取 变 分 ， 
得 到 a- 方 程 : 


Sea :— (1— be)ap’ — Ta Cp’ vt) 12 a 9 一 
Geap 一 6sagz 一 0 (8. 2. 19) 
然后 再 对 Y 变 分 得 到 六 方程 


eaig— A (pi—v pp— eaagt 2aagt a'g= 0. 


(8. 2. 20) 
经 过 适当 变换 后 , 可 把 (6. 2.19) 和 (6. 2. 20) 式 改写 为 


af 2aagpt a'gp— 07 Ti (¥ °°—v)=0, 


(8. 2. 21) 

Gea'p! —ag —6eaap’— Dorp —v) | 9 — Te 一 总 . 

2 1 十 6e 
(8. 2. 22) 
在 希 格 斯 场 的 真空 附近 ,prv,， pp 一 一 0， 经 典 的 “方程 和 
?方程 分 曾 为 

2 十 2aageta gp=0， (8. 2. 23) 
Beo wp —a gp — beaag’=0. (8. 2. 24) 


* S20: 


由 (8. 2.23) 式 可 得 
d 
Ja 9 二 倍 
或 守 怪 量 a gp 二 9， (8, 2. 25) 


其 中 9 为 一 不 随时 间 + 而 改变 的 守恒 荷 ， 
由 (8. 2. 24) 式 可 得 


2 


一 十 习 一 Be i 一 站. 《名 2, 26) 
定义 跑 数 为 
fi =a 1. 


这 样 可 以 用 fta2 对 a 的 一 阶 导 数 来 取代 akr)? 对 的 二 阶 导数 ， 
把 二 阶 常 微分 方程 (8. 2. 26)7 简 化 为 fta} 对 a 的 一 阶 常 微分 方程 
df 


da Bea (8. 2. 27) 
其 解 为 f(a) 一 好 十 二 入 (8. 2. 28) 
式 中 A 为 积分 常数 . 


Fo 作为 虫 洞 解 的 判 据 是 , 在 标 度 因子 a 取 极 大 值 ae 和 极 
小 值 au 两 种 情况 下 f(a) 均 取 值 一 1， 并 且 Fe) 在 am 与 amn 之 
间 光 请 地 变化 . 

当 Ka? 一 一 1 时 , 由 (29) 式 得 


和 一 0， (8. 2. 29) 


a 十 (有 A 十 7a 


Bev 
其 解 为 = 二 | (44D 二 rv (8. 2. 30) 


由 于 & 宇 0, 故 应 要 求 4 所 一 (1 十 6)， 其 中 0 三 
《8. 2. 30) 式 可 改写 为 


1 2 
z= +4l fare 于 | (8. 2. 31) 


当 |1 十 A4| 污 时 ， 
Hm 一 11 十 刀 | (8. 2. 32) 
" B20» 


vf 


了 1 Sg L722 
caoo 一 | TA A | 。 ¢ 8, 2. 397 
由 于 和 希 格 斯 场 的 真空 期 待 值 > 很 大 , 所 以 au 很 小 , 即 a 兴 


am 这 正 是 一 个 虫 洞 的 几何 ， 它 描述 一 个 茎 直径 为 am 的 虫 酒 把 
二 个 标 度 因子 为 aw: 的 母 宇宙 或 标 度 因子 为 em 的 同一 母 宇宙 的 
两 部 分 连结 起 来 . 
由 (8. 2.33) 式 可 知 , 仅 当 守恒 若 9 不 为 零 时 才 可 能 存在 虫 润 
解 ， 而 守恒 荷 的 大 小 则 决定 于 标 度 因子 和希 格 斯 场 在 真空 附近 的 
如 果 要 求 a 不 小 于 普 记 到 长 度 上 ,由 (8- 2. 33)? 式 应 要 求 
| 1 | 1:2 
， | 1 十 过 | 6Erd 
或 4 一 | 1 去 


» 
必 ev 


亦 即 -|1+ 甸 | <A (10). 
县 洽 牲 要求 
gvV > 走 . 
这 个 条 忻 是 可 以 被 满足 的 . 
下 面 采用 维 林 金 的 边界 条 件 , 解 W-D 方程 ， 从 而 求 出 隧道 
冯 应 流明 数 ， 
现在 ， 小 超 空 间 的 坐标 为 wy 9 它们 的 取 值 范围 分 别 为 
Oa 一 co<<Pp 所 co 
2 一 0, 多 有 限 是 非 奇 异 边界 . 其 他 的 超 空 间 边 界 是 育 异 边界 . 
根据 <8. 2.5) 式 , 求 出 与 位 形变 量 w, 相对 应 的 正则 动量 


P,.= — eag— beagy, 


A 
Po ay 


由 五 王 aP. 十 纪 , 一 所 计算 出 哈密 顿 量 , 正则 量子 化 后 , 得 到 于 宙 
波 函 数 满足 的 W-D 方程 


—— feaagp:ta gy. 


时 SOF 


1 [ee 387 1 9 a : 及 
666 二 Ta le ma 2 wp’ “hay 


3earp ?+ aa (pv | (a, p=0. (8. 2. 34) 


要 求 在 a 一 0 处 , 波多 数 有 寞 ,但 


了 “两 项 前 的 系数 在 “一 人 0 处 均 发 散 ， 只 有 当 波 函数 业 (4， 


人 a, F) 


jo 
a 趋 于 零 时 不 依赖 于 9 即 一 -2 “| 二 0 情况 下 , 才 可 以 略 去 


《8, 2. 34) 式 中 的 上 述 两 项 ， 而 把 方程 守 为 


1 9:la, 9) 
12egp? dz 


Em p=0. (8.2.35) 
用 WKB 法 对 (8. 2.35) 式 近似 求解 . 
令 更 (a, PD ~exp[iS(a, 办]， 当 we 人 i 时 ， 存在 振东 
形式 的 解 , 对 应 经 典 人 允许 区 . 


亚 (a， 内 一 4 的 EXP 


一 【1 十 6 区 


二 1 48 v 1 十 6EE 的 
让 [9 一 
A CFT) 3 
| 2dep? 1 | | 
由 于 在 超 空 间 的 奇异 边界 上 只 允许 存在 外 行 波 , 所 以 上 式 应 


取 a 号 ， 


更 (a， D -ACPexp | 


48 v1+6cegp’., 


A(p :wv)? 
A CI 号 
| 和 和 1 | | (8. 2. 36) 
各 
当 oxide 时 ,存在 指数 形式 的 解 ， 对 应 经 典 禁区 ， 
1 二 48e:p! ww 1 十 6 
Vla, o) Apyexp| S39 Lt Ng vy 
| Ma 一 下 了 
11 人 | | (8. 2. 37) 


" S28* 


为 了 使 -0 时 ， 多 于 4 人, 儿 -0， 必须 适当 选择 A(9)， 
Alp) =exp| _d8eF 48eg’ VIt6e) (8. 2. 38) 
让 一 


最 后 ， 可 把 诱导 5 引力 中 的 隧道 波 函 数 表示 成 


Ya, D=A(Wexp| — te se “1 二 be 。 


站 [的 一 
Map) “]) 
i 24egp’ 
| 所 x? _ 21ey , 
ET | (8. 2. 39) 
吏 exp| 48 YT 十 6eg exp| -48 V1+6e,, 
Via, ¢) exp| Np vy [exp|™! Dy Fx 
4 的 一 2 2 | | | 2 24ep” | 
| 2459 7 ‘Pp rv) | 当 4 > Tg | 
C8. 2. 40) 
当 a 很 小 时 ，(8. 2. 39) 式 可 近似 地 写 为 
Vla, pexpt— 2ev 1 十 全 的 和， (8. 2. 41) 


所 得 到 的 解 显然 是 非 奇 异 的 . 
§ 8. 3 Hosoya 量子 化 7 


在 文 L30] 中 ,Hosoya 在 爱 因 斯 坦 理论 中 对 字 宙 场 进行 三 次 
量子 化 , 证 明了 字 宙 存在 多 重 产生 的 必然 性 ; 宇宙 从 “无 ”到 有 
产生 的 几率 分 布 为 普 朗 克 分 布 ， 在 文 L70j 中 ， 朱 建 阳 在 诱导 引力 
理论 中 用 类 似 方法 对 宇宙 场 进行 三 次 量子 化 . 结果 表明 , 在 没有 
其 他 物质 场 存 在 的 情况 下 , 在 希 格 斯 真空 处 宇 宙 … 仍 然 可 以 从 
“无 ”到 有 经 过 量子 隧道 过 程 而 创 生 , 创 生 的 几率 分 布 仍然 遵守 
普 衣 殉 分 布 . 

由 上 一 节 可 知 , 诱导 引力 的 作用 量 为 


了 一 2m|d| epze: 一 sap — 6eaeagy 十 Beg 一 
“5629 。 


Cp 一 vw)*, (8. 3. 1) 


拉 氏 量 为 
3ea'ig'— 3ea'p!— 6eaagpt ag — tha CP: wy, 
CR. 3. 2) 
为 了 消除 拉 氏 量 % 中 的 交叉 项 eg, 引入 新 变量 
X=ay Y=, 08. 3. 3) 
则 拉 氏 基 可 重新 写 次 
= 3x 3er + Ot Sy ER 
‘8. 3. 4) 
与 位 形变 量 xz，y 相对 应 的 正则 动量 为 
_a_ 
-二 Ee 一 Es 
de ? - 
P= (6e+ zy C8. 3, 3) 
哈密 顿 量 形式 为 
H=xP,+yP.— = 
_1 :1 2 2 2 1 x 2 v2 
Tl” ot6e 1 Ta» 3eT TA 1 
《8. 3， 6) 
引 人 和 人 正则 量子 化 
| | 
Pla Play' (8. 3, 7) 


但 在 由 < 数 变 为 9 数 时 , 会 出 现 排列 上 的 不 确定 性 , 便 如 
{(— Oer):=(— 6er)(t— 6er} = Pi:= 


上 C—Oeryrt-— er = 
A 


Px’P., (p=0s 1, 2, *), 
故 一 般 有 
1 3 ,9 a 
P= 7 去 | 六 | * P10 1 2 


1 ii ,3 
全 一 Ea ?3 区 | " p=0， ] ， 2 ， ‘8. 了 8 ) 


其 中 疡 ， 户 : 岁 表 未 算 符 次 序 国 于 的 模 先 度 所 以 在 一 般 情 况 下 ， 
Wheeler-Dewitt 方程 为 


[|| 一 be yy | ; 
A rl drl 8 十 ] 3 dy > 


3 


三 
一 (066 和 起 五 CO 一 oz y=0. (8. 3. 9) 


作 变 量 代 换 
t=lnr, B=1ny, (8, 3. 10) 
由 于 
93_m3_13 3 PRI_l3 
Aar Ardm ra dy NR yo 
3 __ 11319. 2 __l13,13 
OX TA ro dy vo vos 
C8, 3. 11) 
则 W-D 方程 变 为 
a! 9 Be 
BP pat (ps! ) 贡 二 
(6e)eee 十 二 ee (em 一 加 Ca, BB) 二 0, 
C8. 3. 12) 


当 和 希 榈 斯 场 2 的 取 值 接近 真空 期 符 值 时 ， 即 9 一 yy 一 后 一 时， 三- 
DD 方程 可 近似 写 为 


[二 一 0 FO BP}=0, (8. 3. 13) 
其 中 pr 一 pT, Do 一 (6e)sev 

这 里 已 对 算 符 次 序 因 子 的 模糊 度 作 了 最 简单 的 选择 ， 即 令 pp 一 
二 1, 方程 (8. 3. 13) 是 一 个 双 曲 型 二 阶 偏激 分 方程 ， 如 将 其 中 的 
变量 a 王 ljnz 和 8 一 ]Jny 分 别 看 作 是 小 超 空 间 的 时 间 变 量 和 空间 蛮 
量 , 则 显然 不 可 能 由 这 个 方程 构造 一 种 其 时 间 分 量 为 正定 的 守恒 
概率 流 . 为 了 克服 宇宙 波 销 数 亚 (a，8) 的 这 种 概率 解释 困难 ， 下 

.5837 。 


面 将 必 进 一 步 的 量子 化 处 理 -1. 

按照 正则 量子 化 的 标准 程序 , 我 们 重新 将 宇宙 波 函 数 于 (a， 
2) 看 作 是 小 超 空 间 中 的 宇宙 场 ， 为 了 简单 ,假定 守 是 一 种 中 性 标 
量 场 ,因而 在 诱导 3| 力 理论 抠 哥 下 的 宇宙 场 方程 形式 上 与 
‘8. 3. 13) 式 相同 ,有 即 


A? ， 3 ， 
9p, B) py 3 YC AB) ra, po. 


3 
(8. 3. 14) 
由 场 方程 (3.3.14), 构造 如 下 形式 的 作用 量 ，; 
r= JaadBsr — 
1 | z| 38 | 7 2 
去 jaeaa|| x) -P| + UV) 
(8. 3.13) 
其 中 拉 氏 最 为 
，_ a a 
es | 和 ,天 | 一 
li lr : 
|| mw| -P| t+UCY ] (8. 3. 16) 
则 由 哈密 顿 原 理 
8 大 一 0， (8. 3. 17) 
村 | De 日 ”BE Qe 
可 导 得 RN t BA 二 0 (‘8.3.18) 


将 拉 氏 量 (8,3,16}) 式 代 人 (8. 3.18) 式 , 显然 可 使 场 方程 (8. 3. 14) 
重 现 . 这 样 ， 就 可 以 由 这 特定 的 拉 氏 量 生来 确定 对 应 于 场 更 (Ce， 
8 的 正则 动量 . 因为 被 当 作 是 时 间 变 量 ， 则 由 定 尽 ， 吏 人 ae， 及 的 
正则 动量 为 


Pp, a 了 Ca， 及) 


= (8. 3. 19) 


将 宇宙 场 的 动力 学 变量 时 和 Ps 一 守 换 成 Hilbert 空间 的 万 


密 算 符 , 它们 满足 如 于 形式 的 对 易 关 系 ( 等 时 对 易 子 ): 
。832 。 


[ee, 更 fa， p) |= 一 208 一 P)， 


灶 生 才 8) Da， Ye = 0， 


[Via, 2B), Via, P')]=0. (8. 3. 20) 
由 此 则 可 将 作用 量 (8. 3.15) 式 所 描述 的 系统 正则 量子 化 . 
下 面 转向 对 场 方程 (8.3.14) 作 初步 的 讨论 . 由 于 场 方程 
《8. 3. 1T4) 中 的 势 项 只 与 时 间 变 量 有 关 , 故 有 如 下 形式 的 特 解 
( 正 频 模 解 ): 


(as B=Nexp|ip £ |Z(a), (8. 3. 21) 
其 中 ZCe) 满 足 方程 ， 

SC Tp (6ee™):]Z (a) =0. (8. 3. 22) 
只 须 令 

一 3se 一 ， 


则 方程 (8. 3. 22) 转 化 为 


也 
和 一 (全 十 22( 人 一 0 (8.3. 23) 


此 为 虚 宗 量 Bessel 方程 , 其 中 ,一 廿 ! 如 .方程 (8. 3. 23) 的 两 个 
线性 无 关 解 是 第 一 类 和 第 二 类 虚 宗 量 Bessel 销 数 ， 即 
L810), Kt) = HY Ok), (8. 3. 24) 
其 中 J 为 第 一 类 Bessel 男 数 ， 万 0 为 第 一 类 Hankel 函数 . 
显然 用 变数 pp 标记 的 特 解 (8.3.21) 式 构成 宇宙 场 方 程 
(8. 3. 14) 的 正 频 模 解 集 {x,ta,， 8)},， 其 中 模 隧 数 必须 满足 如 下 形 


式 的 正 交 归 一 条 件 : 
(Hp Ca, 8B), Wat Bp) 一 


一 上 sa8[ wde， 8) 去 (a, Pp)— 


1 Ca, 8) Pua 8) |= 0,. (8. 3. 25) 


本 了 


因而 可 将 宇宙 场 亚 (a,， 户 ) 按 {uta, 8) 展开 为 


Via, B= MV cus la. Beinus ta, B)], {8.3.26) 
显然 这 里 定义 了 一 种 由 洒 没 算 符 ,和 产生 算 符 ci 描述 的 宇宙 
Fock 空间 . 算 符 cc* 互 为 厄 密 共 e、 其 对 易 关 系 可 由 业 ， Ps 的 
等 时 对 易 子 (8. 3. 20) 式 导出 为 


[esr et |=6,,, [cosye] 一 [exect] 一 0 (8. 3. 27 ) 
若是 必 基 态 上 07(C“nothing?” 态 ) 

cl0)=0, ¥ pER. (8, 3. 28) 
则 牢 密 Fock 空间 的 一 般 占 有 访 可 表示 为 

‘ep ee," |0)}, (8. 3, 29) 


由 于 非 静态 度 规 (8. 2.1) 式 使 得 宇宙 场 方程 (8. 3. 14) 中 的 势 
项 显 含 时 间 , 因而 ,可算 义 与 过 去 某 一 初 态 相对 应 的 in 场 和 与 未 
来 菜 一 末 人 访 相 对 应 的 out 场 , 而 in 场 和 out 场 的 " 失 配 ?将 导致 宇 
宙 的 创 生 ,其 创 生 宇宙 的 分 布 规 律 可 通过 计算 in,out 场 之 间 的 
Bogolubov 变 摘 而 得 到 . 

注意 到 当 sa 一 一 ce( 即 和 >0)， 势 项 站 Co 渐 近 为 零 ， 因 而 满足 
方程 (8. 3. 14) 的 渐 近 平 直 的 正 频 檬 随 数 应 该 为 


Wp a B=exp|1p Filple]. (8. 3. 30) 
首先 考虑 当 v 一 十 1 LL 时 ,因为 

ee “=(e") ~é, | 一 十 1 
而 T= 7) ~ ( 当 有 0 时 ) 
故 in 场 正 频 模 畏 数 应 取 为 

Hn, B)=Niexp| ip 站 了 (7 | 一 十 1 全 。 


{8. 3. 31) 
至 于 out 场 的 正 频 模 函 数 ,显然 应 该 作 如 下 的 选择 ; 
ua, BP)= Nsexp| ip Lg KE) ， [一 十 1 | ， 
(8. 3. 32) 
* S31" 


这 是 因为 当 ae- 一 十 ce: 时 ， 上 式 的 渐 近 形式 为 
Ho, BP)- ~exp| ip exp(—a—3ee”) 4 (8, 3, 33) 


因而 ， 它 不 但 是 动量 算 符 p, 一 一 ! 之 具有 负 本 征 值 的 本 征 态 ,而 
且 , 由 于 
A 


一 一 一 _” 起 时 
PP, 二 EF OEE 好， (8. 3. 34» 


使 得 这 种 模式 在 经 典 上 对 应 于 膨胀 宇宙 . 
(8. 3. 31) 和 (8. 3. 32) 式 中 的 N, 和 Ns 是 归 一 化 常数 . 利用 关 
系 式 : 
J (2) 2)—e “T(z), 
EA) 


HiV'(r) = 

— 1S1nvx 

yy, el, (2) em], (2) 
HV* (y= Qe sa 《8 3. 35) 
TFET) (2) (2) = ~ 2 
A 
Cus 时 册 为 复数 ) 
长 归 一 化 条 件 (8. 3. 251 式 则 本 求 得 
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NN, 一 | 于 | P exp(—|plra/2)[sinh pila/2) 1], 
NN, 一 | 让 | pe [cosh(t|p lr/2) 1] 3, (8. 3. 36} 


作 类 似 的 分 析 可 以 得 到 ， 当 取 v= 一 1 如 时 ， 对 应 于 in 场 和 
out 场 的 正 频 模 分 别 为 


Up (a, B=Niexp| 1p 与 了 KE) ， 
一 各 


um Co, P= Niexp|ip S| K,(é). 


(8. 3. 37) 
量 然 ,us (a， 有 和 2 Ca， 8B) 也 应 满足 归 一 化 条 件 (8. 3., 25) 式 . 然 
而 ,因为 


(Hp » Mg 一 全 Ni mpeaxp(— |pla)sinh( |p lx/2), 
» 835» 


(Cao 2) 一 一 4TRN pd cosht| pir 2). (8. 3. 38) 
由 此 可 见 , 虽然 wr (a， PB) 能 归 一 , 但 无 论 如 何 选择 常数 Ns 都 不 
能 使 uta, PP) 归 一 . 所以, 由 于 归 一 化 条 件 的 限制 ,必须 会 去 » 
= 一 ie ， 而 只 取 "一 十 i Ie. 
现在 ,可 将 满足 (8. 3, 14? 式 的 宇宙 i 场 更 (ae，8) 分 别 按 正 频 in 
模 和 out 模 展 开 为 
Vla, B) = [esar(e, BY + ep’ us (a, PY], 
. 
{8, 3, 39) 
la, B= [ez (ay B+ er uy (ay B)], 


(8. 3. 40) 
其 中 心 ， ec? 和 cx， es*' 分 别 为 对 应 于 in 场 和 out 场 的 涯 没 算 符 
和 产生 算 符 , 它们 满足 (8. 3. 27) 式 的 对 易 关 系 . 而 in 真空 10, in? 
和 out 真空 |0，out》 则 分 别 由 下 和 式 定 六， 
or |0, 1n)=0, Y pER, C8. 3. 41) 
ce |O, out)=0, ¥ peER. (8, 3. 42) 
in 场 与 out 场 之 间 的 Bogolubov 变换 由 下 式 年 区: 
ui{a, PB) = D> Lolp, Daurla, B)+ 
csp, gut Cas 站 (8. 3. 43) 
作 内 积 Cuw* Ca, ,ws la, 8) 和 (em Ca PB)， us" (a，B)) 可 求 得 
Bogolubov 变换 系数 为 


1 123 
ci(p, =—!| Ta | po (8. 3. 44) 


i 1 li72 
colp » 四 一 | | Op ga, ‘8, 了 457 
显 热 (8. 3.44) 和 和 (8. 3. 45) 式 满足 
(Cua, Bs ur las BD) = Dalp, 9 一 
{esp 071) = 1. 《8. 3. 46) 
由 (8. 3. 39)，(8. 3. 40) 和 (8. 3. 43) 式 , 还 可 得 到 1c?*,，c 2 } 
。 836* 


与 fen ,car } 之 间 的 变换 关系 为 


= sp uA 一 Cr) 
(8. 3. 47) 
ep" = ~ (cornum* A—erarB’), 


EB 
其 中 4= nlp, ure, BP), B= 2 ( 户 ，g Jain(a， 有 8). 


于 是 ,对 应 于 第 p 模式 ， 宇宙 从 “nothing”( 即 in 真空 ) 中 创 生 的 
平均 数目 为 


(8. 3. 48) 


- mt » ut 了 _ ] 
和 一 《0， im | cy ‘ey 10， in 一 Be 
如 将 上 式 改 写成 
N ,一 (8. 3. 49) 


exple/RsT)—1’ 
其 中 = 二 cp| ;了 =c/2rkp， kn 为 Boltzmann 常数 .很 显然 ,这 是 
一 种 Planck 分 布 ,表明 僻 生 宇宙 遵从 温度 正比 于 < 的 Planck 分 
布 规律 . 

下 面 探 讨 模 式 的 标记 pp 的 意义 . 希 格 斯 场 的 真空 处 , 体系 的 
哈密 顿 量 用 变量 人 8 二 Ing 可 流 表 示 为 


五 = 一 es Pst rect i em 3ee”, (8. 3. 50) 
其 中 P,Ps 为 与 变量 a, 8 相对 应 的 正则 动量 
P,—— 6se*a, Ps— (6et+1)e’p. (8. 3. 51) 
注意 到 动量 算 符 Ps 一 一 ! 区 的 本 征 值 为 “6e ,因而 与 9 场 
的 经 典 能 量 
pb (8. 3. 52) 


~ 12eer l128a:g 
有 关 . 由 此 可 殉 ,， 创 生字 宙 的 分 布 规律 (8. 3. 48) 式 , 实际 上 是 代 
表 以 p 为 标记 的 具有 一 定 能 量 密度 的 那些 宇宙 的 平均 数目 . 
显然 , 本 节 得 到 的 创 生字 害 , 即 在 无 任何 其 他 物质 存在 时 ， 
在 项 格 斯 场 的 真空 处 字 军 仍然 可 以 通过 量子 隧道 效应 从 "无 "到 有 
* 837* 


地 创 生 , 这 在 真空 经 暴 震 因 斯 坦 引力 理论 中 是 得 不 到 的 . 这 表明 ， 
在 引力 的 量子 效应 不 能 忽略 的 区 域 , 诱导 引力 理论 和 爱 因 斯 坦 引 
力 理论 有 显著 的 区 别 . 


8$8.4 5 模型 的 宇宙 波 藉 数 


本 节 讨 论 诱导 引力 理论 中 具有 标量 - 旋 量 相互 作用 的 o 模 型 
的 宇宙 波 隐 数 L417]. 

诱导 引力 理论 的 拉 格 朗 日 具有 形 趟 

LR— ag—V(#). C8. 4. 1) 

诱导 引力 常数 Gas 一 C8xepF) 1， 势 在 加 处 有 稳定 极 小 值 ， 并 且 在 
此 处 有 Ci ) = Gy. 

R-W 度 规 具有 形式 

CE 

k 加 
| 1+47 
我 们 考虑 邯 宇 宙 , 下 一 1， 

5 模型 的 拉 格 朗 日 具有 形式 


2 ln my A 
n= ad $a P+ Tg 十 


qq 一 qd 大 一 {dr:+ridF+risin:0dg ]， (8. 4, 2) 


re 同 r 的 一 好 区 从 [8.4. 3) 


这 里 为 标量 场 , 由 为 旋 量 场 ， 4 一 g 安 1 ,mm 为 标量 场 的 质量 ; 有 
$= 为 平 空间 的 Dirac 和 矩阵,， 久 流 旨 
的 共 示 转 置 ， Lal 为 弯曲 空间 Dirac 短 阵 ， Vy 二 外 十 Ds 中 为 普通 


微分 ,，P., 一 一 rr 


我 们 知道 平 空 间 Dirac 矩阵 满足 关系 ; 
FF = 2 C8. 4. 4) 
其 中 有 ,一 diagf1， 一 1， 一 1， 一 1). 
式 中 志和 PF; 分 别 具 有 形式 
" B838* 


;=|! "| z 1 2 一 1，2，3 (8.4.5) 
P 一 | 。 一 元 一 中 ,一 0 


这 里 了 为 2X2 单位 答 阵 ; a, 为 Pault 焦 阵 . 
| 


0 一 1 
而 弯曲 空间 Dirac 矩阵 满足 关系 


rr aa”. (8. 4. 6) 
我 们 有 
1 十 本 
看 -一 | 
六 一 709 大 alr) 六 1 
1 十 工 ;? 1 十 二 天 
2 7 (8.4.7) 
CE CD7SmEB 3 
_ atty 
Fn 一 = 1 
1 十 二 
Dr (8. 4. 8) 
yp —r: 
1 十 4 1 十 dd” 
由 此 , 经 过 计算 , 可 以 得 到 
T=0， 
T= 地 8, 
1+7 
1,: 
1 1 atf)r . . 】 4 
;二 一 To ] | 
] 十 i 1] 十 4 
1 | aprang  。 ! 一 4 
Ds 7 — sindr Fs— Cost,rF, |. 
pe 一 天 
] 十 了 7 1 十 二 了 
【名 . 生 . 9) 
从 而 有 


.~ _1 zm A 
n= sd) + 本 到 十 
* Id * 


a ag y+ E17 
一 . 1 二 过 了 cor {F729 |— py $y. 8. 4. 10) 
引入 区 形 时 间 7, 使 dt 二 zad?, 由 上 式 可 以 得 到 欧 氏 作用 量 


T= |ar[- Gegdat'a’ 一 3ea' tf 一 epia’: 十 eAg:a! 十 
Fa — VB) + FY — ta + 


tkopt PF as 十 A $ 了 于 十 ma $F? Sa $+ _ 


2g8 $ ja!]. (8. 4. 11) 
这 里 已 引 人 宇 宙 常 数 4, 并 舍 去 了 常数 及 表面 项 ,“， "表示 对 
求 导 ,上 &, 为 常数 . 
令 a 二 a Y 一 ing， 则 有 


I 了 本 58 2 Bn 2 A ax 
一 二 |d7; 一 人 十 人 0 一 十 二 ae 一 
2 L 3 


‘ex CYY 十 (py r 一 gi ‘oe 一 瑟 十 


Sig rorigoe. 十 je 一 十 


1 全 1 A a 一 4 4 
ae Ae $B Gee EE 


ete- gp Ys y | (C8. 4. 12) 


这 里 cm le 


W-D 方程 具有 形式 


2 
Co 
2 
oe pe oe pe 


二 A 


2 4 本 ko FF 3 | 一 
re “EP Bot se Torpae 区 | 于 (Ca 和 攻克) 一 0 


(8. 4. 13) 
严格 求解 方程 (8. 4. 13) 非 常 困难 , 但 可 用 WKB 方法 来 近似 
求解 ,为 此 需 设 YX，g 初 始 时 变化 足够 缓慢 ， 即 xX]，$ 污 1， 
2 e | 1 “ A 4 2 下 4 
令 A=e [A eVOD+t EY -Ep Py), 
BB 一 一 Say FF ae 3 a 
A+Bi=Roe™™. 


和 | 


其 中 Re 一 [1 一 5 -| 4 一 汪 V XD 二 到 名 :一 各: 一 
gy zy we] a 二 多 (pFoF ge *)ar. 
tanf a) = 
— SF ge Ya 


人 2 


Ta 
一 二 | A EVOTES rey 次 是 


C8. 4. 14) 


~ el | Ln) 
从 而 VlaX,g,$) N Se*P| + ,Ria)es de| 


(8. 4. 15》 
为 便于 讨论 , 我 们 给 出 (8.4.15) 式 当 e-0( 足 够 小 ) 时 和 acae 
《足够 大 ?时 的 渐 近 解 . 当 a-*0 时， 

GD) 若 工 ee| 4 一 JVOOD+ 人 一 让 一生 g5 9 
则 (17? 式 可 简化 为 


机 (一 BC 一 下 入 Pige 人 一 CC (8B.4.16) 


ec< 和 1， 


k 
此 处 ca Tor ge 
这 时 由 (8. 4.15) 式 可 得 
+ B41 * 


七 二 
已 "2 虽 , 十 一 3 。 工 
FE 0 和。 【8. 4. 17》 


瞻 


Vilia, YH. $I~N 


而 当 g>0 时 ， 通常 的 诱 生 引力 理论 解 为 二- 因此 考虑 旋 量 场 


后 , 宇宙 波 函 数 将 移动 一 个 相 因 子 e+*, 由 于 这 里 a 为 一 次 寡 , 可 
以 看 出 旋 重 场 的 贡献 是 很 显著 的 ， 当 旋 量 场 不 存在 时 ,这 个 修正 
自然 消失 . 由 于 可 观测 量 为 | 世 |:， 因 浊 附 加 的 因子 并 不 影响 “ 测 
量 ” 结 果 ， 


(2) 若 二 eA 一 VOD 十 全 一 站 :一 全 8F | >1， 


则 (8, 4. 14) 式 可 简化 为 
1 


tan@(a) 人 一 一 ， 本 (Ca 一 edo， £8. 4. 18) 
从 而 G(o) 一 忆 . 
这 时 Ca, XW $)~ - l etiva 二 8. 4. 19) 
Co 
显 见 此 时 宇宙 波 函 数 与 不 存在 旋 量 场 时 相 比 ,有 较为 显著 的 恋 
化 . 
当 a>cot 即 & 趾 通 太 }) 时 ; 
{1 着 3e-* 4 了 VOW) 一 让! 一 pg yj el 
则 人 417? 式 可 简化 为 
ed ] p12 ， ， 2 1 
RC ~ | A VO + wp wb 
一 有 (B. 4. 20) 
1 
Go 一 一 全- 


这 里 8 二 地 e- 4 一目 VW) 十 守 避 一 充 名 ' 一 全 gD 9]. 
这 时 波 函 数 为 


~ 1 Ea 
Vla, xX, H, $I~N et 3 eet, (8. 4. 21)} 
Fa 


" 812+ 


由 此 可 看 出 旋 量 场 对 波 函 数 的 贡献 有 两 部 分 , 一 部 分 是 场 相互 作 
用 部 分 二 gg- By, 其 对 波 函 数 的 影响 和 通常 标量 场 一 样 ; 另 一 部 


分 是 类 似 于 (8.4.17)? 式 中 相 移 因子 的 贡献 , 此 贡献 是 旋 量 场所 特 
有 的 , 但 由 于 这 时 a 为 二 次 震 ， 旋 量 场 的 影响 已 减少 . 


车 之 g$ 3y>A 一 上 VC) 十 要 部 一 让 则 


ee ert FF (8.4. 22) 
2 一 1 HA 
若 守 8 A 一 VD 十 计时 一 训 ， 则 
le Ser Ey. (8.4.23) 
由 此 我 们 可 以 看 出 , 旋 量 部 分 在 宇宙 “ 创 生 ” 初 期 影响 很 显 
著 , 而 随 着 宇宙 的 脱 胀 , 旋 量 的 影响 越 来 越 小 当 宇 宙 进 人 
Lorentz 区 域 | a5 84<4 一 二 OO 十 于 下 一 区 到 后 , 旋 量 场 


行为 和 通常 标量 场 一 样 
(2) 着 于 e- 巴 4 一 十 FO0 十 全 加 一 基因 一 全 | 1， 
则 (8. 4. 14) 式 可 简化 为 


Pa, Xs Hp, PIN 


Va, Xs， wp， $$)~—N’ 


Ra) ~eer', tanBloe) ~ea. (C8. 4. 24) 
此 时 让 函数 为 
pas Xs ps FN — ett (8. 4. 25) 
Ca 


最 终 $ 将 落 人 #,V (和 取 稳定 最 小 值 . 此 时 由 于 多 为 常数 ， 所 
以 诱导 引力 的 宇宙 法 函数 回 到 H-H 理论 的 对 应 情况 . 
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